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Uber Entwicklungen analytischer Funktionen 
nach gebietsabhiingigen Polynomen. 
Von 


Paul Heuser in Darmstadt. 





Eine in einem schlichten, einfach zusammenhingenden Gebiet G der 
z-Ebene regulire analytische Funktion F (z) la8t sich nach Polynomen 
in eine Reihe entwickeln, die in jedem Teilbereich von G@ gleichmiBig 
konvergiert. 

Aus der Mannigfaltigkeit der hierbei méglichen Darstellungen hat 
G. Faber eine besonders bemerkenswerte Klasse hervorgehoben. Das sind 
die Entwicklungen der in @ reguliren Funktionen nach Polynomen, die 
nur von @ abhingen'). Faber liste die Frage nach der Méglichkeit einer 
solchen Entwicklung mit Hilfe der konformen Abbildung fiir alle Gebiete 
mit durchweg regulir-analytischem Rand. 

G. Szeg6 behandelte spiiter dieselbe Frage unter Verwendung der 
Orthogonalisierungstheorie*). Die Polynome, nach denen die Entwicklung 
fortschreitet, sind orthogonal in Bezug auf den Gebietsrand. Beziiglich 
der Allgemeinheit des Bereichs gehen seine Resultate jedoch nicht iiber 
die Faberschen hinaus*). 

Auch T. Carleman benutzte die Orthogonalisierung zur Behandlung 
unserer Frage‘). Er léste sie fiir Jordangebiete, in denen die dar- 
zustellende Funktion als ,,quadratisch integrierbar vorausgesetzt wird. 
Die Entwicklungspolynome sind orthogonal in Bezug auf das Gebiet. 

Die Polynome von Faber, Szegé und Carleman sind durch das Gebiet 
eindeutig bestimmt und besitzen wertvoile Eigenschaften, die ihnen auch 
abgesehen vom Entwicklungsproblem Interesse verleihen. Wenn es sich 


1) G. Faber, Uber polynomische Entwicklungen, Math. Annalen 57 (1903), 
S. 389—408. Derselbe, Uber polynomische Entwicklungen II, Math. Annalen 64 
(1907), S. 116—135. Derselbe, Uber Tschebyscheffsche Polynome, Crelles Journal 
150 (1919) S. 79—106. 

2) G. Szegé, Uber orthogonale Polynome, die zu einer gegebenen Kurve der 
komplexen Ebene gehéren, Math. Zeitschr. 9 (1923), S. 218—270. 

3) Bei Szegé wird die darzustellende Funktion F (z) im abgeschlossenen Inneren 
einer stetigen, doppelpunktfreien, geschlossenen Kurve, bei Faber im offenen 
Inneren einer regularen geschlossenen Kurve als regulér vorausgesetzt. 

4) T. Carleman, Uber die Approximation analytischer Funktionen durch 
lineare Aggregate vorgegebener Potenzen, Arkiv fér Mat., Astr. och Fysik 17, 
Nr. 9 (1922—1923). 
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aber nur um die Lésung des Entwicklungsproblems handelt, kann man 
weiter kommen als die genannten Verfasser. In der vorliegenden Arbeit 
wird gezeigt, da8 man eine in einem beliebigen, schlichten, auf ein Kreis- 
inneres abbildbaren Gebiete G regulire analytische Funktion F (z) stets 
nach Polynomen entwickeln kann, die nur von G und nicht von der 
darzustellenden Funktion F (z) abhangen. 

Diese Polynome sind nicht mehr eindeutig bestimmt, ihre Auswahl 
la8t vielmehr noch eine erhebliche Willkiir zu. Der hierin liegende 
theoretische Nachteil wird vielleicht fiir manche Zwecke durch die griéBere 
Schmiegsamkeit ausgeglichen °). 

Im §1 werden Polynomsysteme p,,(z) betrachtet mit der folgenden 
Eigenschaft: Fiir jeden inneren Punkt des Gebietes G und gleichmabig 
auf den Kreisbildern von @ ist 


lim Vipn(@)| = |f()]. 


/(z) =t bedeutet eine solche Funktion, die das Gebiet G konform auf 
das Kreisinnere |t| << 1 der ¢-Ebene abbildet. Solche Polynomsysteme 
werden ,,vom Gebiet G abhingig’ genannt. Es wird gezeigt, daB fiir 
jedes schlichte, einfach zusammenhanugende Gebiet @ solche Polynomsysteme 
existieren. Im §2 wird gezeigt, daB die im §1 betrachteten Systeme 
auch ,,vollstindig“ sind, das heiBt, daB jede im Gebiet G regulire 
Funktion F(z) sich nach diesen Polynomen entwickeln lat. Die Ent- 
wicklungen sind eindeutig. Die Resultate lassen sich ausdehnen auf 
Polynomreihen, die in mehreren, sogar abzaihlbar unendlich vielen, ge- 
trennten Gebieten konvergieren. 


§ 1. 
Definition und Bildung gebietsabhingiger Polynomsysteme; 
Konvergenz der zugehérigen Reihen. 

Es sei G ein beliebiges, schlichtes, einfach zusammenhingendes Gebiet 
der z-Ebene mit mindestens zwei Randpunkten. Wir wollen annehmen, 
daB es den Punkt z = 0 als inneren Punkt enthalte, was die Allgemeinheit 
der folgenden Betrachtungen nicht einschrinkt. Nach dem Riemannschen 
Abbildungssatz iaSt sich G konform auf das Innere eines Kreises abbilden, 
und es sei z = p(t) eine analytische Funktion, die die Abbildung von G 
auf das Kreisinnere |t|< 1 der t-Ebene derart vermittelt, daB z= 0 
und ¢ = 0 sich entsprechen, und daB g’(0) reell ist. ¢ = f(z) sei die 


5) Fir die Anregung zu dieser Arbeit und wertvollen Rat bin ich Herrn Prof. 
Rosenthal zu Dank verpflichtet. 
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Umkehrfunktion zu z = g(t), bilde also das Gebiet |t| << 1 konform auf 
das Gebiet @ ab. 

Bei dieser Abbildung entsprechen den Kreisen |t| = o (0 << 9 < 1) 
regulir-analytische, geschlossene Kurven C, der z-Ebene, die im Gebiet @ 
liegen. Der Kiirze balber bezeichnen wir im folgenden das offene Innen- 
gebiet einer geschlossenen Kurve C mit J(C), das offene AuSengebict 
mit A(C), die durch Hinzunahme von C abgeschlossenen Gebiete mit 
J(C) und A (C). 

Ein System von Polynomen 





Pn (2) (n = 0,1,2...), 
die gleichmaBig auf den Kreisbildern C, von G der Bedingung 


(1) lim Vipa(2)| = | (2) | 


i= 


geniigen, wollen wir ,,vom Gebiet G abhdngig“ nennen. 

Unsere erste Aufgabe ist es, fiir jedes G die Existenz solcher Poly- 
nomsysteme nachzuweisen. 

Aus den Kurven C, (0< 9 < 1) laBt sich eine Folge C,, (n = 0,1,2...) 
herausgreifen, so dab C 


én +, die vorhergehende Kurve C,, umschlieSt, und 
daS bei wachsendem n die Kurven der Folge sich gegen den Rand von 
G haufen. Die ihnen entsprechenden Kreise Ky, der t-Ebene hiiufen sich 


dann gegen den Kreis |¢| = 1, und es ist lim 0, = 1. 


Die in J (C,,) regulare Funktion /(z)* 1a8t sich nach einem bekannten 
Satz von Runge mit beliebiger Genauigkeit durch ein Polynom approxi- 
mieren. Wir bezeichnen mit 


(2) #(4) = y2 


eine ganze Funktion der Verinderlichen + mit reellen positiven Koeffi- 


zierten a,, deren Betrag fiir r <= o <1, (r < 9,), unterhalb der Schranke 
n <1 liegt. Erst fir g@ =7,, (*, <r), nehme sie den Wert 1 an’). 
Nach dem oben erwahnten Satz ist es dann méglich, ein Polynom p, (z) 
so zu bestimmen, daB in J(C,,) ) 


(3) |f (2)" — Pa (z)| < on 


®) Eine solche Funktion ist z. B., wenn C eine geeignet gewahlte positive 
Bs i1¢ 

aw" ae 

Konstante bedeutet, CG € o 





1* 
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ist’). Wir wollen zeigen, daB ein so gebildetes Polynomsystem p, (z) fiir 
das Gebiet G@ charakteristisch ist im Sinne der obigen Definition‘). 
Die Ungleichung (3) la8t sich auch so schreiben: 


(3a) Pn (2) = f(z)" + ta 2), 


wo dann r, (2) eine im Gebiet G regulire Funktion ist, deren Betrag < «, 
ist, sobald z in J(C¢,) liegt. Fiir z + 0 ist 


r,, (2) | 
f(z)" |" 


Wahlen wir nun im Gebiet G ein beliebiges z = z* + 0, so kann 
man einen Index n = n, so finden, daB fiir alle nm >, der Punkt z* 
in J(Ce,) liegt. Dann gilt die Beziehung (3) fiir dieses z* und fiir alle 
n=>n,. Dem Punkt z* entspricht vermége ¢ = f(z) ein Punkt ¢* der 
t-Ebene, der im Inneren des Kreises |¢| = 1 liegt. Ist |t*| = o*, so 
ist z* ein Punkt der Kurve C,., die das Bild des Kreises |t| = o0* ist 
Fiir alle Punkte z auf C,. ist |/(z)| = o*, also 


1 + 





(3b) | Pn (z)| = |f(2)"|- 
































<= tl 1+ ry (2) 
™ , f(z)" |’ 
und 
. 1 r,, (2) 
Vira (@)| = o* aes. 
Setzt man 
r,, (2) 
= n\2), 
jar 
so ist 
xy 
| "in (z) | < = 


2 


7) Man kann etwa f(z)" nach den zu C, gehérigen Faberschen Polynomen 
n 


entwickeln: /(z)"= 2 a po (z) und den Index y(n) so groB wahlen, da8 


r= 
ri” 


p, (2) = + c” P™(z) der Bedingung (3) geniigt. 
‘=0 

®) Herr Prof. Blumenthal macht mich dankenswerterweise darauf aufmerksam, 
daB der Gedanke, durch geniigend scharfe Approximation eines vollstandigen 
Funktionssystems ein vollstandiges Polynomsystem zu gewinnen, im Reellen bereits 
verwandt wird bet K. Popoff, Uber die Gewinnung summierbarer Polynomreihen 
aus summierbaren Fourierreihen, Math. Annalen 89 (1924), S. 122—125, und 
O. Blumenthal, Bemerkung zu der Arbeit des Herrn Popoff ..., Math. Annalen 89 
(1924), S. 126—129. 
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eine GréBe, die (wegen der bestindigen Konvergenz von )" =) mit un- 
n=0 


begrenzt wachsendem n gleichmiafig fiir alle z auf C,. gegen Null geht. 


yi 1+ 7, | la®t sich in Schranken einschlieBen: 


p= Eel SVT SVT Fl STF el 51+ Enel 


Beide Schranken gehen bei wachsendem n gegen 1, woraus folgt: 
lim Vi1+ | = 1. 


Somit ergibt sich in der Tat: 





(4) lim V| pn (2)| = o* = |f(2)| 


gleichmaBig fiir alle z auf C,. 

Fiir Reihen, die nach den Polynomen p, (z) fortschreiten, kénnen wir 
hieraus folgern: 

Ist o* eine beliebige zwischen Null und Eins gelegene Zahl, und be- 





deutet (ay) (n = 0,1,3...) 
eine Folge beliebiger komplexer Zahlen, die nur der Bedingung 
lim V\a,| = 


gentigen, so konvergiert die Reihz x A», Pn (x) absolut und gleichmipig im 


Gebiet J (C+), divergiert in a (C,+) und stellt demnach eine in J (C,») reguldre 
analytische Funktion dar. 

Uber das Verhalten der Reihe auf C,~ selbst laBt sich, ahnlich wie 
bei Potenzreihen, nichts allgemeines aussagen. 

Wir wollen noch zeigen, daB die Entwicklung einer in J (Cy) 
(r < o* <1) reguliren Funktion F(z) nach solchen gebietsabhingigen 
Polynomen, die der Bedingung (3) geniigen, wenn iiberhaupt, dann auf 
nur eine Weise méglich ist. Der Beweis hierfiir wird erbracht sein, wenn 
wir zeigen, daB aus 


2X 4, Pn (2) = 0 
n=0 
unter unseren Voraussetzungen das Verschwinden aller Koeffizienten folgt. 


Angenommen die Reihe 5 Gn Py (z) mit 
n=0 


lim Via.) <= (r<o*<1) 


a=—zm 
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stelle fiir alle z in J(C,-) die Null dar, so betrachten wir die ebenfalls 
in J (C,-) konvergente Reihe 


2 a, f(z)" = 2X a, 

a=0 > n=0 
die als Potenzreihe eine in J(C,-) regulire Funktion 

P (z) = P(f (2) = () 
zur Summe hat. Nun sei C, ein in J(C,,) und J(C,), aber in A(C,) 
gelegenes Kreisbild. Dann ist die Ungleichung (3) fiir alle z auf C, und 
alle » erfiillt. Bezeichnen wir das Maximum von |@(t)| auf K, mit M, 
und ist ¢, ein Punkt auf K,, in dem dieses Maximum angenommen wird, 
so ist nach der Cauchyschen Koeffizientenformel 


ja, |< ~. 


Hieraus und aus 
P(t.) = P(e) = 2 an (f (20)" — Pn (20)) 


folgt unter Beriicksichtigung von (3): 


. Cy a, = l Ee 
M = Mel sM Ds = M-g(—)<M ne 
Wegen M=>0 und » <1 muB demnach M = 0, also O(t)=0 sein, 
woraus sofort fiir alle n folgt: 
a, = 0 (n = 0,1,2...). 


Ist lim Y|a,| = 1, so konvergiert die Reihe absolut und gleichmaBig 


in jedem Teilbereich von G und stellt daher eine im ganzen Gebiet G 
regulare analytische Funktion dar. Auch fiir diese Entwicklung gilt 
unser Eindeutigkeitsbeweis. 


§ 2. 
Volistindige, gebietsabhingige Polynomsysteme. 

Wir haben gesehen, daB es zu jedem schlichten, einfach zusammen- 
hingenden Gebiet G mit mehr als einem Randpunkt Systeme von gebiets- 
abhingigen Polynomen gibt. Wir wissen weiter, daB die von uns be- 
trachteten Polynome p, (z) nur eindeutige Entwicklungen einer im Gebiet G 
regularen Funktion F(z) zulassen, falls F(z) iiberhaupt nach den 7, (z) 
entwickelt werden kann. Ob das letztere immer méglich ist, wissen wir 
noch nicht. Wir wollen nun zeigen, daB alle gemaB der Forderung (3) 
bestimmten Polynomsysteme auch ,,vollstandig“ sind, das heiBt, jede im 
offenen Gebiet G regulire analytische Funktion F(z) laBt sich nach den 
Polynomen p, (z) entwickeln. 


Entwicklungen nach gebietsabhangigen Polynomen. 7 


Um zu einer derartigen Entwicklung zu kommen, gehen wir davon 
aus, daB die Funktion F(z) sich eindeutig durch die Potenzen der Ab- 
bildungsfunktion f(z) ausdriicken laBt. Es sei 


Fe) = F a f(2)", 
n=0 
und 
lim | ay” | <1. 
Bilden wir 


F, (2) = pm ay Pn (z), 
n=0 
so konvergiert diese Reihe nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen 
absolut und gleichmaSig in jedem Teilbereich von G, und ihre Summe F, (2) 
ist deranach eine in @ regulire Funktion. Setzen wir weiter 


E a (#(2)" — pale} = RB, (2), 


n=>0 


so gilt das gleiche fiir die Funktion R,(z). Sie kann daher ihrerseits 
nach den Potenzen von f(z) entwickelt werden: 
R,(2) = Z ay f(z)", 
0 


n= 


und es ist 
n 
lim V| a‘? | — 3 
n= 20 
Das fiihrt uns zu einer Funktion 


F,(z) = £ ah’ pp (2), 


n=0 
die im Gebiet G regular ist, weil die rechtsstehende Reihe dort absolut 
und gleichmaBig konvergiert. Nun setzen wir wieder 


Z ay? (f(2)" — pal2)| = Ryle) 
und entwickeln die in @ regulire Funktion R, (z) nach den Funktionen /(z)": 


R,(2) = Ea f(z)". 


a= 


Wir erhalten analog wie oben: 


F, (2) = 5 a® p, (2) 


n=0 


und den Rest: 
R,(z) = & an’ {f(2)" — pr (2) = z an’ f(z)", 


n=0 
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der wieder in G regular ist. So fahren wir fort. Das Verfahren bricht 
entweder ab, wenn namlich einer der Reste R,(z) identisch Null wird, 
oder es la8t sich unbegrenzt fortsetzen. Im ersten Falle ist 


k oo k @ 
F()= 2 P@) = Lf L ay pa(2) 
i=0 n=0A=0 
die gesuchte Darstellung von F(z). Im zweiten Fall gelangen wir zu 
einer Folge von Funktionen F,(z) und von Resten R,(z) und werden 
nun zeigen, daB 


(5) Z Fr) =F) 
ist fiir jeden Punkt z in G, und daB man die Reihen 
PF, (2) = EF a” Pale) (k = 0,1,2...) 


n=0 
gliedweise addieren darf*) und hierdurch eine im ganzen Gebiet G giiltige 
Darstellung 


F(z) = 2 On Pn (z) 
erhalt, wobei die Koeffizienten a, demnach bestimmt sind durch 


(6) a= 5 of (n == 0,1,2...) 


k=0 
Wir werden zuniichst die in (6) behauptete Konvergenz und das 
Bestehen der Gleichung (5) fiir das Gebiet J(C,,) beweisen. Es ist 


F (2) = Fy (2) + F, (2) + --- + Fe (z) + Be). 
Die Gleichung (5) ist demnach fiir J(C,,) bewiesen, wenn wir zeigen, da8 
die Reste R,(z) dort gleichmaBig gegen Null gehen. 
Aus 
F(z) = Z ay) f(2)" 
n=0 
folgt, wenn |F(z)| auf C,, kleiner als N ist: 
(0) N 

jay | Soe 

also, wegen 


R, (2) = Eas {f(2)" — pale) 
und wegen (3), fiir alle z in J (C,,) 


| Role) SNS) = N-g() <n. 


n=0 


*) Wie der folgende Beweis bereits andeutet, gilt fir unsere Entwicklungen 
der Weierstrasssche Doppelreihensatz. 
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Gehen wir iiber zu 


R, (2) = z= ay’ f(z)", 
so folgt mittels der eben binaieidtaien Schranke fiir | R,(z)| auf C,,: 
ja? | <N-n-+, 
G0 





also in J (C,,): 
Ean? fe)" — pal) | 
3 Fla lia Pn (2)| 
<N-n = ait. 
n=0 
So fahren wir fort. ba ist 
(7) \a?|<N. - mt = 
und in J (C,,) 
(8) | R,(z)| S N-7 +), 
woraus, wegen 7 < I, fiir dieses Gebiet gleichmabig 
(9) im R, (z) = 0. 


Uberdies folgt aus (7), da® die Reihen x a” fiir jedes n konvergieren. 


k=0 
Damit ist auch die in (6) behauptete Konvergenz erwiesen. Man zeigt 
nun leicht, daB die Reihe 
£ On Pn (2) 
in J (C,,) rw und delchaniiig konvergiert und F(z) zur Summe hat. 
Bezeichnen wir = n-te Teilsumme der Reihe 
z F a py (2) = Fy (2) + F, (2) +... + Fe(2) 
om oA=o 
mit s‘(z), so ist wegen (9) 
lim lim s“?(z) = tim {Fy (z) + ... + Fy(z)} = F (2) 
k= 2 N= co 


gleichmaBig fiir z in J (C,,). Man sieht weiter, daB der lim s (z) gleich- 
maBig fiir alle & existiert. In der Tat ist fiir den Rest 
Ray (2) = Pi an” Pn (2) 


r= mo A 
oo 


| Ra, «(z)| SN- = "7 


n=Nno 


| Pn ~ a 
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Der Betrag dieser Reste geht daher wegen (1) bei festem z aus J(C,,) 
mit unbegrenzt wachsendem x, gleichmaBig fiir alle k gegen Null. Man 
darf daher bei dem Doppellimes die Reihenfolge der Grenziiberginge ver- 
tauschen und erhilt so: 

(10) F (z) = lim lim s® (z) = lim lim s“” (z) = lim s, (2), 


k=oo n= a=~ k= wo n=20 


wo s,(z) die n-te Teilsumme der Reihe 


2 an Pn (2) 
bedeutet. Damit ist gezeigt, daB diese Reihe in J(C,,) konvergiert und 
F(z) zur Summe hat. Aus (6) und (7) folgt noch: 


im ¥ja,) < +. 


n= 2 


Zusammen mit (1) hat das zur Folge, daB die Reihe x a», P» (z) in jedem 


abgeschlossenen Teilgebiet von J(C,,) gleichmapig konvergiert. Damit 
sind alle unsere Behauptungen fiir das Gebiet J(C,,) bewiesen. Da8 die 
in J(C,,) giiltige Darstellung 
(11) F(z) = 2 45 Pn (2) 
n=0 
nicht auf dieses Gebiet beschrankt ist, sondern in derselhen Weise fiir 
das ganze Gebiet @ gilt, wollen wir jetzt noch zeigen. 
Die Reihe (11) konvergiert sicher dann absolut und gleichmaBig in G, 
wenn dort die Entwicklung 
(12) 2 &, f(z)" 
n=0 
konvergent ist. Denn hieraus folgt 
lim Vja,j <1, 
was nach den Ergebnissen des § 1 die absolute und gleichmaBige Konvergenz 
von (11) in@ nach sich zieht. DaB die Reihe (12) inG@ konvergiert, folgt 
aber daraus, daB sie eine Potenzreihe ist, deren Summe H(z) in G 
regular ist. In der Tat gilt fiir z in J (C,,) 


4 a, f (z)" = H (2) — p Gy, Pn (2) — = a, {Pn (2) tes f (z)"}. 
n=0 n=09 n=0 
Die erste Reihe stellt die Funktion F(z) dar, wahrend die zweite Reihe 
wegen 

1 1 


I—n 9 


|a,|<N- 
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und wegen (3) in G absolut und gleichmaBig konvergiert und also eine 
in G regulare Funktion zur Summe hat. H (z) ist demnach, als Differenz 
zweier in G regularer Funktionen, selbst in G regular, womit unsere Be- 
hauptung bewiesen ist. Wir kénnen also den Satz aussprechen: 

Jede im Gebiet G regulire analytische Funktion F(z) lapt sich auf eine 
und nur eine Weise nach den Polynomen p,(z) in eine Reihe entwickeln, 
die in jedem Teilbereich von G absolut und gleichméafig konvergiert. 

Ist die Funktion F(z) nicht im ganzen Gebiet @ regular, sondern 
nur im Inneren einer beliebigen Kurve C,, fiir die r,< 9 <1 ist, so 
laBt sich das Verfahren der Koeffizientenbestimmung gleichwohl durch- 
fiihren. Alle Beweise lassen sich sinngem&iB auf diesen Fall iibertragen. 
Man erhalt so den weiteren Satz: 

Jede in einem J(C,,) enthaltenden Teilgebiet von G reguliére Funktion 
F (z) lapt sich eindeutig nach den Polynomen p, (z) entwickeln. Konvergenz- 
grenze der Entwicklung ist das gréBte Kreisbild, in dessen Innerem F (z) noch 
regulir ist. 

Umgekehrt folgt aus der Entwickelbarkeit und der Eindeutigkeit 
der Darstellung, da8B die Summe F(z) einer beliebigen Reihe 


= 4% Pn (2); 
n=0 
fiir die 
jim ¥ja,| = + (r, <<@ <1) 


ist, auf C, mindestens eine Singularitét aufweist. 


(Eingegangen am 23. 11. 1933). 








Riemann-Rochscher Satz und Z-Funktion im Hyper- 
komplexen. 


Von 


Ernst Witt in Géttingen. 


Das vergleichende Studium der Klassenkérpertheorie in verschiedenen 
Bereichen hat die Arithmetik bisher wesentlich vereinfacht. Besonders 
die p-adischen Bereiche haben viel zur Klarung beigetragen. In der 
Hoffnung, da auch die algebraischen Funktionenkérper eine ahnliche 
Wirkung hervorrufen werden, wurde diese Arbeit unternommen. 

Iyer AnlaB dazu war die mir von E. Noether gestellte Frage, ob sich 
die Arbeit von Hey’) auf Funktionenkérper iibertragen liebe, um damit 
das Analogon des Riemann-Rochschen Satzes im Hyperkomplexen zu 
finden. Diese Frage wird hier bejaht, jedoch verliuft unsere Unter- 
suchung in umgekehrter Richtung. Dadurch erhalten wir den Riemann- 
Rochschen Satz in groBer Aligemeinheit, naimlich fiir einfache Systeme, 
deren Zentrum ein algebraischer Funktionenkérper mit vollkommenem 
Konstantenkérper ist. Trotz dieser Allgemeinheit wird der urspriingliche 
Sinn dieses Theorems nicht verfilscht, auch seine auBere Form brauchen 
wir nicht zu andern. Nur werden die Divisoren jetzt einseitig, das Ge- 
schlecht G wird definiert durch die Ordnung 2G — 2 der Differential- 
klasse. Allerdings kann das Geschlecht auch negativ sein, es bedeutet 
also nicht mehr die Dimension der Differentialklasse. 

Gestiitzt auf den Riemann-Rochschen Satz kénnen wir hinterher die 
Heysche Arbeit iibertragen. Von den festgestellten Eigenschaften der 
Z-Funktion machen wir zum Schlu8 eine Anwendung auf die Theorie 
der Algebren. 

In §1 fiihren wir die Divisoren eines Funktionenkérpers K durch 
seine Bewertung ein. §2 bringt eine Aufzihlung der Tatsachen, welche 
sich durch Ubertragung der Arbeit von Hasse*) auf Algebren iiber Funk- 
tionenkérpern gewinnen lassen. Das fiihrt bis zum Gruppoid der Ideale. 
Um aber die Theorie der algebraischen Funktionen auch im Nichtkommu- 


1) K. Hey, Analytische Zahlentheorie in Systemen hyperkomplexer Zahlen. 
Dissertation Hamburg 1929. 

2) H. Hasse, Uber §-adische Schiefkérper und ihre Bedeutung fiir die Arith- 
metik hyperkomplexer Zahlsysteme. Math. Annalen 104 (1931). 
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tativen fortzusetzen, sind wir genétigt, uns ein invariantes Gruppoid von 
Divisoren zu konstruieren, dies geschieht in §3. Nach dem Vorbild von 
F. K. Schmidt*) beweisen wir in §4 das Analogon des Riemann -Roch- 
schen Satzes fiir ein einfaches System S, als Hilfsmittel verwenden wir 
dabei eine Art Bewertung. 

Von jetzt an wird der Konstantenkérper als Galoisfeld vorausgesetzt. 
Wie bei Hey') und F. K. Schmidt*) wird in §5 die Z-Funktion von S 
eingefiihrt und verglichen mit der ¢-Funktion des Zentrums. Dabei 
finden wir den wichtigen Satz 15: ,,Eine iiberall zerfallende Algebra zer- 
fallt schlechthin“, und zwar ohne da$ wir erst die Note von Zorn‘) 
zu iibertragen brauchen, in der dasselbe im Anschlu8 an die Untersuchungen 
von Hey gemacht wurde. Hinterher wird die Funktionalgleichung von Z(s) 
ohne viel Rechnung hergeleitet. Eine Ubersicht iiber alle méglichen Typen 
von Schiefkérpern wird in §6 gewonnen, was sich auch hier wieder be- 
deutend leichter durchfithren laBt als im algebraischen Zahlkérper. Der 
Grund dazu ist der, da8 wir von vornherein alle Schiefkérper mit Hilfe 
der Kreiskérper angeben kénnen®), und daB auSerdem die Kreiskérper 
unverzweigt sind. Wir werden im wesentlichen diejenigen Resultate 
finden, die der Arbeit von Hasse*) entsprechen. 


$1. 
Bewertungen. 
Unter einer Bewertung versteht man bekanntlich eine reelle Funk- 
tion |a| der Zahlen a eines Kérpers K, die folgenden Bedingungen geniigt: 
|0| = 0, sonst ja| > 0, 
jab] = {a|-|b|, 
| a+b] < ja) + (01. 
{st K ein solcher bewerteter Kérper, so fiihrt man nach Hensel den 
Grenzkérper K ein, ahnlich wie zum Kérper der ratienalen Zahlen der 


reelle Kérper konstruiert wird. In ihm JaBt sich die Bewertung in be- 
stimmter Weise fortsetzen. 


(1) 


5) F. K. Schmidt, Analytische Zahlentheorie in Kérpern der Charakteristik p. 
Math. Zeitschr. 33 (1931). 

‘) M. Zorn, Note zur analytischen hyperkomplexen Zahlentheorie. Abh. Math. 
Sem. Hamburg 9 (1933). 

5) DaB jede Algebra iiber einem algebraischen. Funktionenkérper konstante 
Zerfallungskérper besitzt, folgt aus dem Satz von Ch. Tsen, Gétt. Nachr. 1933. 
Dieser Satz stiitzt sich auf die Eliminationstheorie, in unserem Fall werden wir 
ihn aber mit der Z-Funktion beweisen. 

6) H. Hasse, Die Struktur der R. Brauerschen Algebrenklassengruppe iiber 
einem algebraischen Zahlkérper. Math. Annalen 107 (1933). 
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Q sei ein vollkommener Konstantenkérper, z eine Unbestimmte, und 
K eine endliche Erweiterung von Q(z). Welche Bewertungen sind még- 
lich fir K, wenn die Konstanten auBer der Null den Betrag 1 erhalten 
sollen ¢ 

Zunichst wihlen wir nach F. K. Schmidt*) in K ein Element z, so 
daB K iiber Q(z) separabel wird. Fiir die ganzen GréBen von K be- 
ziiglich Q{z] gilt dann der Satz von der eindeutigen Primidealzerlegung, 
ebenso fiir die ganzen GréBen beziiglich Q (= |. Zur Beantwortung 
unserer Frage kénnen wir ahnlich vorgehen, wie es Artin’) bei den 
algebraischen Zahlkérpern getan hat. 

Fall 1: Alle Funktionen erhalten den Betrag 1. 

Fall 2: Das Primpolynom z-ten Grades p(z) sei vom Betrage < 1. 
Zunachst erkennen wir, daB de Polynome a(z) von geringerem Grade 
gleichmaBig beschrinkt sind, denn es ist 


ja(z)| S1+|2|+... +] 2*-4. 
q(z) sei ein anderes Primpolynom und » eine wachsende Zahl. In 
der p-adischen Zerlegung 
q"(z) = 2a, (x) p’ (2) 


treten héchstens n? Summanden auf. Wir haben also sicher 


lqh=Viel svn > 1, 
d. h. fiir jedes Polynom ist der Betrag < 1. 

Nun zeigen wir, da8 nicht fiir zwei Primpolynome p und q gleich- 
zeitig |p| < 1 und |q| <1 gelten kann. Denn es sei etwa |p| <= |q| <1; 
setzen wir noch ap+ bq = 1, so folgt die Unméglichkeit 

1=|(ap+bq"|S |p |+ler—'al t+--- +1] S@+ Vi gh > 0. 

Dies bedeutet aber, daB alle zu p(z) primen Funktionen den Be- 
trag 1 haben. 

Fall 3: Fiir alle p(x) gilt |p(z)| > 1. Diese Bewertung von 22 (z) 
wollen wir mit oo bezeichnen. Da wir =| < 1 haben, laBt sich dieser 


Fall auf den zweiten zuriickfiihren, indem wir [=] statt Qj[z] be- 
trachten. 

Diese Bewertungen lassen sich auch bekanntlich alle tatsichlich 
realisieren. Es ist beachtlich, da8® fiir jede dieser Bewertungen die ver- 
schiarfte Regel 
(2) ja+6| < Max {a}, || 
gilt. 


7) E. Artin, Uber die Bewertungen algebraischer Zahlkérper. Crelles Journal 
167 (1932). 
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Nun kénnen wir den leichten SchluB von Artin’) anwenden, und 
erhalten: 

Satz 1: Die einzigen Bewertungen einer endlichen Erweiterung K 
iiber Q(z), bei der die Konstanten den Betrag 1 erhalten, sind die 
p-adischen und die unendlichen. Die p-adischen Bewertungen sind den 
Primidealen von K_ beziiglich {2[z] zugeordnet, die unendlichen Be- 


wertungen sind denjenigen Primidealen p.. von K_ beziiglich of+| zu- 
geordnet, die in < aufgehen. Dabei ist x ein passendes Element aus K. 


Lassen wir jetzt die Auszeichnung der Zahl z aus K fallen, so be- 
steht auch kein erkennbarer Unterschied mehr zwischen endlichen und 
unendlichen Bewertungen. Dies ist ein Hauptgrund fiir die Tatsache, 
daB8 die Zahlentheorie iiber Q(z) wesentlich einfacher wird als iiber dem 
Koérper der rationalen Zahlen. Dort fallen die unendlichen Bewertungen 
dadurch auf, daB sie nicht die Regel (2) befolgen. 

Wir haben hier eine naturgemiBe Einfiihrung der sogenannten Divi- 
soren in K gegeben. Die Primdivisoren p sind einfach durch die még- 
lichen Bewertungen von K gegeben. 


§ 2. 
Lokale Verhiltnisse. 


Zu einer Bewertung p von K sei K, der Grenzkérper. Die p-adischen 
Untersuchungen von Hasse*) lassen sich auch in unserem Fali durch- 
fiihren, da die Voraussetzungen im wesentlichen dieselben sind‘). Wir 
geben hier kurz die Resultate an. 

In K werden die Zahlen « mit |«| < 1 als ganze Groen bezeichnet. 
Durch |«| = 1 werden die Einheiten dargestellt; und der Bereich |«| << 1 
ist das einzige Primideal, es ist ein Hauptideal (2). Wir werden es auch 
mit p bezeichnen. Die Zahlen von 2 liegen in verschiedenen Restklassen 
mod p, wir kénnen daher vom Restklassengrad von p beziiglich 22 sprechen, 
und nennen ihn die in K gebildete Ordnung’) von p. 

<>» sei ein Schiefkérper vom Range m? iiber dem Zentrum K,. Auch 
2, enthalt nur ein einziges Primideal (/7), das wieder Hauptideal ist. 
p wird in 2, eine Potenz von (//), und die Bewertung von Ky, laBt sich 
in 2, eindeutig fortsetzen. 

Sp sei ein einfaches System iiber dem Zentrum Ky. S, ist bis auf 
Isomorphie ein r-reihiger Matrizenring iiber einem Schiefkérper 2. Alle 


8) Dagegen wird Satz 19 und dessen Folgerungen bei Hasse, Math. Annalen 
104, hier erst richtig, wenn 2 ein Galoisfeld ist. 

%) Die Ordnung von p ist eine Zahl und hat nichts mit den Ordnungen zu 
tun, die in Hasse, Math. Annalen 104, vorkommen. 
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ganzzahligen Matrizen bilden in S, eine Maximalordnung J), jede andere 
Maximalordnung /, ist zu dieser konjugiert: J, = oJ],o~'. Jedes Ideal 
ist Linksideal fiir ein J, und Rechtsideal fiir ein Jj. Die Ideale U, 
bilden die Bestandteile eines Gruppoides Gp. 

In der Maximalordnung 7, von vorhin bilden die Matrizen mit 
Koeffizienten aus (/7) ein zweiseitiges Primideal $. Jedes andere zwei- 
seitige Ideal von J, ist eine Potenz von $. 

Die Norm N, (Up) eines Rechtsideales U, von J, ist ein Ideal des 
betreffenden Grundkérpers, das erzeugt wird durch die Determinante 
beim Ubergang von einer Basis fiir 7, zu einer fiir M. Bei Produkt- 
bildung im Gruppoid gilt die Regel N, (UM) By) = Ny (YAp)-Np(By). In 
Ubereinstimmung mit dem im Zentrum gebildeten Begriff der Ordnung 
definieren wir die in S, gebildete Ordnung von M, durch die im Grund- 
kérper berechnete Ordnung von N, (%,). 

Die Differente D, von J, ist ein zweiseitiges Ideal in 7, und wird 
mit Hilfe der Spur einer absolut irreduziblen Darstellung von S, be- 
rechnet. Die Differente von o],0~' lautet daher oD,o~'. Die Norm 
der Differente heiBt Diskriminante. 

Fiir spater brauchen wir den 

Satz 2: Jedes ganze Rechtsideal UM, von J, ist ein Hauptideal A J), 
und A laBt sich eindeutig normieren"®). 

Beweis. Wir betrachten die Spalten, aus denen sich die Matrizen 
aus YW, zusammensetzen, als Modul beziiglich der ganzen GréBen von J). 
Weil 2S, ein Hauptidealring ist, kénnen wir diejenigen Spalten, die oben 
r—1 Nullen haben, durch eine einzige Spalte x, erzeugt denken. Die- 
jenigen Spalten, die oben r — 2 Nullen haben, haben eine Basis z,, x,_,. 
So fortfahrend, erhalten wir fiir alle Spalten von YU, ein. Basis x,, ..., 2,. 
Fiigen wir x,,..., 2, zu einer Matrix A zusammen, so ‘st WU, = Al,. 
Oberhalb der Diagonale stehen in A lauter Nullen, die Diagonalglieder 
mégen /7"!,...,/7'* lauten. Die Zahlen »,, ..., », hangen natiirlich nur 
von &, ab. Die anderen Koeffizienten A;, kénnen wir auf ein festes 
Restklassensystem mod //'‘ reduziert denken. Wir behaupten, daB diese 
Auszeichnung einer Matrix A von Y, eindeutig ist. 

Ist A’ nimlich eine ebensolche Matrix, so enthalt A — A’ nur Ele- 
mente unterhalb der Diagonale, da auch A’ die Diagonalelemente 
IT", ..., 11" hat. In A — A’ mége zuerst in der i-ten Zeile ein Koeffi- 
zient A,, — Aj, + 0 stehen. Die k-te Spalte von A — A’ laBt sich linear 
aus x,,..., x; kombinieren. Folglich ist A,;, — Aj, = 0 mod //" und 
wegen der Beschriinkung auf ein festes Restklassensystem ist A;, = Aj,, 
gegen die Annahme. 


10) Vgl. Hey, S. 7. 
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§ 3. 
Das Gruppoid © der Divisoren. 


S sei ein einfaches System vom Range n’ iiber dem Zentrum K. 
S ist bis auf Isomorphie ein Matrizenring iiber einem Schiefkérper. Um 
die Eigenschaften von S = KI’, + ... + KI, festzustellen, betten wir S 
in das einfache System S, = K, J’, +... + K,J°,2 ein. Aus der Struktur 
aller p-adischen Erweiterungssysteme S, ziehen wir dann Riickschliisse 
auf das Ausgangssystem S; wir befolgen damit ein Prinzip, das die ganze 
Zahlentheorie sehr vereinfacht hat. 

Wir fiihren nach Hasse*) das Brandtsche"') Gruppoid g der Ideale 
beziiglich Q{z] ein. Gehen wir von jedem Ideal U zur p-adischen Grenz- 
menge YW, iiber, so entsteht das Gruppoid ©). Das Gruppoid g hat 
folgende Eigenschaften: 

Jedes Ideal M ist Durchschnitt seiner Komponenten W,. Zwei Ideale 
unterscheiden sich nur in endlich vielen Komponenten. Wenn in einem 
Ideal endlich viele Komponenten abgeiindert werden, so entsteht wieder 
ein Ideal. Ist J eine Maxuaalordnung, so ist der Durchschnitt aller 
Differenten Dy, von J, ein zweis-itiges Ideal in J, die Differente D von /. 

Zu beachten ist, daB die Ideale aus g keine Komponenten haben, 
die den unendlichen Bewertungen p,;, ..., p, entsprechen. Jedem Ideal 
aus g fiigen wir formal auf alle ‘méglichen Weisen Komponenten hinzu, 
die p;,..., Py entsprechen. Diese neuen Bildungen nennen wir Divi- 
soren, sie sind die Bestandteile cines neuen Gruppoides © von Divisoren 
mit folgenden Eigenschaften: 

Jeder Divisor M ist durch seine Komponenten Y, definiert. Zwei 
Divisoren unterscheiden sich nur in endlich vielen Komponenten. Wenn 
in einem Divisor endlich viele Komponenten abgeiindert werden, so ent- 
steht wieder ein Divisor. Ist 7 ein Einsdivisor (d. h. sind seine Kompo- 
nenten Maximalordnungen), so sind alle Differenten D, von J, die Kom- 
ponenten eines zweiseitigen Divisors in J, dem wir den Namen Differente D 
von J beilegen. 

D ist natiirlich von « abhingig. Dagegen gilt 

Satz 3: Das Gruppoid © héngt nicht von x ab. 

Beweis. Ist G’ das Gruppoid beziiglich Q{[z’], so muB gezeigt 
werden, da ein Divisor M aus G sich nur in endlich vielen Komponenten 
von einem Divisor UW’ aus 6’ unterscheidet. 


11) H. Brandt, Idealtheorie in einer Dedekindschen Algebra, Jahresber. D. Math. 
Ver. 37 (1928). — E. Artin, Zur Arithmetik hyperkomplexer Zahlen. Abh. Math. 
Sem. Hamburg 5 (1927). 
Mathematische Annalen. 110. 


to 
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Die Basis I',, ..., [,2 von S/K mége in der Maximalordnung J be- 
ziiglich 2[x] liegen, ebenso I, ..., [2 in der Maximalordnung I’ beziig- 
lich Q[z’]. Es sei Tj = Lay, und [, = Lf,,I;. Bei jedem p, das 
nicht in den folgenden Zahldivisoren, 

a, 2, |SpUily)|, |SpUilTy|, ax Bir 
vorkommt, ist J’,,..., [2 eine Basis fiir Z7,, und J; gehért zu I,. Da 
Ty, ..., I'j2 eime Basis fir J, bildet, ist J, © I,; ebenso gilt I, © J). 
Erginzen wir die Ideale J, J’ zu Divisoren, so sind nur fiir endlich viele p 
die Komponenten verschieden. 

Die nach Q(x) gebildete Norm NY wird durch die Komponenten 
N,(U,) definiert. wobei N, nach der p-adischen Erweiterung von Q(z) 
zu nehmen ist. Die in S gebildete Ordnung des Divisors & mége sich 
additiv zusammensetzen aus den Ordnungen der Komponenten Y,. Sie 
stimmt iiberein mit der in Q(z) gebildeten Ordnung von N(U). Ist A 
ein regulires Element aus dem einfachen System S, so stellt sich die 
Norm N (A 1) des Rechtsdivisors AJ von J als Divisor einer Determinante 
aus Q(z) dar. In Q(z) hat aber jeder Zahldivisor die Ordnung 0, dem- 
nach ist ein Hauptdivisor AJ auch von 0-ter Ordnung. AY hat dieselbe 
Ordnung wie Y. 


§4. 
Der Riemann-Rochsche Satz. 


Wir wollen nun damit anfangen, den Mengendurchschnitt von S mit 
den Komponenten Y?, eines Divisors U,, zu untersuchen. Diesen Mengen- 
durchschnitt werden wir ebenfalls mit U,, bezeichnen. Der Riemann- 
Rochsche Satz wird sich als ein Vergleich zwischen verschiedenen Mengen- 
durchschnitten darstellen. Y,, sei Linksdivisor fir 7, und Rechtsdivisor 
fiir J,. Mit W,, bezeichnen wir’) den inversen Divisor. Wie bei 
F. K. Schmidt*) wahlen wir im Zentrum K ein Element z, so daB K 
iiber Q(z) separabel ist, und da$ der Divisor (z) prim ist zu Y,,, zur 
Differente B von J,/K und zur Differente D von K/Q(z). Prim sein 
bedeutet hier: keine gemeinsamen Komponenten haben. 

Durch die Wahl von z haben wir wieder die unendlichen Bewertungen 
ausgezeichnet. Lassen wir alle unendlichen Komponenten der Divisoren U 
des Gruppoides © fort, so erhalten wir wieder das gewéhnliche Brandtsche 
Gruppoid g, das aus den Jdealen U in S beziiglich der ganzen GréBen 
von 2Q[2z] besteht. 

Da der Nenner o vom Divisor (x) prim zum Divisor U,, gewahlt 
wurde, unterscheidet sich der Divisor U,, nicht wesentlich vom Jdeal XY, ,, 
Entsprechendes gilt fiir die Differente. 


2) Diese Bezeichnung stammt aus einer Vorlesung von E. Noether. 


a — a re _—_— 


al 
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Zur weiteren Rechnung ist es vorteilhaft, eine Art Bewertung der 
Zablen A des Systems S einzufiihren. Ist e der héchste Exponent, fiir 
den z* A noch im Mengendurchschnitt J7 I? liegt, wobei 7? die unend- 


Piz 
lichen Komponenten unseres Einsdivisors J, seien, so soll A den Betrag 


|A| = @° erhalten (0 < » <1). Diese diskrete Bewertung geniigt 
folgenden Regeln **): 
| 0| =0, sonst |A| > 0, 
|AB| S|A|-|BI, 
|A+B| < Max|A|, |B}, 
|SpA| S|A|, 
|fB = |f|-|B|, wenn f in Q(z) liegt, 
ja+e,a-!+...+2e| = o-' (e, sind Konstanten aus Q). 
Aus der dritten Regel folgt noch 
(4) |A+B|=|B|, wenn |A| < |B); 
denn |A+B|<|B| ergibe |(A+B)—A| < |B}. 
Satz 4: Die Betrige der Zahlen A aus dem Ideal &,, sind (mit 
Ausnahme von 0) nach unten beschrinkt. 


Beweis. Der Mengendurchschnitt J7 1? ist mit dem Bereich 
P/oo 
|S| <= 1 identisch. Er mége die Basis B,, ..., B, beziiglich des Ringes 
| 2(x)| <1 haben. e sei der héchste Exponent, fiir den 2*A = J» r*a, B, 
noch im Mengendurchschnitt J7 I? liegt. Dann ist | z*a;| < 1, d.h. es 
Pj 


ist |A| > |a,|. Andererseits sind fiir alle Zahlen A = 3a; B,; aus dem 
Ideal &,, die Nenner der Koeffizienten a, beschranikt. 

Nun sind wir in der Lage, in der iiblichen Form eine Normalbasis 
des Ideals U,, beziiglich Q[2] zu konstruieren: N, sei eine Zahl aus dem 
Ideal U,, mit méglichst niedrigem positivem Betrage. N, sei eine weitere, 
von N, linear unabhingige Zahl aus dem Ideale U,,, und zwar wieder 
von méglichst niedrigem Betrage. So fortfahrend, erhalten wir Zahlen 
N,, ---» N;, fiir sie gilt 


IN} SIN,| S--- SIN). 
Satz 5: Die eben konstruierten Zahlen N,, ..., N, bilden eine Basis 
fiir das Ideal U,, beziiglich Q{[z). 


(3) 





18) Die vierte Regel z. B. ist so einzusehen: liegt z° A im besagten Mengen- 
durchschnitt, so auch Sp(z°A) = 2°SpA. Denn nach §2 besteht der Mengen- 
durchschnitt aus den fiir die Bewertung oo ganzen GréBen aus S, alle Koeffizienten 
in der Hauptgleichung, darunter auch die Spur, sind in diesem Sinne ganze GréBer. 


Q* 
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Beweis. Angenommen, es lige a~'(a,N,,+...+a,N,) in %,, 
wobei wir annehmen, da die Polynome a, mod a reduziert seien. Wir 
hitten dann 

\a (a, Ny, +... a,N,.)| < |N,.|, 
entgegen der Wahl von N, . 

Satz 6: Ist |A,| <=... <|A,| eine gewéhnliche Basis des Ideals Y,,, 
so ist |N,| <= |A,|. 

Denn (N,, ..., Ni—1) enthalt nicht zugleich A,, .... A,, also etwa 
nicht A;. Dann ist nach Konstruktion von N, 


IN,| S |A;| S Aj. 
Satz 7: |a,N, +... + ,N,| = Max |a;,N,|. 
i 
Beweis. a; ist ein Polynom J’«,;2/ mit Koeffizienten ¢,, aus Q. 


e, oN...) &2*N, seien die Glieder mit dem héchsten Betrage 
J] = Max|a,N,|. Hier ist also j, >), >... >j,. Wire 


|e, vN, os ome + e,2'*N, | <= M, 
so folgte 
le, ot~4N, + ... + & N, | <= IN, |, 
entgegen der Wahl von N,. Also ist | ¢, 2”! Ni +...+ e,x*N, | = M, 


und bei der Abschitzung von a,N,+ ... + a@,N, haben nach Regel (4) 
die Glieder vom geringeren Betrage keinen Einflu8. 

Eine leichte Folgerung ist der 

Satz 8: Sind unter den Exponenten e; von |N,;| = o% genau 
€,, --+» & positiv, so gibt es eine Q-Basis vom Range (1-+-e,) +... +(1+e,) 
fiir diejenigen Zeklen A aus dem Z/deale U,,, die der Bedingung |A| < 1 
geniigen. 

Bemerkung. Diese Zahlen A sind gerade diejenigen, die im Mengen- 
durchschnitt des Divisors U,, liegen. Sind unter ihnen A* die reguliren 
Elemente, so sind gerade die Divisoren A* U,, die ganzen Divisoren von 
der Form AW,,. (1+e¢)+ ...+(1+e,) = {M,,} wird die Dimension 
von Y,, genannt. 

Die Zahlen aus Q(z) vom Betrage < 1 bilden einen Ring |Q(z)| <1, 
iiber welchem der Ring |S| < 1 die Basis 


¢ € 
tN,,..., 2° N, 


besitzt. Dies ist sofort aus Satz 7 ersichtlich. Da oo nicht in der 
Differente D aufging, ist der Betrag der Diskriminante 


[D(x N,, ..., 2*N)] =1. 
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Indem wir hier die z-Potenzen ausklammern und zu einer 2[z]- Basis 
fiir S iibergehen, erhalten wir 
(5) | D(Q,, ..-, 2) N Uj, | = ot" +--- +0, 


NU,, ist als Norm des Ideals U,, gedacht. Weil aber cc prim zum 
Divisor U,, war, so ist die Norm des Divisors dasselbe. Entsprechend 
ist D(Q,, ..., Q,) die Norm der Differente D. Bezeichnen wir mit a,, 
und d die Ordnungen der Divisoren U,, und D, so geht (5) tiber in den 

Satz 9: d+ 2(a,,+¢+... +4) = 0. 

Aus dem Satze 6 in Verbindung mit (5) folgt noch: 

Satz 10: Ist A,, ..., A, eine Basis fiir das Ideal Y,,, so ist 


|D(A,, «--+ Ad| S ITA; ?, 


und das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn A,, ..., A, eine Normal- 
basis fiir das Ideal Y,, ist. 

Mit €,, wollen wir das (beziiglich 7,) zum Ideal 8,, komplementire 
Ideal bezeichnen. Bedeutet Sp die Spur einer absolut irreduziblen Dar- 
stellung von S, so ist durch B; = Y Sp(B,B,) J, die komplementire 
Basis I, ..., 7, gegeben. 8,,€,, ist das zur Differente D reziproke 
Ideal. 


Satz 1l. Ist B,, ..., B, eine Normalbasis fiir das Ideal %,,, so ist ° 


die Komplementirbasis I’,, ..., /, eine Normalbasis fiir das komplemen- 
tire Ideal €,,, und zwar ist |J°,| = | By |~'. 
° ° co Aix B; . + . 
' : = at dd r 
Beweis. Es sei J’, > DiB,, ... By ie Umkehrung des vorigen 


Gleichungssystems. Wir werden die bekannte Beziehung 
D>} (B,, see B,) = D(I,, sees r,) 
ausniitzen. Zuniichst gibt Satz 10 zweimal angewandt: 


77|\8,\-* = | D(B,, .... B) [= |D,...is IT\ Tx. 


Schitzen wir I’, ab, indem wir jedes einzelne Glied der Unterdeter- 
minante A,, nach den Regeln (3) abschitzen, so erhalten wir leicht 
Te] S| Be’. 

Dies wird nur méglich, wenn beidemal Gleichheit besteht; nach 
Satz 10 ist mithin J’,, ..., J’; eine Normalbasis von €,,. 

Da die Zerlegung des beziiglich 7, zweiseitigen Divisors 


Dd 
(6) F=8-3 
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gilt, wo B die Differente von 7,/K und oa ein Differentialdivisor des 


Zentrums ist, so folgt, daB = bis auf einen Zahldivisor («) des Zen- 
trums K nur von J, abhiingt, dagegen nicht von der besonderen Wahl 
von z. Die Ordnung d — 2/ von or ist also eine Invariante des ein- 
fachen Systems S, wir bezeichnen sie mit 2G— 2. G@ ist nach Satz 9 
eine ganze Zahl, die wir das Geschlecht des einfachen Systems S nennen. 

An einem Beispiel wollen wir zeigen, daS das Geschlecht auch 
negativ sein kann. Q sei ein einfaches System vom Range n’ iiber dem 
Zentrum 2. Setzen wir K = Q(z) und S = Q(z), so ist D=1, und 
wir finden“) G = 1 — n’. 

Doch nun zuriick zu unseren Untersuchungen: 

Zwei Divisoren &'* und &,, heiben Erginzungsdivisoren, wenn 
Td, = 5. ist; der eine Divisor ist bis auf einen Zahldivisor («) des 
Zentrums K eindeutig durch den anderen bestimmt. 

Das Analogon des Riemann-Rochschen Satzes ist der 

Satz 12: (M,,) = (W*} + a,,-—G+1. 

Er gibt eine Relation an zwischen den Dimensionen von U,, und A”, 


der Ordnung a,, von Y,, und dem Geschlecht G des einfachen Systems S. 
Um den Beweis™) durchzufiihren, sei U,, unter den Divisoren von 


der Form AXY,, so gewahit**), daB der Divisor 8,, = yp prim wird 
zum Divisor oJ,. Das zum Ideal $,, komplementare Jdeal lautet hier 


¢,,= = . Da nun die Voraussetzungen erfiillt sind, daB die Divisoren 
%,, und D keine unendlichen Komponenten haben, kénnen wir unsere 
Siaitze anwenden. Die Zahlen 

x, B, (0 <= 4 < e,) bilden eine 2- Basis fiir den Mengendurchschnitt 
des Divisors o $,, = U,, in S; ebenso bilden die Zahlen 

“I,(0 <= 4< —e,) eine Q-Basis fiir den Divisor €,, o = WM’, 
daher ist 

{M,,} 5 {w'?} “ 2s — 2(-— e,) = e+... +65 


—e,>0 


14) Eine Basis aus Konstanten ist eine Basis fiir jedes J,, denn die Dis- 
kriminante der Basis ist konstant, also ist D — 1. Aus der Vorschrift iiber die 
Normbildung nach Q(z) folgt Nz = 2”, daraus Noo =o”. oo hat aber in 
Q(z) die Ordnung 1, also in S die Ordnung n*» Die Ordnung —2n? von —_ 
wurde mit 2G — 2 bezeichnet = 

15) K. Hensel und G. Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer 
Variablen. Leipzig 1902. 8S. 301—-304. 

16) DaB dies wirklich méglich ist, sei aus der Arbeit von H. Nehrkorn, Abb. 
Math. Sem. Hamburg 9 (1933), S. 323, entnommen. 
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wird noch Satz 9 und die Festsetzung d— 2/1 = 2G — 2 verwandt, so 
ist weiterhin 

é+...+e= —b,-F= a,,+1—$=a,,—-@+41, 
q. e. d. 

Um die Méglichkeit auszuschlieBen, daB der Mengendurchschnitt 
von Y,, aus lauter Nullteilern besteht, wollen wir von jetzt ab annehmen, 
daB8 S ein Schiefkérper ist. Fiir diesen Fall ziehen wir noch fiir spiter 
eine Folgerung aus dem Riemann-Rochschen Satz. 

Satz 13. Hat U,, eime Ordnung a,, > |2G|, so gibt es einen ganzen 
Divisor von der Form A 4%, ,. 

Beweis: Weil dann %* negative Ordnung hat, ist {M'*} = 0, aiso 
ist nach dem Riemann-Rochschen Satz {U,,} = a,, —-G+1> 0. 


§ 5. 
Die Fanktion Z (s) eines Schiefkérpers S. 

Wir denken uns von jetzt ab den Konstantenkérper als Galoisfeld 
von g Elementen. Damit erreichen wir folgendes: 

Jedes ganze Ideal UM, hat nur endlich viele Restklassen, deren 
Anzahl bezeichnen wir fortan mit MW,. Alle Restklassenkérper sind 
kommutativ, es gelten daher auch alle spezielleren Resultate von Hasse’). 
Zu beachten ist, daB NA = g* gilt, wo a die Ordnung von U bedeutet. 

Bei der Einfiihrung der Zeta-Funktionen halten wir uns an die 
Arbeiten von Hey’) und F. K. Schmidt’). 

Fiir eine Maximalordnung /7, fiihren wir einstweilen vollstandig formal 
er : 1 
die Dirichletreihe Z,(s) = po Ra 
ideale 4%, von Z, summiert wird. Auf Grund von Satz 2 und dessen Be- 
weis kénnen wir die Ideale zusammenfassen, die zu denselben Zahlen 

Viy «++) Mp gehdren: 





ein, in der iiber alle ganzen Rechts- 


oo RIT?" + 2+ ---+O—-Vy r 


(7) Z(s)= S 


¥, 1 Mp =O 


1 
RIT tat tre = 1— RJ-ee—-t+y* 
i=1 








Z, (s) ist demnach im Gruppoid 6, von J, unabhingig und kénnte 
auch durch Linksideale definiert werden. 

Entsprechend fiihren wir fiir die ganzen Rechtsdivisoren eines Eins- 
divisors J die Z-Funktion des Schiefkérpers S 


(8) z(s) = JJ 218) = 
Il , RU 
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ein. Stellen wir zum Vergleich die ¢-Funktion des Zentrums K auf: 


1 1 
9 = —_—_—_—_ = y’ 
©) 6) Il 1-Rp Sm Ra! 
(Na ist im Zentrum zu bilden). 
Beachten wir R/J = Np™, wo m der Grad des Schiefkérpers Z, iiber 
dem Zentrum Ky, ist, und die Beziehung rm = n, so folgt formal aus 
(7), (8), (9) diese Relation: 





“ Wi [1—Np— rf +9] 
(10) Z(s)= [J ¢ms—i+1)- [J ; 


i=1 p 7 [1—Np—Mrr—#+ 9] 


i=1 





Das Produkt J] ist hier ein endliches, da genau fiir die V ver- 


) 
schiedenen Teiler p der Differente B von J/K die Zahl m > 1 wird. 

In Q(z) gibt es zu gegebener Ordnung nur endlich viele Divisoren. 
Da jeder Divisor nur endlich viele Teiler in K besitzt, gibt es auch in 
K zu gegebener Ordnung nur endlich viele Divisoren, die ¢-Funktion von 
K kann also formal wirklich gebildet werden. Aus (10) folgt, da8 dann 
auch die Z-Funktion von S formal gebildet werden kann, d. h. auch dort 
gibt es zu gegebener Ordnung nur endlich viele Divisoren. Diese Er- 
kenntnis wollen wir gleich verwerten. 

Wir wahlen zu J einen zweiseitigen Divisor 3 aus, der die méglichst 
kleine positive Ordnung d hat. d hangt natiirlich nur von S ab. 

Satz 14: Es gibt nur endlich viele Nebengruppen A % nach der 
Gruppe der Zabldivisoren (A), so daB fiir die Ordnungen 0 < b < d gilt. 

Beweis. Wir wihlen einen festen zu J] zweiseitigen ganzen 
Divisor € mit der Ordnung c > |2G|. Da dann SC die Ordnung b + ¢ > |2G| 
hat, gibt es nach Satz 13 einen ganzen Divisor & von der Form A SC. 
Also hat 8 die Form A~'&C-*. W kann darin nur endlich viele 
Divisoren durchlaufen, da seine Ordnung unterhalb c-+d liegt. Damit 
ist der Satz bewiesen. 

Wir fassen jetzt mit & alle Divisoren der Form AW 3* in eine 
Rechtsklasse R zusammen. 

In der Klasse  wahlen wir einen Divisor 8, so daB 0 <b < d gilt. 
Jetzt laBt sich jeder Divisor M aus K auf c¢ verschiedene Weisen in die 
Form 
(11) A=AS 3 
bringen. Die endliche Zahl c + 1 gibt an, wieviel Zahlen aus dem Schief- 
kérper S in I’ liegen, wenn % Linksdivisor fiir I’ ist. 4 hangt nur von 


der Klasse 8 ab und spielt die Rolle der Klassendichte'). Zu einem 
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Divisor UM aus KR gibt es . (q*®) — 1) Divisoren aus R mit derselben 
Ordnung. Die Ordnungen, die in K auftreten, durchlaufen eine arith- 
metische Progression a = dx+b. Dies ist aus (11) ersichtlich. 


Da8B es nur endlich viele Rechtsklassen & gibt, folgt aus Satz 14. 
Fiihren wir die Reihe ein 


(12) Z(s,8) = = Pe 9 





Nach dem Riemann-Rochschen Satze ist darin bis auf endlich viele 
Glieder {MU} = a—G+1, Z(s, RK) besteht also im wesentlichen aus zwei 
geometrischen Reihen. Z(s, R) konvergiert absolut fiir s > 1, und damit 
auch 





(13) Z(s) = ~ Z(s, R). 
Z(s, R) hat auf der reellen Achse nur einfache Pole bei 1 und 0. 
Bei 1 ist das Residuum positiv, bei 0 lautet es — +. Das Ent- 
oq ¢ 
sprechende gilt fiir Z(s), das Residuum bei 0 lautet hier 5 = ieee 4. 


Da Z(s) periodisch ist, sind noch Pole im Komplexen vorhanden, doch 
bendtigen wir diese Tatsache nicht. 


Fiir den Fall n > 1 wollen wir drei Teilresultate herausgreifen. 
1. Z(s) ist bei So regular, 


2. €(s) hat bei 1 und 0 je einen Pol erster Ordnung, 
3. ¢(s) ist fiir s > 1 positiv. 
Nun kénnen wir ohne weiteres aus der Formel (10) ablesen, daB 


Z(s) bei ~— cine V—2-fache Wurzel hat, und daraus V > 2 schlieBen. 


Damit haben wir den folgenden fiir spiter wichtigen 

Satz 15: Ist S ein echter Schiefkérper tiber dem Zentrum K, so gibt 
es in K mindestens zwei Bewertungen p und q, so daB Sy und S, kein 
vollstiindiges Matrizensystem tiber K, bzw. K, bilden. (Abgeschwicht: ,,Eine 
tiberall zerfallende Algebra zerfillt schlechthin‘.} 

Zum Schlu8 wollen wir noch die Funktionalgleichung fiir die 
Z-Funktionen herleiten. 

Satz 16: @(s) = g@-*Z(s) geniigt der Funktionalgleichung 
@(s) = O(1 — 8). 

Wir werden nimlich ®(s, R) = ®(1 — s, KR’) beweisen, wo RK’ die 
Ergiinzungsklasse im Sinne des Riemann-Rochschen Satzes ist. Durch- 
lauft & alle Rechtsklassen von J, so durchliuft &’ alle Linksklassen von /, 
die Summation (13) liefert dann den Satz. 
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Es ist hier von Vorteil, eine Reihe als analytische Funktion an- 
zusehen, und sie auch auBerhalb des Konvergenzbereiches zu betrachten. 


1 


So bezeichnen wir die Summe der analytischen Funktionen = 


a<o 


und 2 as kurz mit ae a. Diese Funktion verschwindet identisch, 
a 0 qg a q¢* 


wenn a eine arithmetische Progression durchliuft. In diesem Sinne 
haben wir 

{&) {%) (} 

ia qevem § q 
(14) ¢P(s,R) = 2. f-am = D fo etDe So ETt 

Wird hier auf jedes Glied der Riemann-Rochsche Satz {YU} = 

{M'} + (a@—G-+1) und die Relation (a —G+ 1) = — (a —G+1) an- 
gewandt, und beachtet, da8 mit a auch a’ eine arithmetische Progression 
durchlauft, so geht (14) direkt iiber in 


(a) 
(15) d) woes = OU — 4, ®), 
womit die Funktionalgleichung bewiesen ist. 
§ 6. 


Die Gruppe der Algebren A tiber dem Zentrum K. 

R. Brauer hat zuerst die Algebren A mit festem Zentrum K zu 
einer abelschen Gruppe zusammengefiigt. In ihr wird A ~ B gesetzt, 
wenn A und B Matrizenringe iiber isomorphen Schiefkérpern sind. A B ist 
das direkte Produkt der Algebren A und B. In der Gruppe markiert K 
das Einselement und A~* ist das zu A spiegelbildliche System. 

Der Ubergang von K zu K, liefert eine Gruppenabbildung, denn es 
ist (A B)p = A,B,. 

Ist.der Konstantenkérper 2 wieder ein Galoisfeld von q Elementen, 
so wird wie bei Hasse"’) die Gruppe der Algebren A, iiber Ky isomorph 
auf die additive Gruppe der rationalen Zahlen mod1 abgebildet, und 
zwar ist die Art der Zuordnung eindeutig beschrieben. Diese rationalen 
Zahlen heiBen die p-Invarianten von A. 

W,, sei der K6rper iiber K, der durch eine primitive Wurzel © der 
Gleichung x?" = z erzeugt wird. Durch die Relationen 

u@u-'=O0° und uwt=« 
wird ein einfaches System (a, W,, 0) erzeugt. o ist hier derjenige Auto- 
morphismus von W,, der @ in die q-te Potenz erhebt. 


17) H. Hasse, Die Struktur der R. Brauerschen Algebrenklassengruppe iber 
einen algebraischen Zahikérper. Math. Annalen 107 (1933). 
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Satz 17: Gilt in K die Dwwisorenzerlegung («) = p*p)... und ist 
v die Ordnung von p, 80 hat (a,W,,0)p die Invariante — . 


Zum Beweis rechnen wir mit den verschrinkten Produkten. Die 
Regeln dafiir sind z.B. bei Hasse’) angegeben. Beim Ubergang zur 


p-adischen Erweiterung reduziert sich der Grad n auf a Soll of 
einen Automorphismus von W2/K, darstellen, so mu8 j ein Vielfaches 


WwW 
von (nm, vy) sein. Der Automorphismus o’ wird auch mit (=) bezeichnet. 


Unter diesen Umstanden finden wir 


(2, Was oly ~ (ay W2, 0%) (a, WE, (=), 
und diese Algebra hat nach Definition die Invariante —. 
Satz 18: Endlich vielen Divisoren p, seien die Briiche zugeordnet. 
Gilt zwischen ihnen die Beziehuny ya i = 0, so gibt es eine Algebra 
(a, W,, 0), die an den Stellen p, die Invarianten 5! hat, und deren iibrige 


Invarianten verschwinden. 
Beweis. h sei die Anzahi der Divisorenklassen im Zentrum K. 


Hat p, die Ordnung »,, so setzen wir n = A-J]b,», und & = pas 

i" 
pit pg? ... ist dann die h-te Potenz eines Divisors der Ordnung Null, wir 
kénnen also pi py... = (a) setzen. Die Algebra (a, W,,0) hat nach 


Satz 17 die verlangten Eigenschaften. 
Satz 19: Auer den eben konstruierten Algebren (x, W,, 0) gibt es 
keine weiteren mit dem Zentrum K. 


a. 
Beweis. Nichtverschwindende Invarianten ;* treten genau fiir die 
i 


Differententeiler auf, also gibt es nur endlich viele. Da nach Satz 15 
jede Algebra A auBer der Eins-Algebra K mindestens zwei nicht- 
verschwindende Invarianten besitzt, ist die Abbildung der Algebren A 


auf die Systeme der Invarianten 5! isomorph. Es bleibt uns daher nur 
‘ 


noch iibrig zu zeigen, daB die Beziehung Y” 5! = Omod1 von selbst 
i 
erfiillt ist. 
Angenommen, fiir die Algebra A sei yi + Omod1. Andern wir 


‘ 
den ersten Bruch so ab, daB die Summe = 0 wird, so kénnen wir 
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hierzu nach Satz 18 eine Algebra B konstruieren. A B-' hitte dann ent- 
gegen Satz 15 nur eine Invariante, die + 0 ist. 

Bemerkung. Wihrend die Sitze 17 und 18 rein algebraischer 
Natur sind, stiitzt sich Satz 19 wesentlich auf den mit transzendenten 
Hilfmitteln bewiesenen Satz 15. 

Mit der gewonnenen Ubersicht iiber alle méglichen Typen von 
Algebren, oder was dasselbe ist, iiber alle méglichen Schiefkérper end- 
lichen Ranges iiber dem festen Zentrum, das als algebraischer Funktionen- 
kérper mit einem Galoisfeld als Konstantenkérper vorausgesetzt var, 
wollen wir unsere Untersuchungen beenden. 


Zusatz bei der Korrektur (18. 2. 1934). 

Aus den drei Voraussetzungen 

1. Im Kleinen stimmen Index und Exponent iiberein, 

2. Eine iiberall zerfallende Algebra zerfallt schlechthin, 

3. Jede Algebra zerfallt fast iiberall, 
die z. B. in §6 oder bei algebraischen Zahlkérpern wirklich erfiillt sind, 
ergibt sich 

Satz 20. Im GroBen stimmen Index und Exponent iiberein. 

Beweis. Der Exponent » der Algebra A ist nach 2 das kleinste 
gemeinschaftliche Vielfache aller Exponenten m, von Ay,. Nach 1 hat 
A,, einen separablen Zerfallungskérper Z; vom Grade n,. Z; mége durch 
eine Wurzel des normierten Primpolynoms f(t) erzeugt werden. Nach 
Hensel verliert /,(¢) diese Eigenschaft nicht, wenn die Koeffizienten im 
p,-adischen Sinne ein wenig abgeindert werden. Durch kleine Abinde- 
rungen von /,(t) bilden wir uns n/n; verschiedene Polynome, ihr Produkt 
sei F,(t) =  4+-a,,—-' +...+ a;,. Eine geringe Abinderung von F,(t) 
entspricht einer geringen Abianderung der einzelnen Faktoren (da eine 
gewisse Funktionaldeterminante nicht verschwindet). Nun bestimmen wir 
solche Zahlen a, aus dem Zentrum K, so da® fiir die (wegen 3 nur 
endlich vielen) Ausnahmebewertungen p, die Ungleichungen |a,;, — «|; < € 
erfiillt sind, dabei sei ¢ so klein, daB die Ersetzung von F;(t) durch 
F(t) = ™+a,-'+...+ 4, nichts ausmacht. © sei eine Wurzel von 
F(t). Da die Grenzkérper von K(@) mit den Kérpern Z, isomorph sind, 
zerfallt Ax,» iiberall, infolge 2 zerfallt also Ax », schlechthin. Somit 
besitzt die Algebra A den Zerfillungskérper K (9), und K(@) kann nur 
den Grad n haben. 


Géttingen, im September 1933. 


(Eingegangen am 19. 9. 1933). 
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Zur Theorie der Funktionen mehrerer komplexer 
Veriinderlichen. 
Bemerkung tiber die Levische Randbedingung. 
Von 


P. Thullen in Rom. 





1, Eine der wichtigsten und zugleich wohl die bekannteste der un- 
gelésten Fragen der Funktionentheorie im Raume der Verinderlichen w, z 
(w = u-+iv, z=a2-+7y) ist das zuerst von Blumenthal') untersuchte 
und spiiter von Behnke*) wieder aufgegriffene Levische Randproblem: [st 
die zweimal stetig differentiierbare H yperfliiche S: m (u, v, x, y) = 0 nowwendig 
im GroBen natiirliche Grenze einer reguliren Funktion von der Seite p <0, 
falls iiberall auf S der Levische Differentialausdruck*®) L(qg)>0? Ins- 
besondere: Jst ein Bereich B:q (u,v, 2, y) <0 mit einfach zusammen- 
hiingendem Rande gy = 0 stets ein Regularitdtsbereich, wenn in jedem Rand- 
punkte L(y) >0? 

Nach den bekannten Siitzen von E. E. Levi ist auf einer zweimal 
stetig differentiierbaren Hyperfliche |: p (u,v, 2, y) = 0, die natiirliche 
Grenze einer reguliiren Funktion von der Seite gm < 0 ist, notwendig iiberall 
L(gv) > 0; umgekehrt ist diese Bedingung im Kleinen sicher auch hin- 
reichend, wenn man nur L(q) > 0 auf ganz = voraussetzt; d.h. in diesem 
Falle gibt es zu jedem Punkte Q auf S eine Umgebung U (Q), so dab 
der in U(Q) liegende Teil von S natiirliche Grenze einer reguliiren Funktion 
von der Seite g < 0 ist. 

Nur in zwei Einzelfillen — niimlich dann, wenn S einen Kreiskérper*) °) 
oder einen Hartogsschen Kérper’) berandet — gliickte bisher der Beweis, 
daB diese ,,Levische Bedingung* auch im Grofen hinreichend ist. 

Bei der groBen Tragweite einerseits und der Schwierigkeit andererseits 
einer Lésung des Levischen Problems ist es nicht unwichtig zu wissen, 
daB man dieses auf einfachem Wege iiber den Begriff der Regularitits- 


1) Vgl. Blumenthal, Weber-Festschr. 1912. 

2) Vgl. Behnke, Abh. math. Semin. Hamburg Univ. 4 (1926) und 5 (1927). 

8) Vgl. E. E. Levi, Ann. mat. pur. appl. 17 (1910) und IS (1911); Wirtinger, 
Math. Ann. 97 (1927); ferner Behnke-Thullen, Theorie der Funktionen mehrerer kom- 
plexer Veranderlichen, Berlin 1934 (Ergebn. Math. III,) Kap. II, § 3, IV, §3 (im 
folgenden zitiert als Behnke-Thullen, Bericht). 

*) Vgl. Behnke, Abh. math. Semin. Hamburg Univ. 5 (1927). 

®) Vgl. Behnke-Thullen, Bericht Kap. IV, § 3. 
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hiillen auf eine von Cousin gestellte Frage ganz anderer Art zuriick- 
fiihren kann. 

Hiermit werden zwei der wichtigsten Fragen aus der Funktionentheorie 
mehrerer Verinderlichen in einen engen Zusammenhang miteinander ge- 
bracht, durch den gerade die wahre Natur dieser beiden Fragen und damit 
auch die Schwierigkeit einer Lésung deutlicher wird. 

2. Erinnern wir uns zunichst an den bekannten Cousinschen Satz‘), 
die Verallgemeinerung des Weierstra8schen Produktsatzes: 

(A) Jedem Punkte P des endlichen Raumes (bzw. eines einfach- 
zusammenhingenden Zylinderbereiches 3) sei eine Umgebung U(P) und 
eine dort regulire Funktion fp so zugeordnet, da® stéts, falls Q einen 
beliebigen Punkt aus U(P), fg die Q zugeordnete Funktion bedeutet, die 
Funktionen fp und fg in Q dquivalent sind. Dann gibt es eine ganze 
(bzw. in 3 regulire) Funktion G, die in jedem Punkte P mit der zuge- 
hérigen Funktion /p aquivalent ist. 

Hierbei nennen wit zwei in einem Punkte Q regulére Funktionen f und g in 
Q dquivalent, falls der Quotient f/g in Q regulir und von Null verschieden ist. 
Satz (A) gilt fiir eine beliebige Anzahl komplexer Veranderlichen. 

Wir beweisen nun: 


Satz 1. Auf dem zweimal stetig differentiierbaren H yperflichenstiick 
S:p (u,v, x, y) = 0 sei tiberall L(y) > 0; zu S existiere ein Bereich B, 
auf den sich der Cousinsche Satz (A) iibertragen laBt und der zugleich S 
als ein Randstiick besitzt. Dann gibt es stets eine in B regulire Funktion 
f (w, z), die S als natiirliche Grenze besitzt. 

Beweis. Q, sei ein beliebiger Punkt auf S — wir diirfen ohne Ein- 
schrinkung annehmen, da Q, die Koordinaten 0,0 hat. Auf Grund der 
ersten Voraussetzung des Satzes 1 gibt es dann durch Q, eine analytische 
Flache (zweiten Grades) §,:g(w, z) = 0 und ‘dazu ein reelles, positives r,, 
so da& %, innerhalb der abgeschlossenen Hyperkugel &,:|w|* + |zS 7 
bis auf Q, ganz auBerhalb von 8 und GS verliuft*). Wegen der Stetig- 
keit von g = 0 und §, existiert zu einem beliebigen positiven r, < 1, 
ein komplexes ¢,, so daB die Flaiche §,:g(w,z)—«, = 0 innerhalb 
|\wl?+\|z?<r, Punkte mit $8 gemeinsam hat, andererseits aber 
|g(w,w)| > |e,| in jedem Punkte des Durchschnitts von $8 und 
r, <|wl+|z\ < 7. Wir wiklen ferner ein positives r,< 1,, so daB 
|g(w,z)|<|e,| in ganz |w?+ |zP<r,, dann zu +, ein komplexes 
&,(|e,| << |2,|), so daB g(w,z)—«, in mindestens einem Punkte des 
Durchschnitts von 8 und |w|*+|z|* <r, verschwindet, zugleich aber 


6) Vgl. Cousin, Acta math. 19 (1895); ferner Osgood, Lehrbuch der Funk- 
tionentheorie II, und Behnke-Thullen, Bericht Kap. V, § 4. 
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|g(w, z)| > |e,| in samtlichen Punkten des Durchychnitts von 8 und 
r, <|wl+\zP? S 7: und so fort. 

Auf diese Weise erhalten wir eine unendliche Folge reeller, positiver 
Zahlen 1,, 13, --+>Tm,---(%m+1 <Tm, lim rt, = 0) und eine unendliche 


Folge komplexer Zahlen ¢,, ¢,. ..., &m, --+ (|&m+1| < |&m|, lim e, = 0) mit 
m-> co 


den Eigenschaften: 1. g(w,z) — ¢,, verschwindet in mindestens einem in 
|w\*+|zP?<+r,, gelegenen Punkte aus 8. 2. Es ist g(w,z) + e, in 
|w |? + |z/*< 7,4, und in allen Punkten aus 8, fiir die 

Tm S|w P+ |zP S 1%. 

Ordnen wir nun einem in r,,4, < |w|*+|z|* <r» liegenden Punkte 
P aus $ die Funktion fp=g(w,z) — e,(m =1,2,...) und den in 
|w|? + |z|* =r, liegenden Punkten fp=1 zu, so geniigen diese fp nach 
geeigneter Wahl von Umgebungen U(P) der Vertriglichkeitsbedingung 
des Satzes (A). Nach unserer Annahme gibt es also eine in 8 regulire 
Funktion @,(w,z), die in jedem Punkte P aus 8 mit der zugehérigen 
Funktion /p aquivalent ist und damit auf allen Flichen §,,: 9 (w, z) = &m 
verschwindet, soweit diese innerhalb des Durchschnitts von 8 und &, 
verlaufen. Da die %, sich gegen Q, hiaufen, ist G,(w,z) notwendig 
in Q, wesentlich singular. 

Q, war ein beliebiger Punkt auf ©. Wir kénnen somit zu jedem 
Punkte Q auf S eine in 8 regulare, aber in Q singulire Funktion an- 
geben; das aber heifSt insbesondere, dab die Regularititshiille §(%) des 
Bereiches B GS als ein Randstiick besitzt’). Da §(®) ein Regularitits- 
bereich ist, folgt unmittelbar die Behauptung. 

Folgerung. Ein Bereich B mit zweimal stetig differentiierbarem Rande 
yp (u,v, 2, y) = 0 ist notwendig ein Regularitatsbereich, falls sich auf B der 
Cousinsche Satz (A) tibertragen lift und in jedem Randpunkt L(y) > 0. 

Satz 1 und seine Folgerung gelten auch dann noch, falls auf S L(y) >0 
und diejenigen Punkte, in denen L(g) verschwindet, auf S kein drei- 
dimensionales Stiick ausfiillen. 

3. Um uns von der Beschrinkung auf zwei Verinderliche und zugleich 
von der Voraussetzung der zweima] stetigen Differentiierbarkeit der gegebenen 
Hyperfliche zu befreien, ersetzen wir den Levischen Differentialausdruck 
durch den Begriff der ,,totalen Pseudokonvexitit“. Wir sagen: 

Das Hyperflichenstiick GS: (zx, ..., 2a, Ys--+> Yn) = 9 im Raume 
der Veranderlichen z,,2,,..., 2n(Zm = Im + % Ym) ist total pseudokonvex von 
der Seite p > 0, falls es zu jedem Punkte Q auf S eine Umgebung U (Q) 


7) Zur Theorie der Regularitatshillen vgl. Thullen, Math. Ann. 106 (1932) und 
Cartan-Thullen, ebenda. 
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gibt und dazu ein durch Q laufendes (2 — 2)-dimensionales analytisches 
Flachenstiick $y : gy (z,, 2», ---, Zn) = 0 (gq regular in U(Q)), das auBer Q 
in U(Q) nur Punkte von der Seite mg > 0 aufweist*). 

Fine Hyperfliche S:g = 0 des R, mit zweimal stetig differentiier- 
barem @ ist dann und nur dann total pseudokonvex von der Seite g > 0, 
falls iiberall auf S L(g) > 0°) (eine zweimal stetig differentiierbare Hyper- 
fliche des R,, dann und nur dann, falls in jedem Punkte auf S eine 
gewisse aus den ersten und zweiten Ableitungen von p gebildete Hermi- 
tesche Form mit einer Nebenbedingung positiv definit ist')). 

Beim Beweise von Satz 1 haben wir nur die Eigenschaft von ©, von 
der Seite g > 0 total pseudokonvex zu sein, benutzt. Wir kénnen Satz 1 
und seine Folgerung unmittelbar wie folgt verallgemeinern: 

Satz 2. Das Hyperflichenstiick S: p(zx,, ..., Zn: Yy» +++» Yn) =O set 
total pseudokonvexr von der Seite ~ > 0, im iibrigen mégen die Voraus- 
setzungen von Satz 1 gelien. Dann gibt es stets eine regulire Funktion 
f (2,2) «+ +s 2m), die S von der Seite mp < 0 als natiirliche Grenze hat. 

* Ferner: 

Lapt sich auf den Bereich B des R,, mit stetigem und iiberall (von 
aufen) total pseudokonverem Rande der Cousinsche Satz (A) tibertragen, so 
ist B notwendig ein Regularititsbereich. 

Auch Satz 2 und Folgerung gelten dann noch, falls S nicht in simt- 
lichen Punkten total pseudokonvex ist; doch diirfen die Ausnahmepunkte 
nirgends ein dreidimensionales Stiick ausfiillen. 


%) Vgl. Behnke-Thullen, Bericht Kap. II, § 3. 
*) Vgl. Krzoska, Dissertation Greifswald 1933. 


(Eingegangen am 13. 2. 1934.) 


Uber restringierte Limitierung von Doppelfolgen. 
Von 
Friedrich Lésch in Stuttgart. 


Die vorliegende Note beschiftigt sich mit Transformationen von 
Doppelfolgen, bei denen mit Hilfe zweier Schemata reeller oder komplexer 
Zahlen 


Ao boo 
419 4 by. 5, 
(A) . Ghia 
Aino a nmi Ainm Bing = Drum 
welche den Toeplitzschen Bedingungen 
(I) an, > 0, bn» > 0 fiir festes p und m + o, 
(II) Zz lenei <8, ZF |bn,|< A fer mw =O, 1,3, ..., 
p =v pe “0 
(IIT) ia eS Zz &o > 1 fiir m-- 
p= p= 
geniigen, einer Doppelfolge 
Su (", r= 0, l, 2, es mo 
eine neue Doppelfolge 
m n 
a = poy Ps Cm b,, Sus (m, n= Q, By 2, * in 


wane vent 
die ,,|A, B\-Transformation* von (s,,), zugeordnet wird. Die Klasse dieser 
Transformationen wird im folgenden kurz die Klasse der ,,7-Trans- 
formationen™ genannt. 
Besteht fiir die {A, B}-Transformation (S,,,,) einer Doppelfolge (s, ,) 
die Limesrelation 
lim S,..,=S, 

m,n—> x 
so soll die Doppelfolge (s,,) ,,{A, B}-limitierbar“ zum Wert S und S der 
»{A, B}-Limes* von (s,,), in Zeichen 

\A, B}-lim s,, =S 


heiBen. aids 

Die Eigenschaften dieser T-Transformationen sind in Analogie zu den 
Eigenschaften der J-Transformationen einfacher Folgen leicht zu ent- 
wickeln, so lange man nach dem Vorgang von Bromwich und Hardy 


Mathematische Annalen. 110. 3 
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nur beschrinkte Doppelfolgen in Betracht zieht'). Die Verhaltnisse werden 
dagegen komplizierter, sobald man die Untersuchungen auf beliebige, nicht 
notwendig beschrinkte Doppelfolgen ausdehnt. Solche Untersuchungen 
wurden in den letzten Jahren verschiedentlich durchgefiihrt. Sie beziehen 
sich vorwiegend auf den Permanenzsatz und damit zusammenhingende 
Fragen. Die dabei gewonnenen Ergebnisse lassen sich im wesentlichen 
zusammenfassen in die beiden folgenden Siatze’): 

Satz A: Eine konvergente Doppelfolge (s,,) ist dann und nur dann 
auch |A, B\-limitierbar, wenn lim |Smn| endlich ist. 


Satz B: Ist die Doppelfolge (s,,) zugleich konvergent und | A, B}- 

limitierbar, so ist 
{A, B\-lim s,, = lim s,,. 

Das Ziel der gegenwiartigen Note ist die Aufstellung analoger Sitze 
fiir den Fall nur restringierter Konvergenz und Limitierbarkeit. Eine 
Doppelfolge (s,,) heiBt ,,restringiert konvergent*‘ gegen den Limes s, in Zeichen 

{lim] s,, = 8, 


wenn fiir jedes 9 aus 0 << # <1 diejenigen s,,, deren Indizes den Un- 
gleichungen dy << uw < $ y geniigen, den einzigen Haufungswert s haben. 


Analog heiBt die Doppelfolge (s,,) ,,restringiert {A, B\-limitierbar“ zum 
Wert S, in Zeichen 
{A, B) -[lim] s,, = S, 


wenn 
flim] S,.. = S 


n,n-> = 


gilt *). 





1) Diese Voraussetzung wurde von Bromwich und Hardy als ,,condition of 
finitude“ in ihrer Arbeit: Some extensions to multiple series of Abel’s theorem 
on the continuity of power series, Proc. London Math. Soc. (2) 2 (1904), S. 161 
—189, eingefiihrt. 

2) F. Lésch, Uber den Permanenzsatz gewisser Limitierungsverfahren fir 
Doppelfolgen, I und II, Math. Zeitschr. 34 (1931), S. 281—290 und Math. Zeitschr. 37 
(1933), S. 77—84. Vgl. ferner: C. R. Adams, Transformations of double sequences 
with application to Cesaro summability of double series, Bulletin of the American 
Mathematical Society 37 (1931), S. 741—748; On summability of ‘double series, 
Transactions of the American Mathematical Society 34 (1932), S. 215—230. 
R. P. Agnew, On summability of double sequences, American Journal of Mathematics 54 
(1932), S. 648—656. S. Bochner, Limitierung mehrfacher Folgen nach dem Ver- 
fahren der arithmetischen Mittel, Math. Zeitschr. 35 (1932), S. 122—126. 

3) Eine im gewéhnlichen Sinn konvergente bzw. {A, B}-limitierbare Doppel- 
folge ist danach gewiB auch restringiert konvergent bzw. restringiert {A, B}- 
limitierbar. 
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Auf die Bedeutung der restringierten Konvergenz bzw. Limitierbarkeit 
hat zuerst C. N. Moore‘) und neuerdings 8. Bochner’) hingewiesen. 
S. Bochner hat iiberdies fiir das Verfahren der arithmetischen Mittel 
einen dem Satz B analogen Satz fiir restringierte Konvergenz und Limitier- 
barkeit bewiesen*). Endlich ist bekannt, daB bei dem Verfahren der 
arithmetischen Mittel auch ein dem Satz A analoger Satz fiir restringierte 
Konvergenz und Limitierbarkeit gilt’). Diese Tatsachen legen die Ver- 
mutung nahe, da8 fiir beliebige 7-Transformationen den Siatzen A und B 
analoge Siatze iiber restringierte Konvergenz und Limitierbarkeit gelten. 
Das trifft jedoch keineswegs zu, die Verhiltnisse sind vielmehr bei Zu- 
grundelegung restringierter Konvergenz und Limitierbarkeit viel ver- 
wickelter als bei Zugrundelegung gewohnlicher Konvergenz und Limitier- 
barkeit. 

Unter I wird zunichst gezeigt, daB nicht einmal die {A, B}-Trans- 
formation einer restringiert konvergenten und beschrankten Doppel- 
folge wieder restringiert konvergent zu sein braucht, und wenn sie wieder 
restringiert konvergent ist, braucht sie nicht denselben Limes zu besitzen 
wie die urspriingliche Doppelfolge. Es erhebt sich daher die Frage nach 
denjenigen 7-Transformationen, welche jede beschrankte, restringiert 
konvergente Doppelfolge in eine zum gleichen Wert restringiert konvergente 
Doppelfolge iiberfiihren. Diese T-Transformationen, wir nennen sie im 
folgenden die 7’-Transformationen, werden in II aus der Gesamtheit aller 
T-Transformationen herausgehoben. 

Geht man zu allgemeinen, nicht notwendig beschrinkten Doppelfolgen 
iiber, so findet man, daB auch die Klasse der 7’-Transformationen noch 
zu weit ist, als da® fiir sie hinsichtlich restringierter Konvergenz und 
Limitierbarkeit ein allgemeiner Permanenzsatz gelten wiirde. In III wird 
vielmehr gezeigt, daB fiir die 7’-Transformationen noch nich: einmal den 
Satzen A und B analoge Sitze iiber restringierte Konvergenz und Limitier- 
barkeit gelten. Will man zu solchen Siaitzen kommen, so mu8B man zu 
einer noch engeren Klasse von T-Transformationen iibergehen. Line 
solche Klasse, wir nennen sie im folgenden die Klasse der T”- Trans- 
formationen, wirdin IV angegeben. Sie umfaBt, wie unter V gezeigt wird, 
z. B. die Cesdroschen und die Euler-Knoppschen Verfahren jeder positiven, 
ganzzahligen Ordnung. Offen bleibt jedoch die Frage nach der um- 


4) C. N. Moore, On the summability of the double Fourier’s series of discon- 
tinuous functions, Math. Annalen 74 (1913) S. 555—572, insbesondere S. 567. 
5) S. Bochner, Die Poissonsche Summationsformel in mehreren Verandcrlichen, 
Math. Annalen 106 (1932), S. 56—63. 
6) §. Bochner, 1. c.2), S. 126. 
1) F. Lésch, 1. c.*), II, 8. 82. 
3* 
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fassendsten Klasse von 7-Transformationen, fiir die sich die Siatze A 
und B, oder wenigstens Satz B auf restringierte Konvergenz und Limitier- 
barkeit iibertragen lassen. 


I. 


Wir zeigen zunichst an einem Beispiel die Existenz von T-Trans- 
formationen mit den folgenden beiden Eigenschaften: 

1. Es gibt eine beschriinkte, restringiert konvergente Doppelfolge, 
deren 7-Transformation nicht restringiert konvergent ist. 

2. Es gibt eine beschrinkte, zu einem Wert s restringiert konvergente 
Doppelfolge, deren 7-Transformation zu einem von s verschiedenen Wert 
restringiert konvergent ist. 

Eine solche 7-Transformation wird z. B. geliefert durch die beiden 
Schemata: 

a,, = 1 


(A) | 1 fiir pi<ms(p + 1), 


Any = : he 
, | 0 fiir alle iibrigen m, 


| 1 fir » = P; PS, 5.5, «+4 
(B) bp ie | 0 fir m = p- 
Dab dies wirklich eine 7-Transformation ist, erkennt man ohne weiteres. 
Wir wenden sie an 
1. auf die Doppelfolge (s,,) mit 
1 fiir «h?<y, ¥ ungerade, 
&, = 40 fir °>r, yr ungerade, 
0 fiir »-gerade. 
Diese Doppelfolge ist gewiB beschriinkt und iiberdies gilt 
{lim] s,, = 0. 
a, ¥en 
Dagegen priift man Ieicht, daB fiir die Glieder S 
formation (S,,,) gilt 


wm ibrer {A, B}-Trans- 


{ 1, wenn m ungerade, 


é m“mm 


- | 0, wenn m gerade. 
Die Doppelfolge (s,,) ist also nicht restringiert |A, B}-limitierbar. 
2. auf die Doppelfolge (s,,) mit 
{1 fir p?< », 
~ 10 fiir e>y. 
Auch diese Doppelfolge ist beschrinkt und es ist wieder 
[lim] s,, = 0. 


“i * 


Su 
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4 Dagegen gilt fir die Glieder S,,, ihrer {A, B}-Transformation jedenfalls 
o San = 1, wenn m< 2’, 
also 
{lim} S,, = 1. 
mu» eo 
Die Doppelfolge (s,,) ist somit restringiert konvergent und restringiert 


- Ae! : 
{A, B}-limitierbar; es ist aber 


{A, B}-[{lim] s,, + [lim] s,,. 
° Il. 
t 


Wir wollen nun aus der Gesamtheit der 7-Transformationen diejenigen 
aussondern, welche jede beschriinkte und restringiert konvergente Doppel- 
folge in eine wiederum restringiert konvergente Doppelfolge iiberfiihren. 
Es wird sich zeigen, dab diese T-Transformationen dann von selbst jede 
beschriinkte, restringiert konvergente Doppelfolge in eine zum gleichen 
Wert restringiert konvergente Doppelfolge iiberfiihren. 

Um die in Rede stehende Klasse von 7-Transformationen, wir 
nannten sie die Klasse der 7’- Transformationen, bequem charakterisieren 
zu kénnen, fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein: 

1. Fiir jedes ? aus 0 < # <1 verstehen wir unter dem _,,d-Teil" 
einer Doppelfolge (s,,) die Gesamtheit der Glieder s,, mit 


Oyvu<—r oder Op cr<—yp. 
i o 
2. Ist o,, eine reelle Doppelfolge, so bedeute 
"lim o,, groBten 
a nisin den Hiufungswert der o,, aus dem #-Teil von (a, ,). 
“lim oy, kleinsten 


Dabei lassen wir + o als Hiiufungswerte zu. Sind beide Haiufungswerte 
: gleich und endlich, so bezeichnen wir ihren gemeinsamen Wert mit 


‘Jim oy». 
ui, i> oo 


3. Weiter bedeute, wenn o,, wieder eine reelle Doppelfolge ist, 


{lim] o., obere “lim Gu, 

alta tan die Grenze von “:'>* firO< I<1. 
[lim] ou, untere “lim oy, 

“ur—>2 “u,v —» 2 


Dabei lassen wir fiir die Grenzen wieder + o zu. Haben die beiden 
Grenzen denselben endlichen Wert, so existiert fiir jedes # aus 0<9<1 
gewid “lim o,, und ist gleich dem gemeinsamen Wert der beiden 


*,9->= 
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Grenzen. Das heiBt aber, die Doppelfolge (s,,) ist restringiert konvergent 
gegen diesen Wert, der daher wie bisher mit 
{lim} o,, 

bezeichnet wird. etiinian 

Unter Verwendung dieser Bezeichnungen lassen sich die 7’-Trans- 
formationen charakterisieren als diejenigen TJ-Transformationen, welche 
die folgende Bedingung erfiillen: 

Es strebt fiir jedes feste O aus 0 << O <1 


(a) dim FS ZS lanyul lo.) +0 fiir 0-0, 
(IV) —_ 6Sr Sn OSH 
(b) “lim mS a Gmail !o..) +0 fir 0-0. 


mn so 0OS¢Sm OSS Fu 
Den Nachweis dieser Tatsache erbringen wir in zwei Schritten: 

1. Satz: Erfiillen die Schemata (A), (B) aufer den Bedingungen 
(I)—(III) noch die Bedingung (IV), so ist jede beschriinkte, restringiert 
konvergente Doppelfolge (s,,) auch restringiert |A, B}-limitierbar. Uberdies ist 

{A, B}-[{lim] s,., = [lim] s,. 
Beweis: 1. Wegen des linearen Charakters der 7-Transformationen 
und der Bedingung (III) geniigt es, 
{lim} s., = 0 
anzunehmen und nachzuweisen, daf% dann auch die {A, B}-Transformation 
(Sn, n)> mit m n 
Sin = = & Om u b,, Suys 


u=0 r=0 

der Doppelfolge (s,,) restringiert gegen 0 konvergiert. 

Dazu greifen wir ein beliebiges 9 aus 0 < O < 1 heraus und zeigen, 
‘lim Sp» = 0 

ist, d. h., daB bei vorgegebenem « > 0 fiir alle S,,,, aus dem 9-Teil der 

Doppelfolge (S,,,,) mit geniigend groBen Indizes m, x 


aunt <2 


daB 


gilt. 
2. Nach Voraussetzung ist (s,,) beschriinkt. Es gibt also eine Kon- 
stante C > 0 mit 


(1) l8url << C (u, » = 0,1,2,...). 
Zu C und @ bestimmen wir ein positives # << 0 so klein, dab 

fim fF fF (uel |bael << gq> 
(2) mn>e 0SrSan OS SF 

fm SF Elona! Ibaol <sy 


mn >co OS Sm ODS yu 


it 


ye 
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wird. Das ist nach Bedingung (IV) méglich. Vermége (2) wiederum 
lassen sich zwei Indizes m,, n, so wahlen, daB 


é 
- © em |u| [Ons] <ZG> m> m,, n>, 
(3) ae. — a‘ 
= » ldmyu| |Onv| <= Om<n<—=—m 
+>SeSm 0S SFu 40 6 


gilt. 
3. Weiter besagt die restringierte Konvergenz der s,, > 0 die Existenz 
eines Paares m,, n, derart, daB 


j ->m, Y>Nn, 
4 a — fi 
) an Se Ou<v<tu 


gilt. 
4. Nunmehr setzen wir 


m, = Max (m,, 3), my = Max (m,, 3) 


und greifen ein S,,, aus dem 9-Teil der Doppelfolge (S,,,) heraus mit 
Indizes m > m,, n > n,. Dasselbe léBt sich zerlegen in 


San = {Zan + Zen t+ Lan t+ Lorn) Sap Ons Sys 

Dabei sind die Summationen zu erstrecken fiir 

=), iiber die Paare uw, vy aus Ou << Fh fiir die wenigstens eines 
der Ungleichungspaare 0 <= nw = m,, Ol v= 7n, a ist; 

‘wn Uber die Paare wu,» aus Ou <v< = ae mit m,< usm, 

NM << YSN; 

Se, iiber die Paare vw,» aus0OS usd», OS vn; 

xy, iiber die Paare wvaus0Olvyslbw, Ol usm. 

Die einzelnen Teilsummen lassen sich folgendermaBen abschitzen: 

Xn’.: Auf Grund der Bedingung (I) kénnen M>m,, N>n, 80 
gewahlt werden, da8 
(5a) | Fw Gas Mae Gel <z fir m>M, n>wN 
ausfallt. 


Sx: Diese Teilsumme enthalt nur Glieder s,,, welche der Un- 


gleichung (4) geniigen. Unter Beriicksichtigung von (II) kann man daher 
abschiatzen: 


(5b) | Siew Mas bar url <z- 
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en: Hier erhalt man auf Grund der ersten Ungleichung (3) und 


der Ungleichung (1) sofort 


’ r a 
(5c) FA Anu b,, Su ’ | ~~, + . 


 *,: Hier erhilt man analog auf Grund der zweiten Ungleichung (3) 


und der Ungleichung (1) 
(5d) Zoe Gna Gav Sol < =. 
Die Ungleichungen (5) zusammen liefern 
\S.nl<e fir m>M, n>WN, 


falls S,,, dem @-Teil der Doppelfolge (S,,,,) angehért. Damit ist der Be- 
weis fertig. 


2. Satz: Erfiillen die Schemata (A), (B) die Bedingungen (1)—(III) 
und ist jede beschrinkte, restringiert konvergente Doppelfolge (s,,) zugleich 
restringiert |A, B}-limitierbar, so erfiillen die Schemata (A), (B) auch die 
Bedingung (IV). 


Beweis: Die Schemata (A), (B) mégen die Bedingungen (1) —(III), 
nicht aber (IV) erfiillen. Wir konstruieren dann eine beschrinkte, zum 
Wert 0 restringiert konvergente Doppelfolge (s,,), deren {A, B}-Trans- 
formation (S,,,,) nicht restringiert konvergiert. 

Ist etwa (IVa) nicht erfillt — unter der Annahme, (IVb) sei nicht 
erfiillt, wire genau ebenso zu verfahren —, so gibt es ein Omit0 << O< 1 
derart, daB fiir ein passendes c > 0 

lim P - \@inu| |Onv| > 4e 
mn x Or Sn oSesSs 
ist fiir alle 9 aus0< 8< 1. Man kann somit eine monoton fallende 
Folge positiver Zahlen 


(6) ve Sere 
mit 
0>73,>8,>...>8,>...>90, b,—>0 fir o> @ 


und dazu eine Folge von Indexpaaren 


(7) (m,,,), (my, M), ~-+, (Mp, No), 
mit 
‘ i " 
Om, <p < FimMy, My, My Monoton + o fiir 9 > ow 


so angeben, da8 fiir alle o 
(8) Zn, once,» | Amer! [Pngel > Se 


ausfalit. 
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Damit konstruieren wir die Doppelfolge (s,,) in der folgenden Weise: 
1. Schritt: Wir greifen ein beliebiges Indexpaar aus (7) und das 
zugehérige @ aus (6) heraus, etwa 
(mo,, %o,) und ¥#,,. 
Dann legen wir s,, fiir » <= n,, fest, indem wir setzen 
ae ee (Ging, u* bn, ) fir OSes br 
a = 0 fiir u> 0, ». 
Damit wird vermége (8) gewiB 
| Sma, ny, | > 2¢. 
(Genauer ist sogar Sing, m, > 3c). 
2. Schritt: Wir wahlen in (7) ein auf (m,,, o,) folgendes Indexpaar 
(mo,, %,) 80 groB, dab 


c 
a Fy | ng, | < K 
ausfallt, was wegen (I) méglich ist. Legt man dann die s,, mit 
No, << ¥Sn,, 80 fest, dab hier 
s» = 0 fir alle x 
sein soll, so wird 
| Sing, mu, | <6. 


3. Schritt: Wir wihlen in (7) ein auf (m,,, n 
(my,, Ne,) derart, daB — wieder nach (I) — 
Z |bael << 

2 


1='S, 


) folgendes Indexpaar 


Og 


ausfallt. Sodann setzen wir fiir n,, < vy < no, 


ee bn (Ging, »* bn, +) fir 0S usd,» 
0 fiir > 0, ». 
Damit wird vermége (8) gewiB 
|S, no, | > 20. 


4. Schritt: Wieder wihlen wir in (7) ein auf (m,,, ”o,) folgendes 
Indexpaar (m,,, ”,,) so groB, daB 


Z Ibu rl< x 


1SrS1,, 
ist, und setzen wie beim 2. Schritt fiir n,,<»< n,, 


Sur = 0. fiir alle HL. 
Damit wird , 


|S |<e. 


m 
O,"0, 
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5. Schritt: Hier ist wieder wie beim 3. Schritt vorzugehen, 

usw. 

Ks ist klar, wie die Konstruktion fortzusetzen ist. Die entstehende 
Doppelfolge (s, ,) ist beschrinkt — alle Glieder sind vom Betrag 1 oder 0 — 
und konvergiert restringiert gegen 0; ihre {A, B}-Transformation dagegen 
ist nicht restringiert konvergent, denn es ist 


> 2c, wenn x ungerade, 
Sin, ny | 
es <é& wenn x gerade, 


und die S,,,, gehéren simtlich dem 9-Teil der Doppelfolge (S,,,) an. 
Wir schlieBen an die Uberlegungen dieses Abschnitts noch die 
folgenden Bemerkungen an: 
1. Bemerkung: Die Bedingung (IV) ist insbesondere erfiillt, wenn 
die handlichere Bedingung 


(a) lim ZF |aqu| 
(LV’) — streben +0 fiir &+0 
(b) lim Ey | Dinu | 
m>o OSuS Im 


erfiillt ist. Beschrinkt man in der Tat (m,m) auf den Winkelraum 


Oman< 5m, so schlieBt man fiir diese (m,n) mit Hilfe von (II): 


a P ame! |Oor)s de ie | Bin | |b, . | 
(Sy Sa oS SFr 1 SrSa oS te SIn 
Ss x 2 | On w | lon») << K . = | mu |- 
°‘="S" oSuSim osusim 


Aus (IV’a) folgt somit (IVa). Analog folgt (IVb) aus (IV’b). 

Die Bedingung (IV’) umfa8&t offensichtlich auch die Bedingung (I). 
Das trifft fiir die Bedingung (IV) nicht zu, wie das Beispiel der Trans- 
formation 
_ {1 fir ~=1 


1 fii = ] 
(4) en, = (0 fir x + 1 (B) 6, = ji tur wu 


\0 fir « + 1, 
fiir die die Bedingungen (II), (III), (1V), nicht aber (I) erfiillt sind, zeigt. 
Geniigen also die Schemata (A), (B) den Bedingungen (II), (III) 
und (IV’), so definieren sie eine Transformation, die zur Klasse der 
T’-Transformationen gehért. Man iiberlegt sich jedoch leicht, da8 nicht 
jede 7’-Transformation die Bedingung (IV’) erfiillt, die Bedingung (IV’) 
allein mithin enger ist als die Bedingungen (I) und (IV) zusammen. 
2. Bemerkung: Endlich ist noch ein Wort iiber das Verhalten der 
geliufigsten 7'-Transformationen, der Cesdroschen, Hélderschen und Euler- 
Knoppschen Transformationen ganzer positiver Ordnung gegeniiber der 


w 


Restringierte Limitierung von Doppelfolgen. 43 


Bedingung (IV) zu sagen. Man priift leicht nach, daB sie simtlich sogar 
die Bedingung (IV’) erfiillen, also gewiB jede beschriinkte, restringiert 
konvergente Doppelfolge in eine zum gleichen Wert restringiert konvergente 
Doppelfolge iiberfiihren. (Vgl. dazu Abschnitt V.) 


III. 


Wir gehen nun iiber zu beliebigen, nicht notwendig beschrinkten 
Doppelfolgen. Wenn man an die Verhiltnisse bei gewohnlicher Konver- 
genz und Limitierbarkeit denkt, kénnte man zunidchst vermuten, daB fiir 
die Klasse der 7'’-Transformationen, entsprechend den Sitzen A und B, 
die Sitze bestehen *): 

1. Eine restringiert konvergente Doppelfolge (s,,) ist dann und nur 
dann zugleich restringiert {A, B}-limitierbar, wenn [lim] |S,,,,| endlich ist. 


2. Ist die Doppelfolge (s,,) zugleich restringiert konvergent und 
restringiert {A, B}-limitierbar, so ist {A, B} -[lim] s,, = [lim] s,,. 


Beides trifft jedoch nicht zu, was wir an Hand zweier Beispiele zeigen 
wollen. 

Wir betrachten die durch die folgenden Schemata definierte Trans- 
formation: 





Ayo 1 
nm =1—— fir pt << m<s(p+l (p=0,1,2,...) 
(A) fy 
= per FP <KSO+TM Cas...) 
| 0 fir alle iibrigen m + p ely 
1 fiir m = p, 
(B) bm = lo fiir m + 4 


die den Bedingungen (II), (III) und (IV’) geniigt, also gewi8 zur Klasse 
der T’-Transformationen gehért. Diese Transformation wenden wir an 
1. auf die Doppelfolge (s,,) mit 


0 firvys pv’, 
Sur = 0 fir» >y? und ~» gerade, 
| w+ fir » >? und y ungerade. 


8) Von den durch zwei Schemata (A), (B) der eingangs beschriebenen Art 
definierten linearen Transformationen sind némlich gerade die 7'-Transformationen 
im wesentlichen diejenigen, welche jede beschrankte konvergente Doppelfolge in 
eine ebensolche iiberfiihren. (Vgl. z. B. C. R. Adams, On summability of double 
series, Transactions of the American Mathematical Society 84 (1932), S. 219.) 
Und fiir diese ganze Klasse von Transformationen gelten auch die Saitze A und B. 
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Diese Doppelfolge konvergiert restringiert gegen 0. Fiir ihre {A, B}-Trans- 
formation (S,,,) gilt, wie man sofort nachrechnet 

“ \° fir wn’? > n, n* > m und n gerade, 

Onn = 


1 fir m* >», x? > m und nw ungerade. 
Es ist also 


{lim] |S,.n| = 1 


Be aad 


und trotzdem ist die Doppelfolge (S,,,,) nicht restringiert konvergent, 
d.h. die Doppelfolge (s,,) nicht restringiert |A, B}-limitierbar, 
2. auf die Doppelfolge (s,,) mit 

ee 0 frrvys 2” 

ye le +1 fiir vy > wu. 
Auch diese Doppelfolge konvergiert restringiert gegen 0. Fiir ihre | A, B}- 
Transformation (S,,,,) gilt 

S,,, = 1 fir m> nn, n? > m, 
sie konvergiert also restringiert gegen 1. Die Doppelfolge (s,,) ist somit 
restringiert konvergent und restringiert {A, B}-limitierbar, es ist jedoch 
{4, B}-[lim] su, + 


[lim] s, ,. 
i —> oo 


IV. 

Um nun doch zu Transformationen zu kommen, fiir die den Sitzen A 
und B analoge Satze iiber restringierte Konvergenz und Limitierbarkeit 
gelten, greifen wir aus der Klasse der 7'’-Transformationen wieder eine 
Unterklasse heraus. Dazu bemerken wir, daB in den Transformations- 


schematen (A), (B) bei jedem festen 7 aus 0 < 4 < 1 fiir alle m Dar- 
stellungen moéglich sind 
, (m, 7) , gim, ni 
any = ps Ly Dons Dinu _ é B., Dou 
42x Sem ju So—m 


fir 0 <= wy <= Hm. 
Es sind nimlich mindestens die Darstellungen mit 
(m,n) jl fiir 0 = mM, 


cm, _ | 1 fir o = m, 
, = |; a on 
¢ (0 fir yw <= 0 << m, 


\0 fir ym <= 0 < m 
moglich. Wir verlangen aber jetzt von den Transformationsschematen, 
da8B sie die folgende Bedingung erfiillen: 
(V) Die Glieder der Transformationsschemata (A), (B) sind fiir alle y 
eines Intervalls 0 < 5 < 4, verkniipft durch Gleichungssysteme 
,,= JF i Gen Se Ps oo 
=¢ s>e> 


= en 
m LA m 


(u = 0, ‘@ + [ym)) (« = 0,1,..., | m)) 
(m = 0,1, 2,...), 
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deren Koeffizienten a;"""’, Bi" so beschaffen sind, dap bei beliebigem aber 
festem k aus 0 < k <1 2u vorgegebenem ¢ > 0 ein +, existiert derart, dag 


Fle <e, Fah < 


amSesm nm SoSm 
ausfallen fiir alle yn und m, welche den folgenden Voraussetzungen geniigen: 

1. 9 gehért einem Intervall ky <4 < y mit y < yy an. 

2. m ist gréBer als eine gewisse, von y abhdngige Zahl M (+). 

Die Klasse der T-Transformationen, welche die Bedingung (V) erfiillen, 
bezeichnen wir als die Klasse der 7’-Transformationen. Man erkennt 
sofort, daS diese Transformationen zur Klasse der 7'’-'ransformationen 
gehéren, sie geniigen sogar der Bedingung (IV’). In der Tat hat man 
vermége (II): 





(m.F)) 5 
la,.4| = p x a ey | [ayn 
oSusSIm SeSFm SunSe=m 
‘a (m, 9) A) 
=F ( EF fae lim™™|<K Flam, 
InSoSm OSS Im IuSo Sm 
also 
— 3 =) 
lim ZS janu| = K lim = |a"”'| 
no oSulJm un >oe InSoeSm 


und hier strebt die rechte Seite gegen 0 fiir # — 0, wie man auf Grund 
von (V) erkennt. Aus (V) folgt somit (I[V’a): genau ebenso folgt (IV’b) 
aus (V). 

Da mit (IV’) auch (I) erfiillt ist, entnehmen wir der vorstehenden 
Uberlegung noch, daB sich die 7'”’-Transformationen allein durch die Be- 
dingungen (IT), ({11) und (V) charakterisieren lassen. 

Und nun behaupten wir, fiir die T”-Transformationen gelten die 
folgenden, den Satzen A und B analogen Siitze 3 und 4: 

3. Satz: Erfiillen die Schemata (A). (B) die Bedingungen (11), (1) 
und (V), definieren sie also eine T”-Transformation, so ist cine restringiert 
konvergente Doppelfolge (s,,) dann und nur dann auch restringiert (A. BS- 
limitierbar, wenn 
(1) [lim] |5,,,,| = € 


m.u-—> 2 


endlich ist. 
Ist die Bedingung (1) erfiill, so gilt tiberdies 
{A, B}-[lim] s,, = [lim] s,.,. 


, i>. ui 2 
Beweis: 1. DaB die Bedingung (1) fiir die restringierte {dA, B}- 
Limitierbarkeit der Doppelfolge (s,,) notwendig ist, ist ohne weiteres klar. 
Weiterhin geniigt es wegen des linearen Charakters der Transformationen, 
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und weil die konstante Doppelfolge (s,,) = (s) den {A, B}-Limes s hat, 
zu zeigen, daB unter der Voraussetzung (1) aus 


(2) [lim] s., = 0 
folgt iis 
(3) flim] S,,, = 0. 


Wir weisen dies nach, indem wir zeigen, da8 sich unter den Voraus- 
setzungen (1) und (2) bei willkiirlich, aber fest angenommenem 9 aus 
0 < @ < 1 zu vorgegebenem « > 0 zwei Indizes m,,n, angeben lassen 
derart, daB fiir im >> m,, n > n, und S,,,, aus dem @-Teil von (S,,,,) stets 
\Smn| < € 
ausfallt. 
2. Auf Grund der Bedingung (V) kénnen wir @ aus 0 < # < O so 


klein wablen, da8 fir y = hd 


(4) Es |oxcms | < ee, = |pm |< ec 
: ya SeSm ;aSeS" 
mit 1 
= OF) 
ausfallt fiir alle » aus 
Oy<ayn<yr 

und alle m > M(y). 

Sodann denken wir uns das Indexpaar (m,, n,) mit m, > M(y), 
n, > M(y) so groB gewahlt, dab 


(5) |San| << C+ 1 fir m>m,, n> n,, S,,, aus dem + -Teil von (S,,.n); 
(6) |s..|< sxi fir «>m, v>n,, 8, aus dem #@-Teil von (s,,) 


ist. Die Existenz eines solchen Paares (m,, ,) ist gesichert durch (1) 
und (2). 

3. Und nun behaupten wir, das gewiinschte Indexpaar (m,, n,) kénnen 
wir wahlen als 


(7) m, = (F]+1. n, = [3 ]4+1. 
Um das nachzuweisen, greifen wir ein Glied S,,,, aus dem O-Teil der 
Doppelfolge (S,,,.) mit m > m,, n > m, heraus und zerlegen 


m n 
| = = 2 amu bn, Sur = ya + = 
a0 = 
mit 

g@ ms h 

nn — a Amu Onv Suv» 
1m<uSm 
12" <7 Sn 


2) 
S®, = (x + , a. 2) amu ba» Sui. 
SaeSym 0S4SyMm ym<usSm 
SrS2n AK SAa OSS 
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Dabei wurde 


dn =y,m, Im = yn 
gesetzt. Es ist also (vgl. (7) und m > m, n > »,) 
(8) ym > Mm, Nyn > 1; 
und ferner, weil S,,,, dem @-Teil von (S,,,,) angehért: 
(9) Cyc <y Pry<cm<y. 
Nun schitzen wir ab: 


a) S®’.: Hier liefern (II), (6) und (8) sofort 
(10) ) |Soal <> 


b) S®,: Die etwas miihsame Abschitzung dieser Teilsumme fiihren 
wir durch, indem wir sie vergleichen mit der Hilfssumme 


mes Mn + Fb Ff Ser erws,, 
i * ngnSosSn ny mSoSm yn SoS _ 
Wir schatzen zuerst diese Summe selbst ab. Fiir simtliche in ihr 

auftretenden GréBen S,,, S,,. und S,, gilt (5), wihrend die Koeffi- 

zienten «, # vermége (8) und (9) die Ungleichungen (4) erfiillen. Danach ist 


(11) | SO, | < ec(C +1) 4+ ec(C + 1) 4+ ee2(C +1) < 8ce(C +1) = 


wenn wir uns von vornherein « < 1 gewahlt denken. 

Nun vergleichen wir S,, mit S®). Beides sind lineare Kombi- 
nationen der s,, mit OS usm, OS vn. Wir stellen zunichst 
dem Koeffizienten eines s,, in S®, den Koeffizienten desselben s,, in S® 


mn 
gegeniiber. Dabei unterscheiden wir vier Fille: 


pS 
3 , 


(OS uSmm) 


= Dann ist der Koeffizient von s,, 
Vlo<vennl , 
“i 44. 
rea: xs «aA, 
1¥SeSm 
+ ps po" ") Gag Sos veo a ° Ps pi b., 
manson imsesm ignSsosn 
= — = + Omu bn, = — © = Om p On 
0 <= ym P ia 
B) SAS 1"), Dann ist der Koeffizient von s,, 
mn<vysn | 
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. - 
in mn- GanMees 


~(2) . (m, 44) 
in Omn- P 4 be . Bou ba, 
mse 
' , n, h2) 7 (m, %)) n, Ho) 
x ig Bs B 7 Ainu bas — Ps he, Qou P 4 Be b.,, 
rSo=n 4a SoSm rSosn 
+ (m, Ho) (nm, No) 
= an u Das + Fun u p> Bo Baw = Any u = Bo ‘ b, — = Gnu = 
6= rS6=n 


|. 
cag 


2) 
mn? Emu b,. ? 


m< sy i : _ or 
7 “0 Wieder ist der Koeffizient von s,, 


in 


R Wn 


° (2? ° 
in Se: adnub,» Folgt wie unter £). 
(ymoevsm| 


- Diesmal ist der Koeffizient von s,, 
lynn<rsnt 


6) 
© (2 
in S®.: 0 
* (2), (m, 4) 
In Sm ne P Le a, “ Da, 


«SosSm 


nm, %e) (m, )) +42) 
“T Py Bs Anu Dae Pi bs a, , Aon a Bo Bore 
'SosSn «SoSm 'SeosSn 


Danach ist 


> (2) 42) 
mn mn 
(m, 1)) (mM, to) 
= Le ay “ * Su ’ + B. an, “ be, Say | 
, «Som Af yn 
- ~ < (m ) ( ) F 
« = < - m, 1 mM, \2 
"me Sm fgn<1sSn — > Hey a, “ ZZ Bo b,, Bos | 


«SoSm ‘sSo=an 


Diese Differenz 1i8t sich unter Heranziehung von (6) zuniichst ab- 
schitzen durch: 


S 12®) 2) _ é 
(12) | =mn — S*. wi “ 3K? | 
mit 
+ “7 (m,myhy 
Ps iby» | - DD | Xe ; |. ou | 
hQgusrSa nce Sm eo SeSm 
. ' , (nm, Hod) | i 
| = sa ldmal = p> |B. | |e +| . 
yam jqu<1r =n ‘SSN 
~~ a] (m, 9) (n, Ha) | 
+z Zz lay’ I ieen| 2£ & \pu" | |b, 


ue Sm uSesm ign<r San SIS 


Hierin ist 


= Py ie | | Bou | = pm (jay " ” ”| -2 |@p«\) < K-ce. 


hae Sm pom ym<esSm ny mu Soe 
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Ebenso findet man 


2 ZS |p" | bas] << K-ce 


yn<r Sn r—6SN 


und somit liefert (12) 
(13) Srn— Smn| < gos (K- Kee + K-Kee + Kee-Kee) <F 


da wir uns ja e <1 gewiahlt denken wollen. 


c) Mit Hilfe von (10), (11) und (13) kénnen wir jetzt vollends S,,, 
abschitzen. Es ist 


1) 2) (1) ~(2) ~(2) 2) 
oo = Si n + Boe = Bae + Oman — (Sas eat Se n)s 
also 


Snnl S |Swral +1Sea| + |SR. — SS.) <e. 


Dabei hatten wir nur m > mp, n > n,, S,,, aus dem O-Teil der Doppel- 
folge (S,,,,) vorausgesetzt. Der Beweis ist somit fertig. 


Eine unmittelbare Folge des eben bewiesenen Satzes ist der folgende 
t. Satz: Erfiillen die Schemata (A), (B) die Bedingungen (II), (III) 
und (V), definieren sie also eine T”-Transformation, und ist die Doppel- 
folge (sy) zugleich restringiert konvergent gegen s und restringiert |A, B}- 
limitierbar zum Wert S, so ist stets 
S=«. 
Beweis: Ist mit (s,,) zugleich (S,,,) restringiert konvergent, so ist 
nach Satz 3 
flim] |S,,,| = C 
n,n-> 2 


endlich. Aus dieser Tatsache folgt aber wieder nach Satz 3 


{A, B\ -[lim] s,, = flim] s,,, dh. S =, 


“u,¥—> oo “u,v—> % 


w. z. b. W. 


vs 


Die im vorigen Abschnitt erhaltenen Ergebnisse wenden wir jetzt an auf 
die Cesdro-Transformationen ganzer, nicht negativer Ordnung. Wir werden 
zeigen, daB sie simtlich zur Klasse der 7’’-Transformationen gehéren. 

Wir bezeichnen in der iiblichen Weise als ,,(C, r, s)- Transformation“, 
wo im folgenden r, s ganze Zahlen > 0 sein sollen, die Transformation, 
Mathematische Annalen. 110. 4 
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die festgelegt ist durch die Schemata (C,) und (C,). Dabei verstehen wir 
allgemein unter (C,) das bekannte Schema der C, - Transformation ein- 
facher Folgen: 


\ p! 
wim lef Cob 
(C,): P (p = 0, 1, 2, ...) 


—_!_ye+e—! say TO p—1)\ 
men p—l ( p— ( )} 


Dieses Schema erfillt bekanntlich die Bedingungen (I), (II), (IIL); wir zeigen 
jetzt, daB es auch die Bedingung (V) erfiillt. 

Dazu suchen wir fiir kleine » >0 und grobe*) m passende Be- 
ziehungen 


7 ~ 


(2 + et —*) 
7 am p—l 


V : o+Pp 

in So Sm ( p ) 
(uw = 0,1, ..., [ym m)) 
anzugeben. Der Bequemlichkeit halber setzen wir bei den dafiir not- 
wendigen Rechnungen den immer wiederkehrenden Ausdruck 
(2) [ym] +1=—m,. 

Der Untersuchung des allgemeinen Falls nehmen wir die beiden be- 
sonders einfach liegenden Fille p = 0 und p = 1 vorweg: 


p = 0: In diesem Fall hat man die identische Transformation. Be- 
schrinkt man » auf das Intervall 0 < » < }, so ist fiir m > 1 


we oT Be 
(1) jm + 9) 
ee. 








m, < mM. 
Fiir jedes solche 7 und m kann man 
alle a," = 0 


setzen, weil in jeder Zeile des Schemas (C,) nur das letzte Glied + 0 ist. 
Die Bedingung (V) ist somit gewi8 erfiillt. 


%) Fir die eventuell nicht beriicksichtigten kleinen m kann man sich jeweils 
die triviale Beziehung mit 
ot 1 fir o=m, 
@ 0 fir ym=o<m 
angenommen denken. 
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p=1: Fir p= 1 hat man das Schema der arithmetischen Mittel. 
Beschrankt man wieder 7 auf das Intervall 0 < 7 < }, so ist fiir m>1 








m, <m. 
Beachtet man, daB in der m,' Zeile des Schemas (C,) durchweg = Te 
. ” 
in der m‘*" Zeile durchweg — i steht, so erhalt man fiir die  ' ” mit 
0<»< 4, m ]>2 sofort als mégliche Lésung 
mm +i. 
am eae ; fiir @ = m,, 


0 fir ym osm, 0 + m,. 


Mit dieser Lésung findet man fiir die genannten » und m 





\ ") | m, + ] ym+2 2 
P. jon” | = — = 4 <at+-, 
— m+1 m+1 m 
also 
‘ ) e 3 
la "|<e fir y< >=, m>—- 
;r2SeosSm 3 é 


Die Bedingung (V) ist somit erfiillt. 
p > 1: Wihrend im Falle p = 1 die Determinante jedes Gleichungs- ° 


(m, ») 


systems (1) fiir die a, den Rang 1 hatte, hat sie jetzt den Rang p, 
sobald die rechte Seite des Gleichungssystems aus mindestens p Gliedern 
besteht, also jedenfalls dann, wenn 
ym>p, pm,—<—m 
ist. Das ist gewiB der Fall fiir 
0<n<z, m>2. 
Fiir ein solches 7 und m bestimmen wir die GréBen «,""" so, dab 
(3) ’ =O fir y7m<osm, o+m,, 2m,..., pm, 


wird. Wir haben demnach mit a", a'n,”,..., apm, den Gleichungen 
zu geniigen 
eri Pa re) pm, +P-1-#) 

p—l (m, ») p—l (m, 7) p-1l (m,») p-l } 
— + &),,, —s————— +: +o nS 

we n ("™*?) D ~"?) Pm (P™,+P 
Pp Pp P \ p ) 
(a = 0,1,...,[m)). 

Dz. der Rang der Gleichungsmatrix p ist, kénnen wir af”, Gam,» ‘(uct 


aus p beliebigen dieser Gleichungen, etwa aus denen fiir « = 0, 1,..., p — i 


4* 
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bestimmen. Die Ausrechnung, die sich mit Determinanten leicht iiber- 
sichtlich durchfiihren laBt, liefert: 











1 (P—! m, +p 
(m, 9) (—1)? ..-9) —ajte—ta)--ta pas | p | 
wr, = Po! a _——, 
me ("9 
. P 
~2(P—! 2m, + P\ 
(m, 0) (— 1? (;—2) (m — m,)(m —2m,)---(m—pm,) ( . } 
(4) “#™ ~  (p—1)! ie m—2m,’ 
Y Pp. 
ip—} a ca 
— jy) . 
ate y 0 } ein hhttn mbes ole ( p ) 
“pa, = —(p—1)! mp—1(™ +?) mpm, 
y Pp 


Fiir die in (3) und (4) erhaltene Lésung wird, wenn man gleich 





_ 1 (™,+? _ §_ au, + 9) a —— 1 pm, + Pp 
sax P <ser p )< ¥ Sena p ) 
keriicksichtigt : 
(?™ +?) 
YY 2?-* (m—m,)(m—2m,)---(m—(p—l) m,) P 
| acl | <— —— 4 vl y 
ru —oSm ° (p—1)! ae Po 
(5) : z 
Pp 
gp-) (p» ss =a) 
(p— 1) ! ar ay “1 - 


Beschrankt man nun 7» fiir ein beliebiges k aus 0 << k < 1 auf ein Inter- 
vall ky <n <y mit O0<y< Pr so wird fiir alle diese » und fir 
m> Ps gemiB (5) 


2p\P 
| £9 Cos 
~ * 


sodbiace (ky)?—* 


(m, 9) 


Bei festem y strebt die rechte Seite dieser Ungleichung fiir m > 
gegen 
pp 
Qy —e 
Dieser Limes ist < ; , Wenn y einem geniigend kleinen Intervall 
0< y» < y,(¢) angehért, und fiir jedes solche y wird 
r s, ky<n<y 
Px aims n) _ € y ) , 
oe ae, ? | ead m > M (y). 
Die Bedingung (V) ist somit erfiillt. 
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Unter Heranziehung der Sitze 3 und 4 aus Abschnitt IV kénnen wir 
auf Grund unserer eben gewonnenen Ergebnisse die beiden Sitze aus- 
sprechen: 

5. Satz: Die restringiert konvergente Doppelfolge (s,,) ist dann und 
nur dann auch restringiert (C, r, 8)-limitierbar (r, s ganz, > 0), wenn fiir 
thre (C, r, s)-Transformation (S,, ,) 


(lim) | Sin | 
endlich ist. it 

6. Satz: Ist die Doppelfolge (s,,) zugleich restringiert konvergent und 
restringiert (C, r, 8)-limitierbar (r, s ganz, >), so ist 

(C,r,s)- [lim] s4, = [lim] s,,. 

Zur Klasse der T”-Transformationen gehéren auch die Euler-Knopp- 
schen Verfahren ganzer, nicht negativer Ordnung. Auf die Durchfiihrung 
des ziemlich umfangreichen Beweises dieser Tatsache soll jedoch an dieser 
Stelle verzichtet werden. 


(Eingegangen am 17. 8. 1933.) 











Beitrige zur Theorie der Spektralschar. 


I. Mitteilung. 


Spektralschar auf Intervallen und Spektralzerlegung 
unitarer Operatoren. 


Von 


Kurt Friedrichs in Braunschweig. 


In dieser Mitteilung soll gezeigt werden, daB es mancherlei Vorteile 
bietet, wenn man die Projektionsoperatoren einer Spektralschar von vorn- 
herein den Intervallen zugeordnet denkt. So kann man dann sehr bequem 
die stetige Funktion (A) eines spektralzerlegten Operators A durch 
einen unmittelbaren stark konvergenten GrenzprozeB gewinnen. Ferner 
laBt sich das Prinzip, nach dem die Spektralschar von q(A) aus der von A 
zu gewinnen ist, besonders handlich formulieren. 

Diese VY orteile sollen dann an der Spektraltheorie der unitaéren Operatoren 
gepriift werden: Es gelingt, die Spektralzerlegung der unitiren Operatoren 
auf die der beschriinkten zuriickzufiihren, ohne neuen Grenziibergang. 

In einer spiteren Mitteilung soll die Spektralschar auf alle B-meb- 
baren Mengen iibertragen und der Operator ¢ (A) fiir alle B-meBbaren Funk- 
tionen g (x) definiert werden. Anschliebend wird sich ein vollstandiges 
System unitirer Invarianten einer Spektralschar besonders einfach erkliren 
lassen. Ferner soll dort der Satz von der Eindeutigkeit der kanonisch 
Konjugierten neu bewiesen werden. 


§ 1. 
Spektralschar auf Intervallen. 
Die Elemente des komplexen Hilbertschen Raumes heiBen fh; die 
Bilinearform 
(h', h?) 
sei im hinteren Element i? linear; es sei 
(hh) = \hi. 
Ein Projektionsoperator, kurz ,,Projektor“, ist ein symmetrischer 
(d. h. Hermitescher) Operator Z, fiir den E? = E gilt; die Elemente E/ 
bilden seinen ,,Eigenraum™. 
Intervalle «,< «<a, einer reellen «-Achse bezeichnen wir mit 


(=) (=) 


4a = (aj,a%), wobei das obere oder untere der Zeichen + oder — 


‘ 








K. Friedrichs, Beitrage zur Theorie der Spektralschar. 55 


steht, wenn der betreffende Endpunkt hinzugehért oder nicht'). Ins- 
besondere ist ein Punkt x auch ein Interva!l (x , «”). 

Eine Spektralschar bestehe aus einer Schar von Projektoren EF 1 x, 
die den Intervallen 41 so zugeordnet sind, da sie die folgenden Eigen- 
schaften besitzen. 

1. Ist A'a 42a = A A*a der Durchschnitt der Intervalle A'«, 4? x, 
so ist 

EMoEA*« = EN Na; 
diese Eigenschaft ist gleichwertig mit 


{| EAxcEAn = Eda, 


| EA aE A? = 0, wenn A'a, A? fremd sind. 

2. Ist die endliche oder unendliche*) Summe der fremden Intervalle 

A'a, A®a,... wieder ein Intervall A «, 
Aa+ A*a+... = Aa, 
so gilt *) 
EAa+EA*a+t... = EAs. 
3. Es gebe ein Intervall («~,a*) so daB wird 
E(a-,a*) = 1. 


Fiir alle Intervalle 4 auBerhalb von (x~,«*) muB dann EF .1% = 0 sein. 

In dieser Fassung der Vollstindigkeit ist zugleich gefordert, dab das 
Spektrum beschrinkt ist, was fiir das Folgende ausreicht. 

In den Darstellungen der Spektraltheorie werden im allgemeinen nur 
die Spektralprojektoren angegeben, die zu den Intervallen («~.a*) ge- 
héren: Ex* = E(«~,a*), und die also von oben stetig sind; aus ihnen 
gewinnt man die Projektoren Ex = E(«~,a”), die von unten stetig sind 
und in Stetigkeitspunkten mit Z«* iibereinstimmen. Alsdann kann man 
die Projektoren beliebiger Intervalle gewinnen aus 

E (a},a5) = Eaj — Eat; 
leicht iiberzeugt man sich dann von den obigen Eigenschaften. 

Es sei nun (a) eine stiickweise stetige beschriankte komplexwertige 

Funktion; es geniigt, sie in (a, %*) zu definieren. Dann soll der Operator 
j g(a)Eda« 


erklart werden. 





1) x und «~ sind an Stelle von x + 0 und xz — 0 gesetzt. 


2) Dabei sollen in der unendlichen Reihe » 1'x alle Partialsommen auch 
v=1 


Intervalle sein. 


3) Die Summe der unendlichen Reihe J E.1'x ist im Sinne starker Kon- 
- x WA 
veigenz zu verstehen. 
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Es seien 4,a, 4,a,... endlich viele fremde Intervalle, deren Summe 
S A,a = (a ,%*) wird; «, sei eine Stelle in 4,«. Dann bilde man den 


Operator 
2» 7 (a,) EA,x. 


Fiir eine Folge von Einteilungen, fiir die die Maximalschwankung 6 
von g in den A,a gegen Null strebt, konvergiert diese Summe gegen 
einen Grenzoperator, unabhingig von der Wahl dieser Folge. Denn: 
Seien } A} a, SY Aja zwei solche Einteilungen mit den Maximalschwan- 


kungen 6,, de; so wird 
(= g(ai)EAia— ZS y (x3) E Aia)h 





- | £ (pa!) — g(a) BA} Ai ah 
= J \¢(a') — plap)| |B AP Aiah| = (6,4+-46,) L| EB A? Agh| 
= (5,+4,)|h|>0O- fir 46,6, +0. 


Nach einem bekannten Satz von Fr. Riesz gibt es also einen beschrinkten 
Grenzoperator, gegen den die Folge Xp (a,) Z A,« bei 6 + 0 konvergiert. 
Er heiBe 
j py (a) Edx. 

Man zeigt unmittelbar 

1. ¢, | (a) Eda + ¢, j 9, («)BEda = f (, P, (%) + €, py (a)) Bd x. 
Ferner gilt 

2. {ep (a) Eda p(2)Eda = | p(«) p(a) Eda. 
Diese Relation (Hilberts Vollstandigkeitsrelation) laBt sich, bei der ge- 
gebenen Erklirung von j y («) Eda durch einen stark konvergenten Grenz- 


prozeB, in besonders einfacher Weise ableiten. Sie folgt nimlich unmittel- 
bar aus: 


XL 9 (%)EA,a XS y(a,) EB A,n = Y p(a,) yp (a) E Aya, 


wenn man beachtet, daB nach Fr. Riesz das Produkt von zwei stark 
konvergenten Operatoren stark gegen das Produkt der Grenzoperatoren 
strebt. 

Insbesondere werde 


A= fakda 
gesetzt. Dann rechtfertigen obige Relationen die Definition 


p(A) = | p(a) Fda; 
denn es gilt: 


ne 
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1. Ist 
Cr Pi (%) + Cy Pg (%) = (C, Gy + Cy Py) (4), 
so 
= C, p, (A) + ¢, pa(A) = (€, Y, + Cy @y) (A). 
2. Is 
P(x) pla) = py (x), 
so 


p(A) p(A) = ¢ yA). 
Wir formulieren nun, weil wir im nichsten Paragraphen von ihm 
Gebrauch machen, den 
Spektralsatz: Zu jedem beschrinkten symmetrischen Operator A 
gibt es eine und nur eine Spektralschar EZ Aa, so daB wird 


A= fa Eda. 
Ferner den 

Vertauschungssatz: Ist der beschrinkte Operator B mit A ver- 
tauschbar, so auch mit dessen Spektralprojektoren E A «. 

Ist w(a) reell, so ist m(A) auch symmetrisch. Man kann leicht die 
Spektralschar von ~(A) aus der von A gewinnen. Wir wollen uns hier damit 
begniigen, (a) als stiickweise*‘) monoton und stetig vorauszusetzen, so daB 
die «-Menge, in der g(a) in einem Intervall der g-Achse liegt, eine endliche 
Summe von Intervallen ist. Wir wollen allgemein der Summe von Inter- 
vallen auch einen Projektionsoperator zuordnen, nimlich: die Summe der 
Projektoren der fremden Summandenintervalle. Es gilt dann das 

Lemma: Sei (a) reell, stiickweise monoton und stetig in (a, «"); 
sei jedem Intervall A m der q-Achse die endliche Summe fremder Inter- 
valle X A,« zugeordnet, in denen (ax) monoton ist und Werte aus A » 


annimmt. 
Ist dann E, 4a die Spektralschar des symmetrischen beschrankten 
Operators A, so ist 


Evin 4 = ES A,a = DE A,« 


die Spektralschar des Operators (A); dabei wihle man ,@ als untere 
und obere Grenze von g(a) in (« ,@”). 7 

Beweis. Zunichst stellt man unmittelbar fest, daB die so definierten 
E,.1, 4 » wieder eine Spektralschar bilden. 

Sodann identifiziere man {p Ey 4d p mit [p(«)E,da. Sei zu dem 
Zweck SY A,gp = (9 ,@) eine Intervalleinteilung der gy-Achse, Y A,, 


die zugehérige Einteilung der a-Achse; «,, liege in A,,%, gy, in A,Q; 


+) Es sei (o-, @*) eine Summe von endlich vielen Intervallen, in denen g(x) 


monoton und stetig ist. 











- 
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6 sei die Maximalschwankung von g(a) in den J,,«, also nicht gréfer 
als die Maximallinge der J,p. Dann ist 


» G: Egiay As f= > p Ex Ave 


und 


(2p. Byia Arp — Ey (tee) Ba Area) h) =| 3 (ys — 9p (a2)) Ba Ave h)| 


| 
¥W% 


< OS\|E,Aveah| = d|h| +0 fir 6 +0. 


Daraus folgt fiir 6 + 0 
\9 E,.ado = fg (a) E,da = (A). 


§ 2. 
Unitiire Operatoren. 

Ein Operator U’ hei®t unitiir, wenn er intakt und langentreu ist; 
d.h. wenn er beschriinkt ist, eine beschrinkte Reziproke besitzt und 
|\Uh\| = \h| erfiillt. 

Aus jedem symmetrischen beschrinkten Operator B kann man in 

U =e 
einen unitéren Operator gewinnen; Wintner hat gezeigt, daB jeder unitiire 
Operator sich so darstellen laBt. Dabei ist B dann eindeutig bestimmt, 
wenn das Spektrum von B z. B. auf (— 2*, 2*) eingeschrinkt wird. Es 
ist also zu beweisen: 

Satz 2.1°). Zu jedem unitaren Operator U gibt es genau eine Spektral- 
schar Ey, AB mit Ey, (—2*, 2‘) = 1, so daB wird 

on je*Epdp = eh, 
E, Ap heiBe dann auch die Spektralschar von U. 
Nun lat sich jeder unitire Operator U darstellen als 


U=V-+ihR, 
wo V und W beschrankt, symmetrisch, miteinander vertauschbar sind und 


der Relation 
V’+W=1 


geniigen; man setze namlich V = > (0+U") W= § (U —U~') und 
beachte, daB U'' = U* zu U adjungiert ist. 


Wir wollen zeigen, wie sich die Spektralschar von U' unmittelbar 
aus denen von V und W ergibt. 


®) Vgl. Wintner, v. Neumann, Bochner. 
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Zunichst werde angenommen, U sei als U = e!* dargestellt. Dann wird 
V = cos B = [cosPEydp, W =sin B = { sinB Ey, d 8. 
Die Spektralscharen Ey An, Ey Av von V und W lassen sich dann nach 
dem Lemma aus £, 4f berechnen. 

Um uns bequem ausdriicken zu kénnen, wollen wir vorbereitend 
einige Bezeichnungen einfiihren. 

Zwei Werte 8 werden als gleich angesehen, wenn sie sich um 27 
unterscheiden; damit fallt die EKinschrinkung — 2 <6 < 2 fort. Jedem 
Intervall 18, 4, Av ordnen wir zu als A/f(f), Af(u), Afr) die 
Wertbereiche der Funktion / in Af, Ay, Ar. Insbesondere sei stets 
A cos 8 = An, Asinf = .\r gesetzt. 

Nunmehr stellen wir auf: 

Satz 2.2. Sei ein unitarer Operator cargestellt als 

C=e8b = {e* Ey, dp, E(—2x*, 2*) = 1. 
Seien Ey Au, Ey Ar die Spektralscharen von 
V = cos B = [ cospE,dp, W = sin B= {sinp£ydp. 
Sei 4 ein solches Intervall, daB zwei Punkte aus ihm einen Abstand 
kleiner als a besitzen; seien Aye = Acosf, Ar = Asinf die Werte- 
bereiche von ” = cos f, vy = sin in ihm. Dann ist 
E, (4B = Ey tu Ey Ar. 

Beweis. Die £-Bereiche, in denen »« = cosf, r = sing Werte 
aus Jw, My annehmen, sind 18 + 1(—f), 1p — 4(a—f). Nach dem 
Lemma ist also 








AY 

Ey Aw = E,y(Ap + 1 — £), 

Ew Av = Ey(Ap + An — Pf). sap] 
Nach der Annahme iiber 1 ist der Durch- g.z 
schnitt von Bea 

ApB+A—fB und AP+An--fp ‘ 

gerade AP selbst. Damit folgt die Be- ™ 
hauptung. Fig. 1. 


Beweis von Satz 2.1. 

Der Satz 2.2 legt nun nahe, wie die Spektralzerlegung eines belicbigen 
unitiren Operators ’ = V +1iW auf den Spektralsatz fiir beschriinkte 
symmetrische Operatoren zuriickzufiihren ist. Es sei also angenommen, 
da8 zu dem Operator V, W Spektralscharen By Ap, Ew Av bekannt sind 
mit") Ey(— 1. I*) = 1, Ew(— 1°, 1°) = 1, so daB wird 

V=|ubyde, Wa [rEwdr. 


*) Die Schranken + 1 folgen aus V? + W? = 1. 
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Wir fiihren nun die ,,Teilbereiche“ 


A*p=(0'7,2), AB=(—2',0) und AB 
bestehend aus f = 0, 8 = a ein. Liegt dann A in einem Teilbereich, 
so setzen wir 
EAB = Ey Ap Ey Av; 
sonst zerlegen wir 
Ap = 4 AB+ A AB+ A°AB 
und setzen 
EAB = EA AB + EA AB + EA AB. 
Wir behaupten nun, da die so definierten Projektoren EAB eine 
Spektralschar bilden, derart, daB wird 


U = fe? Bdp. 

1. Man beachte zunichst: Da V, W vertauschbar sind, sind es auch 
die Ey Au, Ew Av. (Vertauschungssatz). 

2. Es gilt 
(1) EAB EAB = EAf, 
(2) EA,p EA,p = 0, wenn 4,8, A,f fremd sind. 

Denn: Liegen zunichst Af, 4,8, 4,8 im selben Teilbereich, so 
folgt (1) unmittelbar, (2) daraus, daB mit 4,8, A,f auch A,mu, A, fremd 
sind. Liegen 4,8, A, in verschiedenen Teilbereichen, so folgt (2) daraus, 
da8 A,v, A,v fremd sind. Danach ergibt sich (1), (2) allgemein. 


3. Bevor wir die Additivitat von Z Af nachpriifen, beweisen wir 
die Relation 


(3) Ey Au = EyAu Ew (4 v+ 4— »). 
Es ist namlich nach dem Lemma Ey(4u-+ 4 — yp) der Spektral- 
projektor von V* auf dem Intervall 4’, Ey (4»+ A — vr) der Spektral- 
projektor von W? auf dem Intervall 4 »* oder von 1— W? auf dem 
Interval] A(1—»*). Nun ist 1 — W? = V* und A(1 —»’) = A(1 — sin’ £) 
= Acos*f = Ay*; und da die Spektralschar eines Operators, hier V’, 
eindeutig bestimmt ist, folgt 
(4) Ey(A4u+ 4 —p) = Eyw(4v+ 4— »). 

Durch Multiplikation mit Ey Ay entsteht (3). 

4. Additivitét. Es geniigt, die Additivitat fiir Intervalle desselben 


Teilbereiches zu beweisen. Es seien 4,f, 4,8 zwei fremde Intervalle im 
selben Teilbereich; dann sind auch 4,4 und A,y fremd und es ist 


(4,¥+ A, v)(4,»+ 4, — ») = A,v, (4, 9+ A,r) (4, 9+ A,— ») = Ay. 
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Es folgt dann 
E(4,B + 4,8) = Ey (4,4+ A,u) Ew(4,» + A, ») 
= Ey A,u Ew (4, + A,r) + Ey Ayu Ew (A,v + A,r) 
und nach (3) 
= By Aju Ew (A,v + A, — v) Bw (A,v + A,r) 
+ Ey Ayu Ew (A,v + A, — v) Bw (4,» + Ayr) 
= Ey A,u Ew A,v + Ey Ay Ew A,r 
= FA,B+ EA,f£. 
Damit folgt die Additivitaét fiir endliche viele fremde 48 aus demselben 
Teilbereich 


2 EAB =E 24.6 = Ey 2 4on Ew 2 A,v= (2 Ey At) (2 Ey A,). 
Nach dem oben erwahnten Satz von Riesz folgt dann in der Grenze 
die Additivitat fiir unendliche Summen. 
5. Vollstandigkeit. Es ist nach Definition 
E(—2'*,2)=EyA wEy A v+ Ey A why Atv4+ By Ap ky Ay; 
dabei ist z. B. 4° 4 = A* cos der Wertebereich von ~ = cosf in A* 8. 
Es ist aber 
A p= Atp=(—1,1), 44 = (-1,-1)4+(1,1, 
aAvy=f4*-—-y, Av= f4-»; 
so entsteht nach (3), da 4~ — r fremd zu A” y ist, 
E(— 2,2) = EyA*u+ Ey Ap = Ey(—1,1*) = 1. 
6. Mit dieser so gewonnenen Spektralschar EZ Af bilde man 
B= { pede, cos B und sin B. Dann ist zu beweisen 
V =cos B, W =sin B. 
Zu dem Zweck geniigt es zu zeigen, daB Ey Au und Ey Ay die Spektral- 


scharen von cos B und sin B sind. Es sei Ay irgendein Interval! aus 
—1s 4551; wir bilden den Wertebereich 
A* AB + A AB+ A° AB, 
in dem u = cosf Werte aus 4m annimmt, und beachten: 
AtAu= 4 Ap, A*Au+ A Ap= Ap, 
4A Av=AM*4-»y, AAv=fAA-». 
Dann wird der Spektralprojektor von cos B auf Ay nach dem 
Lemma 
EA ABiEA AB+ EA° AB 
= Ey A ApEy 4 Av+ Ey A ApEy A Av+EyAo An Ey A Av 
= Ey A* AuEy(4* A4v+ AA — v)4+ Ey Ao Ap Ey(4° Av4+ f° A — ») 
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und nach (3) 
= Ey A An +E, A°Ap = Ey Au. 
Ebenso zeigt man, indem man (4) benutzt, daB Ey Av Spektral- 
projektor von sin B ist. Damit ist der Beweis geschlossen. 
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Sur les solutions périodiques et les extrémales fermées 
du calcul des variations. 


Von 


A. Razmadzé f. 


Introduction *). 
Ce fut Poincaré qui le premier eut l’idée de rechercher dans ses 
,»»Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste“ le cas ot une ligne 
extrémale fermée pourrait fournir pour |’intégrale de la forme 


ty 
J= { F(z, y, v, y')dt 
hh 


une valeur plus petite que les autres lignes fermées voisines. 

On lui doit une proposition célébre concernant les conditions de 
extremum fort dont voici l’énoncé: 

Si €, est une ligne extrémale fermée, € une ligne voisine fermée 
faisant (n+ 1) fois le tour de €,, alors pour que le minimum soit 
réalisé, il faut et il suffit que !’on ait 


(P) Je > (n+ 1)Je,. 








*) Andria Razmadzé ist 1890 in Tschenschi (Georgien) geboren. Er erhielt 
1906 das Reifezeugnis der Oberrealschule in Kutais, deren. vier letzte Klassen er 
innerhalb von zwei Jahren absolviert hatte. Von 1906 bis 1910 studierte er an 
der Universitit Moskau und machte nach Beendigung seines Studiums mehrere 
Reisen nach Westeuropa. Er hat sich damals der Variationsrechnung zugewandt 
und unter anderem mehrere Monate in Breslau mit C. Carathéodory gearbeitet. 
Er habilitierte sich 1917 in Moskau. Razmadzé hat mit einigen anderen Ge- 
lehrten die Universitat Tiflis gegriindet (1917) und war der erste, de? in Georgien 
héhere Mathematik gelehrt hat. Auch die georgischen Fachausdriicke stammen von 
ihm, und er hat in dieser Sprache mehrere Abhandlungen und Lehrbiicher verfaBt. 
Nach dem Kriege lebte er mehrere Jahre in Westeuropa und erwarb 1925 in Paris 
den Doktortitel. Seine Dissertation ,,Sur les solutions discontinues du calcul des 
variations“ ist in Math. Annalen 94 veréffentlicht worden. Friihere Arbeiten von 
ihm, ebenfalls tiber Variationsrechnung, finden sich in Annalen 75 und 84. Im 
Jahre 1929 ist er an einer akuten Krankheit plétzlich gestorben. 

Die obige Arbeit ist kurz vor seinem Tode verfaBt worden. Sie ist in manchen 
Teilen unnétig kompliziert. Ich habe der Redaktion der Math. Annalen trotzdem 
zu ihrer Veréffentlichung geraten, weil sie sehr interessante Resultate enthalt, 
durch welche die Theorie der geschlossenen Extremalen in der Ebene zu einem 
AbschluB gebracht wird. C. Carathéodory. 
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On en tire un résultat d’une portée essentielle que voici: 
En partant du point P, (t,) de l’extrémale fermée dans sa direction 
extrémale, non seulement on ne doit pas rencontrer son foyer conjugué 
en un seul parcours de la ligne €,, mais on ne doit rencontrer aucun 
foyer conjugué si le point P, décrit cette ligne en général (n + 1) fois, 
quelque grand que soit n. 

La condition de Poincaré est absolument générale. Elle est diffi- 
cilement applicable dans la pratique. L’inégalité (P) n'est au fond que 
lénoncé de la question des conditions nécessaires et suffisantes pour que 
extremum soit réalisé par une ligne extrémale fermée. Cette circon- 
stance fit apparaitre un assez grand nombre de travaux qui ont eu le 
but de donner des conditions de l’extremum moins générales que celles 
de Poincaré mais d’une application plus commode. Les principaux résultats 
acquis dans cet ordre de recherches sont dus & M. Hadamard, a 
M. Whittaker, 4 M. Tonelli et & M. Carathéodory. 

Afin de simplifier la résolution du probléme posé, M. Hadamard 
dans ses Legons sur le Calcul des Variations rapporte les points voisins de 
l’extrémale fermée 4 un systéme de coordonnées curvilignes (z, y) tel 
que l’axe des x soit l'image de l’extrémale fermée parcourue un nombre 
infini de fois et qu’en outre cette représentation soit périodique. On 
peut toujours prendre cette période comme unité, ce qui ne diminue 
évidemment pas la généralité, et par conséquent, considérer comme équi- 
valents deux points ayant méme ordonnée et dont les abscisses différent 
d’un nombre entier. 

Le probléme proposé est donc équivalent a celui-ci: 

Soit { (x. y, y') une fonction des trois variables x, y, y' satisfaisant aux 
conditions connues de la régularité et en outre a Véquation 


fe+Lyy=f(ayy) 
pour toutes les valeurs finies de x. Soit en outre donné l'ensemble M de 
courbes admissibles joignant les deux points P,(0,k), P,(1, k) et qui sont 
situées a Vimtérieur de la région \y| < @ entourant Vaze des z. 
Il s'agit de trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
Vintégrale 


1 
J= ji, y,y)dz 
0 
prise le long de Vintervalle 0 = « <= 1 de laze des x ait une valeur plus 


petite que le long de toute autre courbe de Vensemble M. 


A aide de la seconde variation de l'intégrale J M. Hadamard a fait 
connaitre une condition suffisante pour que l’extrémale périodique (0,1) 
fournisse un minimum 4a l’intégrale J. En s’appuyant sur cette condition 
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devenue classique il en tire d’une maniére élégante la condition de 
labsence du foyer conjugué dont on a parlé ci-dessus. M. Hadamard 
affirme en outre sans démonstration que ,,d’une maniére générale |’absence 
du foyer conjugué est (en y adjoignant, bien entendu, la condition de 
Weierstrass) une condition nécessaire et suffisante pour l’extremum“. II 
est évident qu’il s’agit ici du cas particulier considéré par M. Hadamard 
qui ajoute ,,qu’un cas échappe 4 son analyse, celui ou |’équation aux 
variations (Jacobi) présente une intégrale périodique qui ne change pas 
de signe“. 

A la suite des travaux de M. M. Poincaré et Hadamard, M. Radon, 
aprés avoir démontré dans son article ,,Zur Behandlung geschlossener 
Extremalen in der Variationsrechnung“ ') que la condition de M. Hadamard 
est suffisante, montre par la méme voie qu’on peut étendre les résultats 
de M. Hadamard au cas de I’intégrale 


1 
JP C2. Yas Yar +s Yur Yio Yas oes Ynder 


L’étude des extrémales fermées est non seulement trés importante 
pour le calcul des variations, mais elle présente en outre un intérét véritable- 
ment exceptionnel pour certaines questions de la mécanique céleste. En 1902 
M. Whittaker fit imprimer dans les ,,Monthly Notices R. A. S.“ un travail 
intitulé: ,,On periodic orbits‘ ot il donne l’énoncé d’un remarquable 
critére d’existence des orbites périodiques. Mais M. Whittaker commet 
quelques erreurs de raisonnement qui ont donné naissance plus tard a de 
sérieuses objections. Et en effet dans les deux notes insérées dans les 
Rendiconti della R. Accademia dei Lincei de 1912: ,,Sulle orbite periodiche“ 
par M. Tonelli et ,,Sul teorema di Whittaker“ par M. Signorini, ces deux 
auteurs aprés avoir signalé les objections que l’on doit adresser aux 
raisonnements de M. Whittaker ont démontré rigoureusement, indépendam- 
ment l’un de Il’autre, le critére de Whittaker mis sous forme précise. 

Enfin nous devons signaler un mémoire intéressant de M. Birkhoff 
inséré dans les ,,Transactions of the American Mathematical Society“ de 
1917 ot il s’occupe du cas de Whittaker et en outre de la recherche des 
orbites périodiques irréversibles correspondant A lintégrale de la forme 


las | (p(x, y) + a(x, y) 2’ + B(x, y)y'\ ds, 


is 
g étant une fonction essentiellement positive et s l’are de courbe. 
M. Birkhoff a donné un critére analogue 4 celui de Whittaker et en 
outre il fait apparaitre pour la premiére fois l’interprétation géométrique 
du critere de Whittaker. 


1) Abh. Mathem. Semin. Hamburg 1, 8. 195. 


Mathematische Annalen. 119. 
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Nous laisserons de cété d’autres recherches intéressantes sur les 
extrémales périodiques et nous passerons immédiatement 4 |’important 
mémoire de M. Carathéodory ,,Uber geschlossene Extremalen und periodische 
Variationsprobleme in der Ebene und im Raume‘, inséré dans les Annali 
di Matematica de 1925. 

L’éminent géométre y annonce un fait de haute importance, a savoir 
que l’absence du foyer conjugué de l’extrémale fermée n'est pas en général 
suffisante, ce qu'il démontre par l’exemple de l’intégrale 


1 


T1y 
iL: Y dz 


yl+y* 





Et en effet on voit facilement que le minimum de cette inté- 
grale n’est pas réalisé par l’extrémale périodique (0,1) malgré |’absence 
compléte du foyer conjugué sur cette ligne. En aucune fagon par consé- 
quent Ja condition de l’absence du foyer conjugué ne peut étre considérée 
comme suffisante. La difficulté ainsi soulevée est fondamentale. 

La nouvelle question 4 laquelle nous sommes conduits est donc la 
suivante: Quelles conditions doivent étre satisfaites, outre celle de 
absence des points conjugués, pour que le minimum soit réalisé par 
l’extrémale périodique (0,1)? 

M. Carathéodory ne donne la solution de cette question que pour 
un cas particuliérement intéressant, 4 savoir lorsque |’enveloppe du faisceau 
des extrémales issues de l’origine et voisines de |’extrémale périodique (0,1) 
ne traverse pas l’axe des z et a ce dernier pour asymptote. En outre 
il suppose dans son mémoire que la fonction /(z, y, y’) est positive, ce 
qui diminue évidemment la généralité. 

Dans ce travail nous nous proposons de résoudre le probléme posé 
dans toute sa généralité. L’étude systématique des cas possibles des 
extrémales périodiques nous a amenés aux points critiques de différents 
ordres outre ceux des points conjugués classiques. Nous verrons bientét 
que la présence ou l’absence des points critiques nous apporte la résolution 
compléte du probléme. 

Nous divisons l’exposé en six chapitres. Dans les quatre premiers 
nous développons les conditions nécessaires et suffisantes pour le cus 
possible des extrémales périodiques. Le cinquiéme chapitre sera consacré 
& la démonstration rigoureuse du théoréme de Poincaré cité plus haut. 
A la fin de cet exposé nous donnerons deux exemples simples de ce 
genre de problémes dans le but unique de vérifier toute la théorie. I] ne 
sera question dans ce qui va suivre que du premier des deux extrema: 
minimum et maximum. 
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[. Formules préliminaires. Une condition suffisante. 

1. Nous admettons tout d’abord que les conditions nécessaires du 
minimum ordinaire soient vérifiées: 

1°. Les conditions de Legendre et de Jacobi au sens strict pour 
Vintervalle (0,1) de l’axe des z: 

fy y(z,9,0)>0; 1< az 
zi étant l’abscisse du point conjugué de |’origine. 
2°. La condition de Weierstrass pour le méme segment: 
E(z,0,0.97) >0, —-we<pP<+o. 

Nous supposons en outre que la condition suffisante pour le minimum 
ordinaire est vérifiée dans le méme intervalle. 

2. Soit o un nombre positif et k une quantité assez petite. Toute 
courbe admissible de comparaison joignant les deux points A (0, k), B(1, k) 
et située tout entiére dans le rectangle 

O<2<1 -oSy<oe 
est représentée par une équation de la forme 
(€) y = (2) +k, 
la fonction »() satisfaisant aux conditions de la régularité et en outre 
aux conditions suivantes 
4 (0) = 4(1)= 9, |n(z) +k <o. 

En comparant |’intégrale J prise suivant |’extrémale périodique €, (0, 1) 

avec la méme intégrale prise suivant une courbe voisine €, on aura*) 


1 1 
Ke / d 
AJ = J¢ —Jé, = y | fvlal de a E| (te -—At) nae 


(1) ; 5 0 
+. ; | (fyyn? + 2 fyy nn’ +tyy *)\dx+A “[n, ks, 


A étant une fonction de 7, k qui conserve une valeur finie. 
En posant d’abord 7 (x) = 0, on en tire |’inégalité suivante nécessaire 
pour le minimum 
1 


(2) (fy(z]dc > 0. 


. 
“ 





L’interprétation de cette condition est évidente. 
Prenons la famille de droites paralléles 4 l’axe des « 
et voisines de lui dans l’intervalle 0< <1 ou 
bien la famille des lignes fermées qui leur correspondent et qui sont 
voisines de lextrémale fermée. C’est & la condition (2) que nous 


Fig. 1. 





*) Nous désignerons par la suite /[a] = /(z, 0, 0), f(z] = fy (% 0, 0), ete. 
5* 
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conduits la comparaison des valeurs de |’intégrale J prise suivant les 
lignes de cette famille & la valeur de la méme intégrale prise suivant 
l’extrémale périodique (fermée). 

3. Nous allons maintenant former la famiile de courbes extrémales €, 
(courbes d’Euler) passant par les points (0, k), (1, &) et contenant |’extré- 
male périodique (0,1) pour k = 0. Soient 
(3) y = G(a, a, B) 

Yintégrale générale de l’équation d’Euler f/f, — aly =0,et a=, 


B = B, les valeurs de a, 8 correspondant a |’extrémale périodique (0,1). 
On trouve les valeurs de «8 pour la courbe €, du systéme de deux 
équations 
(k) k=G(0, 4,8), k =@(1,, A), 
qui sont vérifiées pour « = a,, 8 = B,. On démontre facilement d’aprés 
la condition de Jacobi que ces équations admettent un systéme et un 
seul de solutions 
a=a(k), ~ = B(k) 
qui tendent respectivement vers «,, §,, lorsque la variable k tend elle- 
méme vers zéro. En portant ces valeurs dans la formule (3), on aura 
l’équation de la ligne €, 
(4) y= g(z,k), Ol tZ1, |k| <Q 
ou par o(z, k) nous désignons 
p (x, k) = G(x, a (k), B(k)). 

La famille (4) forme un champ ou faisceau spécia] qui joue un réle 
important dans le travail de M. Hadamard, cité dans |’introduction. 

Nous allons maintenant calculer y,(z,k). En dérivant la derniére 
identité on aura 


dx _4[adB 
gx (2, 0) = G,[z] (sel, Gs (21(Fil,- 
En portant dans cette équation les valeurs de ore 4 tirées du 
systéme (k) on trouvera facilement 


JS(x,1) — J (2,0) 
P;. (2, 0) _ 4 (0, 1) 





ot par A(z, z,) nous désignerons une intégrale de |’équation aux variations 
du probléme, qui admet le zéro z = 2, et qui vérifie en outre la con- 
dition A(z, z,) = — A(z,, 2). Posons pour la suite A(z) = ,(z, 0). 
Alors d’aprés la derniére formule on aura 

d d , 
(5) fy ya] <7 dz fuy [x]} I (2) = dz thay [x] A (z)}, 


A(0) = A(1) =1. 





en a te 
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4. Reprenons maintenant la valeur de 6*J donnée par la formule (1). 
En y substituant 4(z) = k{ A(x) — 1}, on trouvera 


I =F tyyl0ll4'(l) — 4’(0)) + BR, 


d’oi l’on déduit la condition de M. Hadamard nécessaire pour qu’il y ait 
extremum 


(6) A'(1) — 4'(0) > 0. 


On en tire que la fonction A(x) ne peut s’annuler pour aucune 
valeur (positive ou négative) de z et par conséquent la condition de 
Jacobi (l’absence du foyer conjugué) doit étre vérifiée dans |’intervalle 
—-eo< t<+o. 

5. Nous allons maintenant établir une relation entre les conditions (2) 
et (6). Dans ce but envisageons |’identité (5) qui pourrait s’écrire sous 
la forme suivante 


tevlel— A by lel = ata & (tv tel $4}, 
ou bien encore 
tool2l — gefov C2) = by yl2l(Z) + ae rv lA Fes 


En intégrant les deux membres de cette égalité, om en tire, & cause 
de la périodicité de la fonction /, la formule suivante 


1 1 
1) | feelaldz = fy y (0) (40) — 40) + | fy tal Sede 
0 0 

En tenant compte de cette identité, on trouve immédiatement que 
si la condition (6) est vérifiée au sens large, la condition (2) sera vérifiée 
en général au sens strict: l’égalité dans cette derniére condition n’aura 
lieu que pour le cas particulier 4(z) = const. Donec la condition (6) 
entrainera toujours la condition (2). 

La réciproque n’est pas vraie en général. I] y a cependant 
avantage 4 considérer tout d’abord la condition (2) qui est d’une appli- 
cation trés facile. Ainsi si la condition (2) n’est pas vérifiée il en sera 
de méme de la condition (6). Mais méme si ]’on a 


{feelzld2 =0 


on peut étre sir que |’extremum ne sera pas non plus réalisé dans tous 
les cas ot A(z) n’est pas constant. 
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Exemple: 
1 
J= fy” + y’ cos 2az)dz. 
0 


L’équation d’Euler comme celle de Jacobi est 
y’ —ycos2ar=0 
d’ot l’on voit immédiatement que la fonction A(z) n’est pas constante. 
D’autre part 
1 1 
{fu (zldx = 2 { cos 2aadz = 0. 
0 0 


Donc le minimum de l’intégrale J n’est pas réalisé par |’extrémale 
périodique. 
6. Reprenons maintenant le champ (4). Soit 
k = k(z, y) 
la solution de |’équation (4) par rapport & k. Les dérivées partielles de 
cette fonction ont pour expression 
Ok =n (2, k(x, y)) Ok _ 1 


dz (ze (zy)? OY (= R (zy) 


Le coefficient angulaire de la tangente au point (2, y) & la courbe €, 
du faisceau passant par ce point s’exprime ainsi 


Pp (2, y) — P2(2, k(z, y)). 
I] est évident que cette fonction est continue ainsi que ses dérivées 


partielles. En dérivant cette fonction par rapport & y on trouve d’aprés 
les formules précédentes 





an Sea’ *), 
(8) Pole 9) =o eB 
et par suite 
MV 
(8,) py (z, 0) = +). 


A(x) 

7. Ceci posé, nous allons maintenant démontrer que la condition (6) 
prise au sens strict est suffisante pour que le minimum de |’intégrale J 
soit réalisé par l’extrémale périodique €, (0,1). En effet, considérons 
une ligne du champ (4) 

(€,) el (z, k) 
joignant les points A(0,k), B(1,k). Alors pour le minimum il suffit 
qu’on ait 

1 


(9) AJ = {f(z, 9 (2k), pe(z,k)) —f(2,0,0)} da > 0 


0 
pour des valeurs de k suffisamment petites. 
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En joignant les points extrémes A, B par la paralléle 4 |’axe des z, 
on trouvera d’aprés le théoréme de Hilbert 














1 h 
Je, 7 (f(x, k, p(x, k)) } rae 8 
— p(x,k) fy (z, k, p(x, k))) dx yeh A(z) 
et par conséquent 
— ; od ' o 
(10) 4d =| B(e, k)dz. Fig. 2 


ou par E(z,k) nous désignons la fonction suivante analogue 4 celle de 
Weierstrass : 


E(x, k) = f(x, k, p(x, k)) — f(z, 0, 0) — p(a, k) fy (x, k, p(x, k)). 


En développant cette fonction suivant les puissances de & on aura 
d’aprés la formule (8,) 


B (a, k) = kA ty [2] + lfyel2] — pty f2l| + 4B, 


A étant une fonction qui conserve une valeur finie dans le voisinage de 
k=0. En intégrant les deux membres de cette égalité, il vient 
} } 
k2 A’? — 
(10,) Ad =F | tevtelde — | Shy ylelda| + ae 
0 0 


D’aprés (7) on aura donc 
AJ = * fy y{0](4' (1) — 4'(0) +# A 


et, par suite, la condition (6) prise au sens strict est suffisante. 

Il nous reste maintenant a étudier le cas A’(1) — A’(0) = 0 dont 
la discussion est plus délicate. Nous allons tout d’abord établir quelques 
formules générales dont on se servita ci-aprés pour la recherche des con- 
ditions nécessaires et suffisantes correspondantes. 


II, Formules générales, 


8. Il nous sera trés important de connaitre tout d’abord le développe- 
ment de la fonction p(z, y) suivant les puissances de y. Nous admettons 
que les dérivées d’ordre supérieur par rapport 4 k des fonctions (z, k), 
@; (x, k) existent et qu’elles sont continues dans le champ (4). 

Posons 
1 Pax (% *) _ Pyn (2, ke) 


AK oh ~~ oan’ oak 
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Alors on a 
Oo, _ Ow, a dw, =o — 
DE = — @, Ds, Be Mg Shs ++ +s EE n+1 3“n 


En tenant compte de la formule (8), on trouvera 











Pols 9) = a re Pv (@, y) = 0 5 aa? Py (ts y) = wF (3 - 30,57), 
pyle, y) = w} (5% 60,2 — 40, 2% + 1503 2%), 
Pvt, 9) = wf (G2 — 100, 5 + 450 - — 100, 2% + 600, a, 9% 
— 5a, bo + 105 ws) 


Dans toutes ces aca on passe d’une dérivée & la suivante par 
la formule de récurrence 
Op, n— a 
ad ol 


D’une maniére générale, il est visible d’aprés la loi de formation de 
ces dérivées partielles, qu’on a 


Ow, nin—1 Ow, _ Oa 
Py" n(z, y) = on {2 ( ; dow, = 1 ee at 








+ (—1)"-3-5...-(2n—3)o3-2 1. 
Introduisons maintenant les notations 
1 
Pp, (x) = A(z) p,(z, 0), P, (x) _ oT A* (x) py2 (x, 0), seo 


(11) 
Pa(z) = +, A*(2) pyn (2, 0). 


Dés lors on aura le développement suivant 
oe — rae 
P(®, 9) = Bip Pal2) + iggy Pale) + --- + Gi Pa@) +. 
En substituant y = k A(z), il vient 
(12) p(x, kA(x)) = kp,(z) + kp, (xz) +... +k" p,(z) +... 
C'est & cette formule qu’ il sera souvent fait appel dans la suite. 
9. Reprenons maintenant |’inégalité (9) au sens large qui est néces- 
saire pour le minimum: 
1 
AJ =| (f(z, p(a, b), ela, k)) — f(x, 0, 0)} dx > 0. 
Joignons les points extrémes A(0,k), B(1,k) par la courbe y = k A(z) 
(fig. 2). En appliquant la formule de Hilbert on aura 


Ad = [H(, k)da 
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ot par H(z, k) nous désignons Ja fonction suivante analogue 4 celle de 
Weierstrass : 
H (x, k) = f(x, kA, p(x, kA)) — f(z, 0, 0) 
+ (kA’ — p(x, kA))fy (2, kA, p(x, k A)). 
Proposons-nous de développer H(z, k) suivant les puissances de k. Tout 
d’abord, d’aprés la formule de Taylor, on a 
H(z, k) = f(x, kA, kA’) — f(a, 0,0) —P—*4" j,,, (2, kA, kA’) 


(n—1) (p—kA'" 7, is 
a ip fy (2, kA, kA’) — .... 





Posons pour abréger 


7] 0 (n) 
(35 Px a 5 ay’ Pre) f(z, ?; Pz) = Val, 


(x Pr + ~ Pee)” f(x, P, ve)} _, = Vet. 


Le développement de la différence des deux premiers termes de 
H(z, k) est identique 4 celui que fournirait la formule de Taylor 


He, kA, kA’) — f(z, 0,0) = kr t+ Evite... +E rsts+.. 


L’ensemble des termes suivants du développement de H(z, k) peut s’écrire 
sous la forme suivante: 


(pp, + Bp, + fy [2] + RPE fy y + hyy +. | 
Ont Prt oF Uys + RPE ys 7, a0 bly + 


1 
2! 
2 
i. 


"1p, + Pp, + {fy 2) + BPE fyn + raMilys +... 


En réunissant ensemble tous les termes qui sont divisibles par une 
méme puissance de k on obtient un développement de la forme: 


PEAT hoy (0, kA, kA’) 








+ ROSEY |, (ak Abd’) +... + SPH EY po, kA, RA +... 


= He + + + tt .. 
ou 
1 
a _ 5) Pty y [2], 
1 
a =a (piVi fy y + 2PsPsty y [z]}, 


rn 1,1 ; _ 
-— la DEVS fy’ y+ 2 Py DsV3 by y + (Pi +2 P,P) fy {z]] + 5 Pi fy [a] 
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et d’une maniére générale, d’aprés la loi de formation des coefficients, 
on a 
My 


ee eS 
nto I 


aaa Pi? n—alyy + Gay lPaPe + PoP PS —shyy+-- ; 


_ +k= 
+0 iiyy z PePe + tyy 2) ‘z "pi Pa| 4 
[ean PiPs—ol rhs fale] & pvpspa 
+3le—ei?! n—6lya+-.. +Vi fys Peps Pat yale  DePs Pr 


rm 


+. + ae R,, : 





ol 
R. = _ | Palyr[z] lorsque n = 2r 
\pyV°fys + rpy-'pefyr[z] lorsque n = 2r-+ 1. 
En tenant compte de toutes ces formules on en déduit le développe- 
ment de la fonction H(z, k) suivant les puissances de k que voici 


0 ' kt 0 ke 0 i kt 0 
(13) A(z, k) =kV°¢ +s Vit+sVst+GVit—u)t+... 
+5 (84 by) +... 


Il s’agit done de chercher les 7{/. Dans ce but nous allons calculer les 
expressions de la forme 


D,f = Per Pale + Prez Vaty 
qui vont jouer dans la suite un réle trés important. 
10. Partons de lidentité bien connue 


(14) Vite = Wily). 


En multipliant les deux membres de cette égalité par g,, et en 
ajoutant ensuite g,,2V, fy, on trouvera 


d 
(15) Df = Per V, ty + Pere V, ly = ym [Pre V sty). 
Envisageons maintenant la fonction 


’ d ’ 
P(Y) = fyy¥ + hy Y — az lh Y + fyy Y’}. 


D’aprés la formule (14) on peut encore |’écrire 


ld ” 
(16) ¥(Y)= — Ve qz (F Pr — Y Oez) fy y') 
et par suite 
Aw. 
(17) Y (gar) = — 0, + [gt 5 fy). 


Cela posé, différentions l’équation (14) par rapport a k, alors d’aprés 
la derniére égalité on a 


(18) Pate = fo Wrlyl tone [ ot 2 fyy], 
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d’ot l’on trouve immédiatement 


Ow 
Dit = Foxe afy) t+ org [98 3 ty}: 


| Pour trouver maintenant D,/, différentions l’égalité (18) par rapport 
a k, ce qui nous donne 


Vly + 2[pexV, luv t+ Pree Vv, fev] 
—— d V 4 2 d d po 
—_ ail sty] , Ta Pee Vibe + Pree V ify y] — 0,0, 5-| 9 > ty | 


Q Omg 


+o,+[¢? ry fy aod felt, fy ry|- 


D’autre part d’aprés la formule (17) on trouvera facilement 


d 
Pre F Les + Perea V toy - Tal Pre Vilew + Pere V, hyy) 


(19) d ) 
du 
= © 1, 5-| 9 = hy y|-e — OF — * [ot 52 Vi hy |. 
En substituant cette expression dans |’équation précédente on aura 
finalement 
d d Ow 
Vf, = dz (Vsfy] — 30,0, ale k Sa ly uv ‘| 
(20) 


9 Iw, 


d Ow : 
+ 30, 7-[ 9? 52 ds Vityy| + o, PAT: = ty v'| 
et l’on en déduit 


D,f = Hl our0s fy) + A[oto, (2 = 3a, 9) fy | 


Aug Ws Oc 0a 
+35, [ gon 52 Psy] — 98 (Fe — 6a 52) Sete 


sale 3g: (<2) V, hy y’* 


Enfin nous allons calculer D,/. Egalons pour cela les dérivées des 
deux membres de l’identité (20) par rapport 4 k, alors nous aurons 


4 ale +3 [ex Vetus t PreeVs hyv) 
= £1. tvl+3e [PexrV 5 luv + PeeeV ely y)+ 6m, w} ile! o hy y'| 








(21) = 3 @, —— * (o pos sly v'| + @, “(oi s+ hy y'| 
—40,0,4 [ot dary] 4 40, #[ ot 27, try] 
— 60,0, ~ [ v = 7, tyy ‘| + 3.0, ~ (9? wo, 2% Vs tvy | 


+30,5 [vi (Fa) fy ]+30,4[ 9% E 3 V sfyy- 
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En dérivant maintenant |’équation (19) par rapport a k, il vient 
par des calculs assez compliqués 


d 
Prk Vales + Perez Volyy = Tal Pee Vs hey + Pree Vy fy y') 


de Ow 
— 30,0} + [ 9? 52 Iv y|+o, on =o? 72 lvy] 


Ow d 0 
+ Seon zz[o8 FZ Pity] —oze[ot G3 Patyy)” 
Portant cette valeur dans la formule (21), il en résulte 


0@ dw Ow 
Det = Alou Patel + H [9k os (52 : a ie 
-+ 1@ 1) try] 


54 0, Vystyy | 








+4 g[vton (G2 — 30, 52)Pi ty] 





* 








Zz 
(22) +35 [oto (2) tvs] 
— 9 [FZ 0, 5? — 40,5? + 450 3 aa ly 








Oxzj\ oz Oz 
0 w\8 
— 398 (5) tr 

La loi de formation des expressions D,f est claire. Pour avoir D,f 
on appliquera de nouveau la méme régle et l’on calculera de proche 
en proche toutes les expressions D, /. 

Ceci étant, passons au calcul de /, f. 

11. Pour trouver 7,/ nous partons de l’identité (14). En la multi- 
pliant par g, et en ajoutant ensuite f,yg.g.2+fyy Piz On trouvera 
expression de Vf 

d 
(23) Vf = axl Pe V, fy). 
Différentions cette égalité par rapport 4 k, alors on aura 


Vif+2D,f =< [oeeVitvl + HloeValvl 


a o? [4 o — 27 0, toy Iw, v, fy - — 69} (Se) V, hey 


+ fio (few Pre + fy y Peee))- 
5) On s’appuie ici sur la formule suivante: 
fys Pie + 2hyzy Pur Pere t+ lyy2 Chee 
om | yey’ Pie + 2hyy2 Pee Pere + bys Pies] — a, Pa (Se2)'1, rs] 


d Air, Ow. d Ow, 
—onz,| 9% 92/1 yy |+oro8 z[ 92 d 32 !vv|— oraz, | 9 BaP yy]: 





- oe 





i 
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Mais 
Ourg 


hey Pre + fy y Pere = 0,7, fy + Prax = hy y's 


D’aprés cela et de la formule (15) il vient finalement 


(24) Val = loePatel + Blo? hy]. 


Pour calculer V,/, dérivons cette identité par rapport 4 k, ce qui 
nous donne 
Sy d d “ 
Vf +3 D,f a qx lPre Voty] Tv dz [gx sty] 


_ ae ’ , df 0 
es 2 rz lee (Peels how o® Pree V, lyy)] 2 nl? Vi Ge fy v'| 
d Ou 
baal oh oe Pity |: 


D’autre part 
d pes 
PulPerVyhoy + PeeeVilyy) = PeeVoly + \ | v Vily |. 


D’aprés cela, et en tenant compte de l’expression de D,/, on déduit 


finalement 

d d » O6t Om: D in : 
Val = gylonVatvl + 3z, [98 Ge Mitvw] + gz [98 ( Ge — 8-6 G2) how] 
(25) Bing)? 


3 92 (53) iy: 
Passons au calcul de ’,/. En appliquant la méme régle de différen- 
tiation par rapport 4 k on aura 
Def +4Dgf = A lo0 tv) + Klee Paty) 
3 [oF SEP ite 





d , 
3a [Px (Pex! olvy’ a 2 PeeaVeolyy)] 





+3£[9 17, fy +3 A [ot | (fuv? > Pre T tv 2 Peea)| 


2 [ 2 (22 —_ Seo, 2 — 40,22 +3 : oj 52) ty | 


Tv dz Ox Ox Ox 
d Ow: Ou. . Ome Adm Oong 
_— = ita tt — 0 2) Fe bee 


Mais il est aisé de voir que 
= 9 Oi - 
Px l Pex Vatey + Pree ely] = Var Vly + Pk - ax Polvy 
et en outre 


‘ Oi 
fay? Pre fys Prkeae = Wo V, hyy + Py xz hve 
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En portant toutes ces valeurs dans la formule précédente et en 


s 


tenant compte de l'expression " D,f, on parvient 4 légalité suivante: 





V.f= Pace V fy) t+ “(ot (52+ - 6 w, 923 — 4a, es 
+ 1503") fy] | 
(26) + 3 [ot (Se = a )"2 ty | + 65 “(ot ve Va ty | ; 


+3 [ot Ga he] 


Ow dm Oo. 9 (Img) 
+ Weis St (St — 3.0 a Ga) tev + 15 p vi de fey 


Enfin alien les dérivées po deux membres “de cette identité par 
rapport 4 k. Des lors, on démontre d’aprés la formule (22) et a l'aide 
de raisonnements analogues la formule qui donne 7,f que voici: 























Pol = Kloet g[ 9? (FE — 100,78 + 45.03 
-- 10 «5 28 + 60, w, oes — 5a, da + 105 w3 2 jy 
+5 + [ei (> - 6 ery 8 — 4p, 8 4, 15} 2) f fy v] 
0 A ot(oe 30,82) rate 
sweet) 
£5 Hof pt (SYP, tyra] + 10 gt (58 — 8.045) fry 
+ 15 gi [Se — 6a, 57 ae +15 et] 
- 60 gt 8 (223 — 3.0, 2) 7, fry + 459% (5) Pafyy 
30 i (52) ty 
12. La loi de formation est claire et nous pouvons écrire dés maintenant | 


la formule générale de V,,/. Mais pour connaitre tous les coefficients du 
développement (13) il suffit de trouver la valeur de V,/ pour k = 0, 
c’est A dire V2 /. Dans ce but désignons pour abréger par y,,, l’ex- 
pression ee 2 gt 


a = lao pi? Va-slys T fh = capi (Pa Pa + Ps Pa) P—styrs + «. 


Yn +1 


(n +1)! 


t= n—- i+k=n 
Valet Spe ttysle] £ Pepe 
{ ' i+j+k=n-1 


2 
+ 3ig—o! iP! Via-chlyst.-- +0 fys x Pi Pi Pr 


i+j+k=n 1 


+hyelz] Lo pers Pep +... + 


R,, 
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ot “re Pil yess [2] lorsque n = 2r 
siti PV it, ti trps—*p, hye +i [2] lorsque n = 2r+1. 


en partant de on en ajou- 


Il est & remarquer qu’on obtient = 


iw +I 
tant partout l’indice y’ aux indices des dérivées de la fonction f qui se 
trouvent dans |’expression de =. 


Posons maintenant dans les formules (23), (24), (25). (26) et 
(27) k = 0, alors en tenant compte des notations simples du n° 8 on 
obtient 


V3f=F[4-Pi ty], 

ae V3 fv) + 1-24 (4-py(2) fy (2), 
Vif = F[4-P8 fy] +234 (4-7, (2) 8 fyy) 
+1-2-3-5 (4-p, (2) fry [2] + Me 

Pit = FlA-Vi hy) + 3-4 Ff (Ap, (2) 73 fa 

(28) +2-3-42 (4-7, (2) Pi hvv' 
+ 1-2-3-4 5 (4+, (2) fyy [2]) + 9 + my. 

ret=f[4. dine 5 (4: pal) 3 fv) 
+ 3-4-5 (A-p,(2)08 fy) + 2-3-4524 (A-p, (2) Pity) 
se 7 


+1-2-3. 4-52 (A. Ps (x) fyry [2]} + - fg: 





La loi de formation est visiblement claire. Cette loi étant admise 
pour V}_,/, on démontre d’une facon connue qu'elle est encore vraie 
pour V)f. La formule générale est par conséquent la suivante 
70 d —§ 0 
VS f = F14-PS-1 fy) + Oe rl Pelz) Ps fowl 

SS 
eee A: ps (x) Vy n— sfyy') 


(ems {A- Pn—s (x) V2 hy} 


id, 
ir aa (4° Pn-2 (2) V3 for) 





29) +...+ 





dy 
Pn—-1 (x) fyy [z]} + -— + Ln 


‘ d 
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Ceci posé nous passons 4 la recherche des conditions nécessaires et 
suffisantes. 


III. Conditions nécessaires et suffisantes dans le eas A’ (1) — 4’ (0) = 0. 
13. Dans le cas A’(1) — A’(0)=0 la fonction A(z) en restant 
toujours positive est elle-méme périodique. C'est le cas qui échappe 
& la démonstration du n° 7, car l'étude de A(z) ne pourrait plus étre 
substituée & celle de y. Mais les formules du n° 12 nous permettent de 
trouver les conditions nécessaires et suffisantes correspondant 4 ce cas. 
Revenons 4 la formule (13) qui nous donne le développement de la 
fonction H(z,k) suivant les puissances de k. On en tire le dévelop- 
pement de la variation totale que voici: 
1 1 1 
1 ae “of 
(30) AJ= k | Vo fda+ zz | Vifde+5,\Vifde 


ke q kn 7 : 

+a \Oi8t—-uddet+... +5 | Oit—mdet... 

6 é 

On voit immédiatement que le terme du premier ordre dans ce 
développement disparait. Mais il en est de méme du terme du second 
ordre d’aprés la formule (28). 

La seconde formule (28) nous donne 

1 


(VS fda = *[p,(1) — p, O)] fy y (0). 


° 
Nous sommes ainsi conduits 4 la condition nécessaire pour le mini- 
mum dans le cas considéré que voici: 
(31) Po (1) — p, (0) = 0. 
Supposons que cette condition soit vérifiée. En intégrant alors les 


deux membres de l’égalité (28), on trouve 


1 


x \ (Vit- ujdaz == ¥ (Ps (1) Ps (0)] ty y [0]. 


On en déduit la condition suivante nécessaire pour le minimum 
(32) Ps, (1) — p, (0) => 0. 

Cette condition prise au sens strict est suffisante pour le minimum. 
Mais supposons pour prendre le cas général que 


(33) [p, (2) = [palo = [ps (2) = --. = [pn—i (2 = 0 
[Pn (z)}) + 9. 
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Alors les termes des n — 1 premiers ordres dans le developpement (30) 
disparaissent et la formule générale de AJ d’aprés (29) donne ici en 
nous limitant au terme de degré n 
n+ 
AT = = [pa (1) — Pa (OM) fry [0] + Ak, 

A étant une fonction dont il est inutile d’écrire l’expression déve- 
loppée, mais qui conserve une valeur finie dans le voisinage de k = 0. 
Supposons & suffisamment petit pour que 4J ait le méme signe que 
ite [Pn (1) — Pn (0)}. 

Dans le cas ou » est pair on voit que la variation 4J change de 
signe avec k et le minimum ne sera pas réalisé par |’extrémale périodique 
€, (0,1). Mais si nm est impair JJ a le méme signe que p,(1) — p, (0) 
et lorsque 

Pn (1) — pn (0) < 0 
le minimum ne sera pas non plus réalisé. Le minimum a lieu si dans 
ce cas 
Pn (1) — Pn (0) > 9. 
D’autre part la formule (12) du n’8 nous donne 


p(1,k) — p(0,k) = k" [pp (1) — pn (0)] + Bhn*?, 
B restant finie. Dés lors, d’aprés ce qui précéde, on peut énoncer le 
théoréme suivant: 

Théoréme. Pour que le minimum de Vintégrale J soit réalisé dans 
le cas A’(1) — A’ (0) = 0 al est nécessaire et suffisant que la différence des 
coefficients angulaires des tangentes en A(0,k), B(1,k) dans le champ (4) 
ait le méme signe que la valeur commune k des ordonnées de ces points. 

Il est & remarquer maintenant que si p,(1) — p,(0) est égal a zéro 
quelque grand que soit n, alors 4J sera zéro également. Or nous allons 
voir que dans ce cas la fonction g(x, k) sera elle-méme périodique pour 
toutes les valeurs de k dans le champ. 

14. La condition du minimum ainsi énoncée est trés importante au 
point de vue géométrique, car elle nous explique la nature géométrique 
des extrémales voisines dans tous les cas (extremum fort ou faible). Mais 
on peut remplacer cette condition par une autre qui est d’une appli- 
cation plus commode. Démontrons d’abord un lemme préliminaire dont 
on se servira ci-aprés. 

Lemme. Toute intégrale périodique de Véquation aux variations 

{ fvol2] — A tewlzl| ¥ — F thewl2]¥'} = 0 
a la forme Cw(z) et celle qui n'est pas périodique s’annule nécessairement 
une seule fois; w(x) étant une intégrale périodique de cette équation qui ne 
change pas de signe dans l’intervalle (0, 1). 


Mathematische Annalen. 110. 6 
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La premiére partie du lemme est évidente. En effet, supposons 
que l’intégrale Y de l’équation aux variations soit périodique. Alors il 
en sera de méme de l’intégrale Y = w(z,) ¥(z) — Y (a) w(x) de la méme 
équation. Mais cette derniére s’annule pour z= 2, et, par consé- 
quent d’aprés le théoréme de Sturm, elle s’annule identiquement ce qui 
démontre la premiére partie du lemme. 

Pour démontrer la deuxiéme partie, supposons que Y(z) ne soit 
pas périodique. En tenant compte de |’identité d’Abel 

[Y’ (x) w(x) — ¥(z)o' (2)jfyy[z] = C 
on trouve 
[¥’ (z+ 1) — ¥'(z)](z) —[(¥ (e+ 1) — ¥(a))o’(z) = 0 
et par suite 
Y («4 + 1) — Y(z) = ecw(z), 
e étant une constante différente de zéro. On en tire maintenant 


Y (24 +n) = Y(z)+ncw(z), 
Y (xz — n) = Y(z) — new(z), 
ou n est un nombre entier quelconque. I] suit de l& en se servant 
encore du théoréme de Sturm, que Y (z) a une seule racine réelle entre 
z—n et z+ m quelque grand que soit le nombre entier n. Le lemme 
est ainsi démontré. 
14%*, Nous allons signaler encore une propriété des dérivées ¢,, (x, 0) 
qui va jouer un réle important dans ce qui va suivre. 
Développons la fonction g(z,k) suivant les puissances de k: 


(34) (zk) = kya (2,0) + $ pez, 0) +... +2 gn(2,0) +... 
En y posant z = 0, 1, on en déduit facilement 
pur (0,0) = geez (1, 0) = 0, 
(35) pus (0,0) = gs (1, 0) = 0, 


Pn (0,0) = yn (1,0) = 0, 
15. Ceci posé écrivons la seconde équation (28) sous la forme 
suivante: 
d d 
Vit —gzi4-Vilv) = 1-257 (4- py (e) fv [2]. 


Le premier membre de cette identité est périodique et par suite il 
en sera de méme du second. On a donc 
(36) A (x) - fy v [2] (P2(@ + 1) — p,(2)] = C. 
Dés lors pour que la condition (31) soit vérifiée il faut que la 
fonction p,(z) soit périodique: 
P,(z + 1) — p,(z) = 0. 
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D’autre part |’équation (36) s’écrira de la maniére suivante 
d 
| A (2) = [one (2 + 1,0) — gee (2, 0) 


— A’ (2) (pex (2 + 1,0) — pen (2, ))} fy v [2] = C,. 
En tenant compte de la formule (16) on en tire que g,;.(z + 1,0) — yx, (z, 0) 
est une intégrale de |’équation aux variations. D’aprés le lemme démontré 
deux cas sont possibles: ou bien la fonction g,,(z + 1,0) — gx. (2,0) est 
périodique et alors elle s’annule identiquement d’aprés (35), ou bien cette 
intégrale est linéairement distincte de A(z) et dans ce cas elle a une 
seule racine z = 0. 
Cela étant, reprenons la formule (11) qui exprime , (2): 
pa(z) = fA (a) o | Pee) 


A(z) 
et par conséquent 








p(s + 1) — py (a) — 24) S | Poo SPI. 

Il en résulte que dans le cas de périodicité de g,,(z,0) la con- 
dition (31) se trouvera vérifiée. Elle n’a pas lieu dans le deuxiéme cas, 
lorsque @,,(z + 1,0) — px, (x,0) @ une seule racine a l’origine, Appelons 
dans ce cas le point z = 0 point critique du deuxiéme ordre‘). 

Nous sommes donc parvenus 4 la proposition suivante: 

Pour que le minimum de l’intégrale J soit réalisé par |'extrémale 
périodique €, il faut que lorigine ne soit pas point critique de deuxiéme 
ordre. 

Supposons maintenant que la condition mentionnée tout 4 l’heure 
soit vérifiée. Reprenons alors la formule (28),. On en tire comme au n° 
précédent que 

A (x) [ps (@ + 1) — ps (#7) fv w [2] = C;, 
C, étant une constante qui, d’aprés la condition (32), ne doit pas étre 
négative. En remplagant dans la derniére égalité p,(z) par sa valeur 
(n® 7) on trouvera facilement 





Pid Ve — PRI Pre) Te —3 (Perr Px — Pre Ty o+% 
ive (2) |[ Mie Tk { ka) k 3 ( ker Ve k 2 = C, 
Ik= 0's 


Py. (x, 0) 
d’ot l'on tire d’aprés la périodicité de g,,(z, 0) 
d 
(37) tev [2] {4 (2) F [ye (2 + 1,0) — per(x, 0)) 


— A’ (x) [qx (e + 1,0) — pa(z)]| = C,. 


4) Si 20 est la seule racine de l’équation gy, (z+ 1,0)— 9, (4,0) = 0 
nous l’appelons point critique du premier ordre. Elle ex'ste toujours dans le cas 
A’ (1) — A’ (0) ]} O considéré au n° 7, mais elle sera d’ordre supérieur dans le cas 
A’ (1) — .1'(0) = 0. 


6* 
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Cela nous montre que g,3(z + 1,0) — g,s(z,0) est une intégrale de 
Véquation aux variations. Par conséquent, d’aprés le lemme démontré 
ci-dessus, deux cas peuvent se présenter: ou bien la fonction g,:(z + 1, 0) 
— px (z,0) a un seul zéro x = 0 ou bien elle s’annule identiquement. 
Dans le premier cas C, + 0 et dans le dernier C, est zéro, c’est-d-dire 
gs (z,0) est périodique. 

Appeloris dans le premier cas la seule racine (x = 0) de la fonction 
(38) y = ges (z + 1,0) — gis (z, 0) 
point critique du troisiéme ordre. Pour connaitre le signe de C, dans ce 
cas posons dans |’équation (37) z = 0. Alors on a 


fy w [0] | + tos (xz + 1,0) — ges (z,0)]} _. == C, 


d’oi l'on voit immédiatement que C, a le méme signe que la dérivée 
entre parenthéses {}. Mais suivant le signe de cette derniére on a deux 
dispositions de la courbe (38) dans le voisinage de |’origine (fig. 3). 


Kol 


Pour la premiére disposition on a C, > 0 et pour la deuxiéme 
C,<0. Appelons le point critique sinistrorsum pour la premiére dis- 
position et deztrorsum pour la derniére. Mais |’intégrale (32) prise au 
sens strict est suffisante pour le minimum. Par conséquent le minimum 
est réalisé dans le cas sinistrorsum, il n’a pas lieu dans le cas dextrorsum. 

Considérons maintenant le cas général (33) du n° 13. Dés lors 
on aura 
(39) [px (z, O)}E** = [pre (z,O)}+* = ... = [nr (2, OE** = 0 

[p, (x, 0) ** + 0. 
On démontre alors d’aprés la formule générale (29) que 
7; = Pn (2+ 1, 0) aan P yn (2; 0) 
est une intégrale de |’équation aux variations qui s’annule une seule fois 
& lVorigine. Appelons dans ce cas z = 0 point critique du n-iéme ordre. 
Dés lors 4 l'aide de raisonnements analogues, on démontrera le théoréme 
suivant: 

Théoréme. Si Vorigine des coordonnées est un point critique d’ordre n, 
alors le minimum ne sera pas réalisé lorsque n est pair. Mais lorsque n 
est impair le minimum fort aura toujours lieu dans le cas du point eri- 
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tique sinistrorsum [9,», (1,0) — nr, (0,0) > 0] e i ne sera pas réalisé 
dans le cas du point critique dextrorsum [p,», (1,9) — 9,n, (0,0) < 9). 

Il est & remarquer maintenant que dans le cas de |’absence compléte 
de point critique on aura identiquement 


Pyn(% + 1,0) — P,n (x, 0) =0 


pour toutes les valeurs de n, et alors €, fait partie d’une suite d’extré- 
males périodiques. Mais d’autre part on a dans ce cas AJ = 0 et par 
conséquent ces lignes donnent toutes la méme valeur 4 |’intégrale J. 

Plagons-nous maintenant dans le cas des extrémales fermées. 
Reprenons la formule (34) 


9 (x, k) = kyn (2, 0) + © ge (e,0) + -.. + gyn (2,0) +... 


Supposons pour prendre le cas général que les égalités (39) soient 
vérifiées. Nous disons alors avec M. Hadamard que les extrémales 
voisines y = p(z,k) se ferment aux infiniment petits du mn-iéme 
ordre prés. 

D’aprés le théoréme démontré on peut dire que si les extrémales se 
ferment aux infiniment petits d’ordre pair prés le minimum ne sera pas 
réalisé. Le minimum aura lieu si ces lignes se ferment aux infiniment 
petits d’ordre impair prés, mais sous la condition que ,»,_ (1,0) — g,n, (0, 0) 
soit positif. 

16. Ceci posé revenons au probléme posé dans |’introduction: 
Quelle est la cause qui fait que le minimum de l’intégrale J ne peut 
pas étre réalisé pour certains problémes malgré l’absence compléte du 
foyer conjugué ? 

D’abord une question se pose tout naturellement. Dans quel 
cas a-t-on l’absence compléte du foyer conjugué dans _|’intervalle 
—-e2<t<+o? 

Supposons comme toujours que la condition de Jacobi soit vérifiée 
au sens strict dans |’intervalle (0,1). M. Hadamard a montré que si l’on a 


(6,) 4’ (1)— 4° (0) = 0 


le foyer en question n’'existe pas. 

Il s’agit maintenant de démontrer la proposition réciproque: que si 
le foyer conjugué n’existe pas, la derniére inégalité sera vérifiée. 

En effet on peut établir trés simplement la relation suivante de 
récurrence entre trois intégrales consécutives: 


A(z#+1) = [14+ A(—1)] 4(2) — A(z}. 
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En partant de |’équation aux variations, formons |’équation fonda- 
mentale correspondante*) qui, d’aprés la derniére identité, prend la forme 


e#4~ ae++1 = 0, 
ou 
a=1+A(-—)). 


Cela posé nous avons trois cas 4 distinguer 


e > 2, a = 2, e <= §. 
Dans le premier cas |’équation fondamentale admet deux racines 
réelles: 4, = a, A, = —a. Dans le deuxiéme on a 2, = A, = 0 et le 
troisitme nous donne 4, = a +- fi, A, = —a — Bi. 


Dans le premier et le troisitme cas on a un systéme fondamental 

d’intégrales 
Y, = ey, (z), Y, = e2* y,(z) 
et dans le deuxieme on a le systéme suivant 
Y, = v.i(z), Y,;= y.(z)+ Czy, (2); 

y, (z), y,(x) étant deux fonctions périodiques ayant |’unité comme période. 

Le foyer conjugué n’est absent que dans le premier et le deuxiéme 
cas et sous la condition seulement que les fonctions y, (xz). y,(z) ne 


changent pas de signe. En tenant compte de la condition 4(0) = A(1) = 1 
on trouvera 

wii ss IO) a LOD 

n= wi (2) [7 ol vi (2) [5] 
ou 

' 2 (0) _— 
y, (0) - y, (0) = 1, In y, (0) =m § 
On en tire que A(z) en restant toujours positif ne peut s’annuler 

pour aucune valeur réelle de z et qu’en outre 


(40) lim A(z) = +o. 
D’autre part, d’aprés l’identité (16) on a 


A? (z) fyy [2] < [ "| =f 


et par suite, en tenant compte de la relation (40), on trouve facilement 
que C doit étre positif. Donec on a 


(41) A’ (x + 1) A(z) — A’ (x) A(x 4+-1) > 0. 
Dans le second cas nous avons 
_ ¥i (2) 
4(z) = y’ (0) 


5) Horn, Gewdhnliche Differentialgleichungen, p. 9+. 
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et par conséquent 
(42) A’ (2 + 1) — A(z) = 0. 

En posant z = 0 dans les formules (41) et (42) on en tire l’inéga- 
lité (6). C.Q.F.D. 

Donec nous avons démontré |’équivalence de la condition de |’absence 
du foyer conjugué avec celle que nous avons démontrée tout 4 l’heure. 

Dans le cas de la présence du foyer conjugué on aura donc 

A’ (1) — 4’ (0) < 0. 

Ceci dit revenons a la question posée au début de ce n°. D’aprés 
ce qui précéde on a l’absence du foyer conjugué dans le cas du point 
critique sinistrorsum du premier ordre ou bien dans le cas du point 
critique d’ordre supérieur quelconque (sinistrorsum ou dextrorsum). Mais 
tandis que le minimum dans le premier cas est toujours réalisé, il n’a 
lieu dans le cas du point critique d’ordre supérieur que sous les con- 
ditions mentionnées dans le théoréme fondamental (n° 15). Ceci nous 
apprend dés lors que l’absence du point conjugué n’est pas en général 
suffisante. Elle n’est que nécessaire pour le minimum. 

Done nous sommes parvenus 4 trouver la cause grace A laquelle le 
minimum ne peut pas étre réalisé pour certains problémes malgré |l’ab- 
sence du foyer conjugué; c’est la présence d’un point critique d’ordre 
supérieur pair ou d’ordre supérieur impair dextrorsum, de sorte que le 
probléme posé dans |’introduction est complétement résolu. 


IV. Généralisation de la condition (2). 
17. Reprenons la formule (10) exprimant la variation totale 4 J 


i 
AJ = |[f(w,k, p (2, k)) — f(a, 0,0) — p(z,h) fy (2, k, p(x, k))| da. 
En développant le second membre suivant les puissances de k, il vient 
1 
ke? 
AJ =F (Uv— Adda 


. 
0 
1 


+ $5] Ue—a)de+...+ B| Uyn — aad 2 + cee 
0 


0 


ou par A,, A;,..., An, .-. nous désignons 

sy = Pt tyy [z], 

: , — 

+= as tay [29 my vd + pt A(z) Dy tyy| + 3 Pitys[al}, 

} D} u 
i =ale [wt + 20,3) fy [2] + 27, Py A (2) Dy ty y + pi (a) hr | 


+ 2 (8p? py A(x) fys{e] + p? A(z) Dyfys] + 2 pt A*(2) fy. ‘ta 
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et d’une maniére générale 


i i+k=n i+k=n—1 
+= + las [frv lal 2 PiPr + A(x) Dy ty y + Pi Pr 
m2 i+k=n—-2 — i+k=3 
+3 Dilvy By PiPrt+--- t+ im yi Pv hyy 2 Pi Pr 


1 
A®-? i+j+k=n 


+o p} Dt hv | +; ie [x] . Pi P; Pr 


i+j+k=n—1 


+ A(z) Dy fys Zz Pi Ps Pet -- ‘+E a DP hy | + 
1 
n— 


+ax=ni aa Pr a m— i{z] +" ot, iz 
Nous avons posé ici p,(z) = A’(z) et en outre 


D} f yn = 





thane 
ay hoes 
y’ 


En comparant maintenant le dernier eieeaieias de AJ avec celui 
qui a été obtenu au n° 13 (formule (30)) on aura les formules cherchées 


fiwlaldx = [stt+ayaa, 


fhe [zjdz = fst A,)d 2, 


1 1 
fialalda = [(O2f — wat dada. 
0 0 
18. Considérons maintenant le cas particulier 4(z) = 1. On aura 


A 1 A 1 
4, = 4,= 0, a = a7 P? fy (2) ra a oy LP? Dyfyy +2 Ps Psfyy), ---- 


Nous en tirons les conditions suivantes nécessaires et suffisantes pour le 
minimum dans ce cas 


(43) fiel2ldz =0, [fal2]dz>3-4 [pityy (2) dz. 
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La dermére inégalité prise au sens strict est suffisante pour |’ex- 
tremum. Dans le cas de l’égalité on aura comme conditions nécessaires: 


1 1 
[ fwta}az = ar | [2eePstvy [x] + pi Dy fy y| a2, 
(44) ° : 
| teleldz > $; (lope. + Dive + 2 Ps Ps Dy yy 
’ . +2 sty, dz. 
De ces formules on déduit des conditions nécessaires simples qui 


sont d’une application trés facile. En effet d’aprés l’inégalité (43,) on 
doit avoir 


1 

Jfw(z]d2 > 0. 
Le cas de l’égalité : 
fy{zldx = 0 


ow, 


- 


exige pour le minimum qu’on ait p,(z) = gexz(z,0) = 0, c’est-d-dire 
que la fonction g,,(z,0) soit constante. S’il n’en est pas ainsi on peut 
étre sir que le minimum ne sera pas réalisé. Supposons donc que 
xx (xz, 0) = const; on obtient alors d’aprés (44) deux conditions nouvelles 


{ty [z]dz = U, {ty {z]dz = 0 ete. 


Dans le cas de l’égalite dans la derniére formule on doit avoir 
93 (z,0) = const. 
Pour ne citer qu’un exemple reprenons |’intégrale de M. Carathéodory 


1 
[Rte ae. 
: yi+y 





On a ici identiquement 
d 
fyy lz] — az !vy [2] = 0 
et par conséquent |’intégrale générale de |’équation aux variations est 
linéaire 
=az-+B, 
par suite on a A(z) = 
En calculant /,,[(z), /,»[z], f(z] on démontre facilement 


{fylzld2 = 0, {tetzlde = 0, fteleld = — 6, 
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Donec le minimum n’est pas réalisé. La méme conclusion a été ob- 
tenue par M. Carathéodory, mais d’une maniére trés compliquée. 
Ceci posé, passons 4 la démonstration du théoréme de Poincaré. 


V. Théoréme de Poincaré. 

19. Si €, est une ligne extrémale fermée, © une ligne voisine fermée 
faisant (n + 1) fois le tour de €,, alors pour que le minimum soit réalisé, 
il faut et il suffit qu’on ait 
(45) Je > (n+ l)de, 

n éant un nombre entier positif quelconque. 

Démonstration. Supposons que les conditions du minimum ordi- 
naire, mentionnées au n° 1, et en outre la condition (2) soient vérifiées 
au sens strict, l’égalité dans cette derniére condition n’avant lieu que 
pour le cas particulier A(x) = const. 

Considérons les deux cas possibles: 1° le foyer conjugué d’extrémale 
périodique existe pour une certaine valeur de z en dehors de !’inter- 
valle (0,1). 2° le foyer en question n’existe pas dans |’intervalle 
— @ <2< + @. 

1°. Soit z, le foyer conjugué de l’origine des coordonnées, Dans 
ce cas la fonction 4 (z,0) du n° 3 admet les zéros consécutifs c = 0, 
xz = a, et par conséquent elle ne s’annule pas dans I’intervalle 0 << z< 2,. 

Soit E(z,) = m*). Alors dans I’intervalle (0, m) la condition de 
Jacobi est vérifiée au sens strict. En tenant compte du raisonnement 
du n° 3 on peut former l’intégrale de |’équation aux variations qui prend 
pour z = 0 et pour z = nm la valeur 1, » étant un nombre entier. 
Appelons cette intégrale A, (z). On aura alors 
1 (z,n) — A(z, 0) 


a 1(0,n) 





D’aprés le théoréme de Sturm chacun des A, (z) s’annule une seule 

fois dans l’intervalle (0,z,). On a par suite des raisonnements du n° 16 

A,(1) — 4, (0) < 0 0<nsm-l. 

Soit €,., une ligne admissible joignant les points (0, y), (n + 1, y) 

et située dans le domaine |y| << 90, 0 r= n+ 1. Dés lors d’aprés (10,) 
on a 

AJ =Je,_,—(n+))Je, <0 OSnSm-1, 


Il est clair maintenant que la derniére inégalité est vérifiée aussi 
pour » > m—1 parce que la condition de Jacobi n’est pas vérifiée pour 


Ct > XZ. 





“) Par E(a) nous désivnons la partie entiére de a. 





ce ee 
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Mais un cas échappe 4 notre démonstration, celui ot le point con- 
jugué z, est exactement égal & m. On a alors 


f {fy 4? (x, 0) + 2fyy A (x, 0) Az (x, 0) + fy y 42 (x, 0)} dx = 0. 


Reprenons maintenant la formule (1) qui exprime la seconde variation de 
l’integrale J. En posant dans cette formule 
4 (z) = e A(z, 0) 
il vient d’aprés lidentité précédente 
m 1 
” d 2 
(46) 8D = ke \(ty— A hy) (ede 4% | fyylalde. 


0 0 
D’autre part d’aprés |’équation aux variations on a 


1 d 

| (fyy wit ts tw) 4 (x, 0)dx = hy y [0} {4 (m, 0) — A,(0,9)}. 

0 
Mais A,(m,0) — A,(0,0) est différent de zéro et il en sera de méme 
de l’intégrale du premier membre. En prenant dans la formule (46) 
¢ = k’ls on trouve pour la variation totale |’expression suivante: 

d mo 
AJ = Kt | (ty — hy) 4@0) de + AR, 
0 

A restant finie. On voit immédiatement que 4 J change de signe avec k. 

Donec dans le cas de la présence du foyer conjugué |’inégalité (45) 
ne sera pas vérifiée quelle que soit Ja valeur de l’entier n. 

20. Considérons maintenant le cas de l’absence du foyer conjugué. 
Formons alors l’intégrale 4,;(z) de |’équation aux variations qui prend 
pour z = 0, ¢ la valeur 1, 7 étant un entier quelconque. 

Supposons d’abord 


A’ (1) — A’ (0) > 0. 
Dés lors 


A, (i) — 4;(0) > 0 pour i>0d, 
A; (0) — A;(i) > 0 * om 
Réciproquement si l’on a vérifié une des inégalités précédentes il 
en sera de méme pour toutes les autres. 
En tenant compte des raisonnements du n°7 on trouve que dans le 
cas considéré |’inégalité (45) sera vérifiée pour toutes les valeurs de n. 
Supposons maintenant 
A’ (1) — A’(0) = 0; 
alors A,(z) est identiquement égal A 4 (x). Réciproquement si 
4;(t) — 4,;(0) = 0 
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pour une valeur de i, alors il en sera de méme pour toute autre valeur 
entiére de +. 

Cela étant désignons par 
(" +1) y= gp" +1 (x, k) 
l’extrémale voisine de |’extrémale périodique (0, n + 1) joignant les points 
(0, k), (n+ 1, &) et par 

pet (z), prtt(z),... pat*(z),--- 

les coefficients correspondants du développement du coefficient angulaire 
p(x,k A(x)) suivant les puissances de k. Pour trouver les conditions 
nécessaires et suffisantes correspondant 4 |’intervalle (0.n-+ 1) il faut 
tout d’abord former les équations analogues 4 celles de (24) ... (28). 
Mais pour cela il suffit de remplacer dans ces équations la fonction (z, k) 
et toutes ses dérivées par g"*+'(z,k) et par les dérivées de cette 
derniére. 

En posant ensuite k = 0 on trouvera 


d 
V3f= ~ (4 (2)-V3 fy] +1-25- (A(x) pp **(2) fy y[2)}, 
d 
Vit = # [A(e) V3 fy) +2-34 (A(x) pp +*(2)-P8fyy) 
d 
+ 1-2-3 pe {A (x) ppt? (x) fy y[z]} + aft, .. 
Considérons d’abord le terme du troisiéme ordre. 
D’aprés la périodicité de 7$f il vient 
n+1 1 


[Vstde = (n+1)[ V3 faz. 


0 9 


(47) 





Par conséquent si la condition (31) est vérifiée on aura aussi 
pp**(n +1) —pp**(0) = 0 


et réciproquement si cette derniére est satisfaite, il en sera de méme de 
la condition (31). On en tire comme au n° 13 la périodicité de pz+*(z): 


py** (z+ 1)— ppt? (0) = 0, 


et par suite yf.*+1(z,0) est aussi périodique. 
D’autre part en comparant les équations (28,), (47) on obtient 


A (x) fy y [2] (pp **(z) — p,(z)} = C. 
En substituant les valeurs des fonctions entre parenthéses on aura 
ty y (2) {4 (2) - * [pgt* (2,0) — pex(2, 0)] 
— A’ (2) (pp, * (2,0) — pee (2, 0)]} = ©. 
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Par conséquent la différence p".+1(z,0) — ox, (x,0) est une intégrale de 
’équation aux variations. Mais elle s’annule pour une infinité des valeurs 
entiéres de xz et par suite elle s’annule identiquement, c’est-a-dire 


Pry ' (2,9) = Gex (2, 0). 
Nous en tirons immédiatement 
Pr **(z) = p,(z), wet? = wm 
Cela étant considérons le terme du quatriéme ordre. D’aprés la derniére 
égalité on aura 


n+1 


J @2t— setae = (m+ 1) fet — dae. 


Par conséquent si la condition (32) est vérifiée au sens strict on aura aussi 
py+t(n+ 1) — ppt*(0) > 0, 
et lorsque p,(1) — p,(0) = 0 nous aurons également [p?+'(z)]"+! = 0. 
Considérons maintenant Je cas général (33) du n° 13. 
On démontre alors d’une fagon analogue que 
Ps *'(z) = pylz),- wet? = My 
ps **(z) = p;(z), eet? = ps, yt = %, 


pnti(z) = Plates 2 (2), ti = Ba» ween = v° 


Désignons par 4J"** la différence entre |’intégrale prise le long de la 
ligne €"*+* et la méme intégrale prise le long de |’extrémale périodique 


€, (0, n + 1). 
Le développement de 4J"+! donne ici 
n+1 
ane = Ele t—pn*)dx+Ak"*'. 
D’aprés la périodicité de 72. f—un** on a 
n+1 


{ Cnt—pun**)da = (n+ +nfwat- un**) da, 


et par conséquent les conditions du minimum pour les intervalles (0, 1) 
et (0, +1) sont les mémes. 

En résumé nous pouvons dire que toutes les variations totales 4 J"*+! 
ont les mémes signes dans tous les cas considérés, 

Il est & remarquer aussi que si l'une des 4J"*' est nulle il en sera 


de méme pour toutes les autres. 
Mais un cas échappe 4 l’analyse précédente, celui du minimum 


ordinaire fort dans |’intervalle (0, n + 1). 
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I] est évident que si le minimum ordinaire est réalisé par |’extrémale 
périodique dans |’intervalle (0,1) il en sera de méme dans chacun des 
intervalles (1,2), (2,3), ..., (m,»-+ 1). Il s’agit maintenant de vérifier 
si ce minimum est realisé dans l’intervalle entier (0, n + 1). 

Plagons-nous d’abord dans Ilintervalle (0,2). Considérons deux 
faisceaux: l'un formé des extrémales issues de l’origine et l'autre formé 
des extrémales passant par le point O,(2,0). Soit C,(1,«) un point quel- 

conque de la ligne z = 1 et voisin de 0,. 

G Appelons € la courbe de comparaison formée 

des arcs d’extrémales OC,, C,O, de ces 

| deux faisceaux respectivement. I] est évident 

| G,\? 42 qu'elle fournit & l’intégrale J une valeur 

Fig. 4. plus petite que toute autre courbe ad- 

missible passant par les trois points 

O, C,,0,. Par conséquent pour vérifier si le minimum ordinaire fort 

est réalisé dans l’intervalle (0,2) il suffit de comparer l’intégrale J 

prise suivant € a la méme intégrale prise suivant |’extrémale périodique 
€, (0,2). Mais cette comparaison nous donne 

22{4,(1,0) 4, (1, 2) 

2\4(1,0) 4.2) 





AJ = Je—Je, = 





+ Aa’, 


A conservant une valeur finie. La quantité entre parenthéses est posi- 
tive parce que la condition de Jacobi et celle de Legendre sont vérifiées 
au sens strict dans l’intervalle considéré’). 


On démontre d'une fagon analogue que le minimum ordinaire est 
réalisé dans l’intervalle (0,3) et de proche en proche dans |’intervalle 
(0,n-+-1). Le théoréme de Poincaré est donc complétement démontré. 


VI. Exemples. 


1 
21 J= jy'+ y*) dz. 
0 
L’équation d’Euler a la forme 
y"—y = 0. 
Elie admet l’intégrale générale 
y = ae*+Be-* 


On en déduit |’équation de l’extrémale voisine passant par les points 
(0, k), (1, k) k 
y= et1 (e* +e! —#), 





*) J. Hadamard, Lecgons sur le calcul des variations, p. 403. G. Darboux, 
Lecons sur Ja théorie des surfaces, T. III, p. 97. 
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Nous avons ici l’absence compléte du foyer conjugué. 
On trouve immédiatement |’expression de 
(a e* 4 ¢'—* 
A(z) = a am 
et par suite 
, , = 2e 
A’ (1) — A’ (0) = et1° 

Donc le minimum de I’integrale J est réalisé strictement par |’ex- 
trémale périodique (0,1). Il est facile de voir que le minimum dans ce 
cas est absolu. 


1 
22. J = \(y*+ 2y*) dz. 
Ecrivons |’équation d’Euler 
(48) y’—y = 0. 
Elle admet |’intégrale premiére 


y? = Hy' +a") 
d’ot l’on déduit 
— 9 dy 
s+ 0 V2) pte. 
Posons ‘ 
_ . teg—(1+J2) 


=> a a » 
oe eo +1 +12) 
On obtient alors 


d¢p 
2 


y*+ x* se ae 
a ae sin® @ 


Nous avons donc l’intégrale elliptique de premiére espéce. 
Avec la notation connue 


1 dg = 
esac = F(k, 9) 


on obtient l’intégrale générale de |l’équation d’Euler sous la forme 
suivante: 











| dy _ 2+/2 








_ 2(1+ ¥2) 2 442 
z+p= a F (k, 9), k ~ 342)2 
L’intégrale générale de |’équation aux variations est linéaire par 
rapport a z 





y=azr+b. 
Done le point conjugué n’existe pas; mais ici nous sommes placés 
dans le cas A’(1) — 4’(0) = 0, car A(z) est égal & l’unité. 
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Il nous reste donc 4 rechercher si les conditions du minimum cor- 
respondant & ce cas sont vérifiées, 

Soit 
(49) y = A,+ 4,2+ 4,2°+...+Aq2"+... 
le développement de y suivant les puissances de z satisfaisant & |’équation 
d’Euler. On en déduit 

y® = A}+ 3A} A,2 + 3(A} A, + A, Aj) 2° + (AP +3 Aj A,) 2 

+ 3(A, Aj + Aj A, + AZA,) z+ ..., 
y’ = 24,+6A,24+ 124,27? +...+n(n—1)2"*-*+.... 


En comparant les coefficients d’aprés |’équation (48) on trouvera 


A, = 34e, 
A, = :45 A,, 

(50) A, = }(A§ +24, A}), 
A, = 4,(2 4; + 3 Aj A,), 


Formons maintenant I|’équation de |’extrémale voisine passant par 
les points (0,k), (1,%). D’aprés l’équation (49) on a 

k = A,, 

0= 4,4+ 38+ 34,2 +3( 4-2kA}) + GIZA + 3KA,) 4+... 


On en déduit 
A, = —j;P4+ihP—ZSF +... 


En substituant les expressions (50) des coefficients A,, A,,... par 
rapport & k dans le développement (49) on trouvera finalement 


a eo — Fs, 2-22) + 2, 
D’aprés cela nous avons 
pr(Z,0) = 1, @pex(Z,0) = 0, qys(z,0) = 6 


d’ot l’on tire 


z?—_z 


3 





Gy (Z + 1, 0) os gia (2, 0) = 472. 

Cela nous montre que g,s(z + 1,0) — q,3(z, 0) est en effet une inté- 
grale de |’équation aux variations ayant un seul zéro 4 |’origine. On 
voit done que l’origine est le point critique sinistrorsum du troisiéme 
ordre. Le minimum est par conséquent réalisé strictement comme on 
devait s’y attendre d’aprés Ja nature de la fonction f = y*+ 2y'*. 


Tiflis, 5. 7. 1929. 


(Eingegangen am 16. 9. 1933.) 











Der Inhalt der Gleichdicke. 
Abschatzungen fiir ebene Gleichdicke. 
Von 
Anton E. Mayer in Wien. 


Mi8t man einen Drehzylinder mit einer Schublehre, so ergibt sich, 
in welcher Richtung immer man die parallelen Flichen ihrer Schenkel 
anlegt, dieselbe Ablesung: Der Kreis besitzt zu jeder Stiitzgeraden eine 
parallele in konstantem Abstand, er hat konstante Breite. Die (duale) 
Messung mit dem Greifzirkel fiihrt ebenfalls stets auf das gleiche MaB, 
unabhangig von der Richtung, in der die Spitzen des Zirkels iiber den 
Querschnitt gezogen werden. Der Kreis hat konstanten Durchmesser, namlich 
zu jedem Begrenzungspunkt einen anderen im Abstande des Durch- 
messers. 

Der Kreis ist nun keineswegs durch diese beiden Eigenschaften ge- 
niigend gekennzeichnet, er hat sie vielmehr mit einer Klasse von Figuren 
gemein, die sogar von einiger Bedeutung fiir die Technik sind'), zumal 
es Prizisionsinstrumente gibt, die im Grunde genommen wie Schublehre 
und Greifzirkel arbeiten. Bei den Technikern hat sich fiir diese dem 
Kreis verwandten Gebilde der Name Gleichdick eingebiirgert, den ich hier 
beibehalten will, weil ich weder von der Ejigenschaft konstanter Breite 
ausgehe noch von der konstanten Durchmessers, sondern diese beiden aus 
einer dritten Eigenschaft ableite, die im folgenden als Definition zugrunde 
gelegt wird: Bei den Gleichdicken wéichst der Durchmesser, wenn man auch 
nur einen Punkt hinzufiigt, oder kiirzer: Die Gleichdicke sind in bezug auf 
den Durchmesser saturierte Mengen. Dieser Definition, die man FE. Meifner 
verdankt*), habe ich den Vorzug gegeben, nicht nur wegen ihrer Eleganz, 
sondern auch weil sie ohne weiteres auf Mengen in Riiumen mit einer 
allgemeineren als der euklidischen Metrik angewendet werden kann, ja 
sogar in den ganz allgemeinen (,,abstrakten‘‘) metrischen Riumen. 

Gleiche Allgemeinbeit besitzt zwar auch die vorhin angegebene Defi- 
nition der Mengen konstanten Durchmessers, doch gibt es metrische Riume, 

1) Naheres bei A. E. Mayer, Uber Gleichdicke, Zeitschr. Ver. deutsch. Ing. 76 
(1932), S. 884—-886; 77 (1933), S. 152 [mit Angabe der technischen Literatur]. Nicht 
beriicksichtigt (weil im Maschinenbau veraltet) wurden in jener Arbeit die An- 
wendungen der Gleichdicke in Getrieben. Diesbez. vgl. F. Reuleaux, Lehrb. d. 
Kinematik, Bd. 1, Braunschweig 1875, S. 566—568; L. Burmester, ebenda, Leipzig 
1888, S. 267—276. , 

2) E. MeiBner, Uber Punktmengen konstanter Breite, Vjschr. naturf. Ges. 
Ziirich 56 (1911), S. 42- 50. 


Mathematische Annalen. 110. 7 





98 A. E. Mayer. 


in denen diese Definition gewissermaBen leer lauft, wenn namlich jede Teil- 
menge des Raumes konstanten Durchmesser im obigen Sinne hat. Das 
tritt jedenfalls in simtlichen isolierten metrischen Riumen ein. Gleiches 
Versagen der MeiBnerschen Definition ist in Riumen, die aus mehr als 
zwei Punkten bestehen, offenbar nicht zu befiirchten. 


Zur Erlauterung diene das folgende Beispiel, aus dem zum mindesten 
deutlich hervorgeht, daB die drei Definitionen, die im Euklidischen aqui- 
valent sind, sich vom Standpunkt der allgemeinen Metrik unterscheiden. 


Der metrische Raum M sei etwa ein Punktgitter der euklidischen 
Ebene E, wobei in M das euklidische Entfernungsma8 gelten soll. Dann 
hingt die Existenz von Mengen konstanter Breite noch davon ab, wie 
man in M Stiitzgeraden und Parallelitat definieren will*). Jedenfalls 
hat keine beschrinkte Teilmenge T c M konstante Breite im gewoéhnlichen 
Sinn, denn die konvexe Hiille von T ist ja ein Polygon (siehe hierzu 
auch Abschnitt 7). Andererseits kinnte man jeder Menge T c M konstanten 
Durchmesser zuschreiben, weil fiir jede Menge aus M die Menge der Be- 
grenzungspunkte (in M) leer ausfallt. 


Dagegen gibt es in M offenkundig Mengen, die nach der MeiBner- 
schen Definition Gleichdicke sind und solche, die es nicht sind. Jedes 
Gleichdick von M besteht iibrigens aus den Gitterpunkten eines Gleich- 
dicks von E (aber nicht umgekehrt). Ist nimlich @ eine beschrinkte 
und saturierte Teilmenge von M mit dem Durchmesser d, so gibt es eine 
saturierte Teilmenge G* von E mit dem gleichen Durchmesser‘), so daB 
G*>G. Fir die Menge der Gitterpunkte in G* gilt also MG* > G. Es 
ist aber auch MG*CG und damit MG* = G, denn jeder Punkt ze M G* 
hat von allen Punkten aus G* und umsomehr von allen Punkten aus G 
einen Abstand < d; demnach ist eG, da G eine beziiglich des Durch- 
messers saturierte Teilmenge von M sein sollte. 


Ob die Untersuchung der Gleichdicke in der ailgemeinen Metrik aus- 
sichtsreich ist, mag hier unerértert bleiben; jedenfalls habe ich mich 
vorerst auf die Gleichdicke der euklidischen Ebene beschrinkt°). 


3) Geraden waren mittels der Zwischen-Relation zu definieren. Siehe K. Menger, 
Untersuchungen iiber allgemeine Metrik, Math. Annalen 100 (1928), S. 75— 163, 
bes. 8S. 106. 

*) H. Lebesgue, Sur quelques questions de minimum relatives aux courbes 
orbiformes et sur leurs rapports avec le calcul des variations, J. math. pures et 
appl. (8) 4 (1921), S. 67—96, bes. S. 77. 

5) Abgesehen vom euklidischen R, sind zur Untersuchung von Gleichdicken in 
allgemeineren metrischen Raumen Ansétze vorhanden, naémlich 

a) (Euklidischer R,) W. Blaschke, Uber den gréBten Kreis in einer konvexen 
Punktmenge, Jahresber. deutsch. Math.-Ver. 28 (1914), S. 369—374; B. Jessen, 
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Fir die meisten Extremalaufgaben tiber diese Gleichdicke ist entweder 
der Kreis oder das Reuleauxdreieck (siehe unten Fig.1) die Lésung‘). 
Die bemerkenswerteste und darum mehrmals abgeleitete Extremaleigen- 
schaft des Reuleauxdreiecks ist jene, bei normiertem Durchmesser die 
kleinste Fliche zu haben’). Die vorliegende Arbeit enthilt einen sehr 
elementaren Beweis dieser Tatsache. Fiir den Flicheninhalt eines Gleich- 
dicks werden zunichst einfache Abschitzungen angegeben, nimlich eine 
majorante und eine minorante Funktion, die abhingig sind von der lichten 
Weite im schmalsten konzentrischen Kreisring, der den Rand des Gleich- 
dicks einschlieBt (Abschnitte 8 bis 11). Der Kleinstwert der Minoranten 
fiihrt dann auf das Reuleauxdreieck (Abschnitte 12 und 15). Vorher muBten 
die wichtigsten Eigenschaften der Gleichdicke entwickelt werden (Abschnitte 1 
bis 7). Dort ist einiges zwar nicht neu; die betreffenden Sitze sind 
aber in der Literatur dermaBen verstreut, daB ich mich nicht mit bloBen 
Hinweisen begniigen konnte’*). Doch wird der Kenner dieser Dinge vielleicht 
finden, daB ich mich bemiiht habe, bei den Beweisen méglichst ohne 
besondere Kunstgriffe auszukommen und bekannte Sitze iiber Punkt- 
mengen heranzuziehen. In den Abschnitten 13 und 14 werden die Inhalts- 
abschatzungen fiir Gleichdicke mit bekannten Funktionen fiir das isoperi- 
metrische Defizit konvexer Bereiche verglichen. Den Schlu8 (Abschnitte 17 
bis 23) bilden Untersuchungen iiber die Linearkombinationen von Gleich- 
dicken. 

Den Majoranten und Minoranten des Flicheninhalts sollen in einer 
folgenden, im Entwurf bereits abgeschlossenen Arbeit Gleichdicke maxi- 
malen und minimalen Inhalts bei gegebener Weite gegeniibergestellt 


Uber konvexe Punktmengen konstanter Breite, Math. Zeitschr. 29 (1929), S. 378 
—380; 

b) (Minkowskischer R, und R,) E. MeiBner *); 

c) (Spharischer R, und elliptischer R,;) W. Blaschke, Einige Bemerkungen iiber 
Kurven und Flachen von konstanter Breite, Ber. Ges. Wiss. Leipzig 67 (1915), 
8. 290 —297. 

6) Vgl. J. Pal, Ein Minimumproblem fiir Ovale, Math. Annalen 88 (1921), 
8. 311—319, bes. S. 319. 

7) H. Lebesgue, Sur le probléme des isopérimétres et sur les domaines de 
largeur constante, Compt. Rend. Soc. math. France 1914, S. 72—76; derselbe, 
Sur les courbes orbiformes, ebenda S.45—46; derselbe *); W. Blaschke, Konvexe 
Bereiche gegebener konstanter Breite und kleinsten Inhalts, Math. Annalen 76 
(1915), 8. 504—513, siehe auch °c); M. Fujiwara, Analytic Proof of Blaschke’s 
Theorem on the Curve of Constant Breadth with Minimum Area, Proc. Acad. 
Tokyo 3 (1927), S.307—309; 7 (1931), S. 300—302. 

7) [Zusatz bei der Korrektur.] Mittlerweile ist eine enzyklopadische Dar- 
stellung erschienen: T. Bonnesen und W. Fenchel, Theorie der konvexen Kérper 
(Ergebn. Math. u. Grenzgebiete Bd. 3, Heft 1). Berlin, J. Springer, 1934. 
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werden. Diese Arbeit wird einen weniger elementaren Charakter tragen, 
wenngleich dort einige von den schon jetzt bewiesenen Sitzen Anwendung 
finden werden. 

Die einfachen Inhaltsabschatzungen des vorliegenden Aufsatzes bieten, 
vom selbstindigen Interesse abgesehen, das sie wohl beanspruchen diirfen, 
den Vorteil, daB sie sich auf raumliche Gleichdicke iibertragen lassen. 
Hierauf werde ich ebenfalls zuriickkommen. 


Pferchkreis und Fiillkreis, 


Bevor wir in die Untersuchung der Gleichdicke selbst eintreten, sind 
einige wichtige Satze abzuleiten, die das Verhalten von Kreisbereichen zu 
allgemeineren Punktmengen beschreiben. Von diesen sowie von allen sonsv zu 
betrachtenden ebenen Punktmengen sei vorausgesetzt, daB sie beschrénkt 
und abgeschiossen sind, sofern nicht ausdriicklich anders verfiigt ist. Eine 
diesen Voraussetzungen entsprechende, iibrigens noch mehrpunktige Menge M 
sei gegeben und & bezeichne das System aller Kreisscheiben, deren jede M 
bedeckt. Wir werden zeigen, daB es in S kleinste Kreise gibt, die 
Pferchkreise*) P(M). Falls M innere Punkte aufweist, so gibt es Kreise 
K&M und unter diesen eingeschriebenen Kreisen mindestens einen 
groBten. Jeder gréBte eingeschriebene Kreis heiBe ein FPiillkreis von M. 
Ihre Menge werde mit F (M) bezeichnet. 

1. Die Mengensysteme P(M) und F (M) sind, das ist die Behauptung, 
nicht leer. Ich will dies aus einem Satz herleiten, der spater bendtigt 
wird und deshalb gleich hier erwihnt sei; es ist der von W. Blaschke 
herriihrende °) 

Auswahlsatz fiir konvexe Mengen. Jedes unendliche System gleich- 
mipiq beschrinkter konverer Mengen enthiilt eine Folye von Mengen, die 
gegen eine konvexe Menge konvergiert. 

Zum Beweise der Existenz eines Pferchkreises entnehmen wir der 
Menge & der umschriebenen Kreise eine Folge |K,| von Kreisen, deren 
Durchmesser gegen das Infimum d;,,, der Durchmesser aller Kreise aus 8 
konvergiert. Die Folge |X, kann dem Auswablsatz unterworfen werden, 
da sie offensichtlich gleichmaBig beschrinkt ist; denn jeder Kreis, der 
mit dem Radius dp,y,+ 9 > dp ,y, um einen beliebigen Punkt von M 
geschlagen wird, enthalt fast alle K,. Mithin ist in {K,} eine Teilfolge 
\K,,.| enthalten, die gegen einen Bereich K konvergiert, der als Naiherungs- 
grenze gleichmaBig beschrinkter und M umschriebener Kreise selbst ein 
Kreis ist (allenfalls ein Punkt, was aber durch die Mehrpunktigkeit von M 


8) Bezeichnung nach H. Rademacher und O. Toeplitz, Von Zahlen und Figuren. 
Berlin 1930, 8. 74. 
*) W. Blaschke, Kreis und Kugel, Leipzig 1916, S. 62. 
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ausgeschlossen wird). Da K den Limes dp: der Durchmesser von (K,,} 
und damit von |K,| zum Durchmesser hat, ist in 8 ein kleinster Kreis 
nachgewiesen. — Ganz entsprechend gelangt man auch zu einem Fiill- 
kreis !"), 

2. Wir bezeichnen mit A, den Rand der Menge A und geben nun 
die folgende '') 

Kennzeichnung der Pferch- und Fiillkreise. Damit ein umschriebener 
Kreis K > M (eingeschriebener Kreis K © M) ein Pferchkreis (Fiillkreis) 
von M sei, ist noitwendig, dap der Durchschnitt K,M, ein spitzwinkliges 
Dreieck \a,,a,,a,\ enthalte oder ein Paar Gegenpunkte \a,a*\ von K,. 

Diese Bedingung reicht fiir den Pferchkrews stets hin; fiir einen Fiill- 
kreis jedenfalls dann, wenn M konvex ist. Es gibt nur einen -Pferchkreis; 
der Fiillkreis ist sicherlich dann einzig, wenn M konvex ist und K, M, ein 
spitzwinkliges Dreveck enthdlt. 

Ist namlich ein Kreis K > M gegeben, dessen Rand die Menge M 
nicht in der soeben angegebenen Weise trifft, so besteht in A, ein ab- 
geschlossener Halbkreisbogen H aus lauter auBeren Punkten von M (sogar 
ein gréBerer Bogen dieser Art). Jetzt kann man folgendermafen einen 
Kreis ermitteln, der kleiner als K ist und trotzdem M einschlieBt. Man 
lege um jeden Punkt von H eine kreisférmige offene zu M fremde Um- 
gebung. Aus dem System dieser Umgebungen kénnen gemi8 einem bekannten 
Uberdeckungssatz'*) endlich viele herausgegriffen werden, deren Summe S 
immer noch H bedeckt. In S ist eine offene Umgebung U (H; 9) von H 
enthalten, d.h. alle Punkte, deren Abstand von H kleiner als 0 ist. 
Mithin ist M° K—U(H; 0). Da®B letztere Menge und damit M von 
einem kleineren Kreis als K eingeschlossen werden kann, ist elementar 
einzusehen. — Analog verliuft der Nachweis der notwendigen Bedingung 
fiir einen Fiillkreis. 

) Wie sehr es hier auf die GleichmaBigkeit der Beschrinkung der einge- 
schriebenen Kreise ankommt, sehe man bei E. Landau, Die Blochsche Konstante 
und zwei verwandte Weltkonstanten, Math. Zeitschr. 30 (1929), S. 609—638, Anm. 23. 

1) Beweise fiir diesen Satz oder fiir Teile von ihm wurden oft erbracht: 
H. W. E. Jung, Uber die kleinste Kugel, die eine raumliche Figur einschlieBt, 
Journ. reine und angew. Math. 123 (1901), S. 241—257; derselbe, Uber den kleinsten 
Kreis, der eine ebene Figur enthalt, ebenda 137 (1910), S. 310—313; W. Blaschke 5a); 
R. Bricard, Théorémes sur les courbes et sur les surfaces fermées, Nouv. ann. math. 
(4) 14 (1914), S.19—25; H. Lebesgue 7), 4); J. v. Sz. Nagy, Uber einen Satz von 
H. Jung, Jahresber. deutsch. Math.-Ver. 24 (1915), S.390—392; K. Reinhardt, 
Uber die kleinste Kugel, die um jede Punktmenge vom Durchmesser Eins gelegt 
werden kann, ebenda 25 (1917), 8S. 157—163; K. Zindler. Uber konvexe Gebilde, 
Monatsh. Math. Phys. 30 (1920), S. 87—102, 31 (1921), S. 25—56; H. Rademacher 
und O Toeplitz *). 

12) Siehe z. B. H. Hahn, Reelle Funktionen, 1. Bd., Leipzig 1932, S. 96. 
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Die Bedeutung des eben Bewiesenen liegt darin, daB P(M) zuriick- 
gefiihrt wird auf die Pferchkreise P{a,,a,,a,} der Eckpunkte eines spitz- 
winkligen Dreiecks bzw. auf die Pferchkreise P {a,a™| eines Punktepaares, 
das wir aber als ausgeartetes spitzwinkliges Dreieck betrachten (a, = a, 
a, = a, = a*) und nicht gesondert beriicksichtigen. Die notwendize Be- 
dingung fiir Pferchkreise ergibt, jetzt auf P {a,,a,,a,) angewendet, unmittel- 
bar, daB der eindeutig bestimmte Umkreis von {a,} der einzige Pferchkreis 
dieser drei Punkte ist. (Der Zeiger « soll hier und im folgenden zyklisch 
die Werte 1, 2,3 durchlaufen). 

Hierauf wiederum beruht, daB die Bedingungen K > M und K,M, 2 {a,} 
fiir Ks P(M) hinreichen und daB es fiir jede Menge M genau einen 
Pferchkreis gibt. Denn jeder andere Kreis K’ > M ist groéBer als K, 
weil |a,} © McK’ gilt und einzig K der kieinste {a,} umschriebene 
Kreis ist. 

Die Beziehungen K © M und K,M, 2 |a,| (Dreieck {a,} spitzwinklig) 
geniigen im allgemeinen nicht fiir Ke F(M). Setzt man jedoch M als 
konvex voraus**), so ist die Tangente an K, in a, Stiitzgerade in diesem 
Randpunkt von M; alle anderen Geraden durch a, zerschneiden ja K 
und damit M. Die Stiitzgeraden"’) in den Punkten {a,} bilden ein 
spitzwinkliges Dreieck 7 > M, dessen Inkreis K ist, bzw. einen K um- 
schriebenen Parallelstreifen S > M, falls a, = a, angenommen wird. In T 
liegt kein zweiter Kreis, der so groB wie der Inkreis ist, in S jedenfalls 
kein gréBerer. Hiermit ist der Kennzeichnungssatz auch beziiglich der 
Fiillkreise bewiesen. 

In der Folge werden wir es mit Mengen zu tun haben, bei denen 
der Fiillkreis ebenfalls einzig ist, genau wie der Pferchkreis. Deshalb 
sollen kiinftig P(M) und F(M) nicht mehr die Systeme der Pferch- und 
Fiillkreise bedeuten, sondern diese Kreise selbst. 

Die Zuriickfiihrung von P(M) auf P {a,} ergibt auch eine Abschitzung 
fiir den Durchmesser dp,y, von P(M). Bezeichnet dy den Durchmesser 


von M, so ist a,a;., < dy und hieraus ergibt sich **) unschwer 
2 
(1) dy = dp) S yj 


Das Gleichheitszeichen rechts gilt gerade dann, wenn {a,} ein gleichseitiges 
Dreieck von der Seitenlinge dy ist. 





'8) Damit ist mehr angenommen als erforderlich. 

4) Als einzige Stiitzgeraden in den Punkten (a,} sind sie sogar Tangenten 

an M.. 
r 
1%) Siehe die unter '') angefiihrten Quellen. Verwandte Ungleichungen bei 

P. Steinhagen, Beitrag zur Theorie der konvexen Kérper, Diss., Géttingen 1920; 


derselbe, Uber die gréB8te Kugel in einer konvexen Punktmenge, Abh. math. Sem. 
Hamburg 1 (1921), 8S. 15—26. 
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3. Wir verwenden nun den Umstand, daB P,(M) keinen abgeschlossenen 
Halbkreisbogen enthalten darf, der aus auBeren Punkten von M besteht, 
zu einem einfachen Beweis der 

Stetigkeit des Pferchkreises. Konvergiert die Mengenfolge |M,} gegen 
die Menge M, so konvergieren auch die Pferchkreise: P(M,) + P(M). 

Wir bezeichnen die sogenannte Abweichung zweier Mengen A, B mit 
e(A, B). Dies ist die kleinste Zahl mit der Eigenschaft, da fiir jeden 
Punkt aus A der Abstand von der Menge B und umgekehrt < e(A, B) 
ist. Mit dieser Bezeichnung lautet der zu beweisende Satz: Zu jedem 
6 > 0 gibt es ein 9 > 0, so daB fiir e(M,,M) < o die Ungleichung gilt 
e(P(M,), P(M)) < 6. 

Um P(M) werde die offene Umgebung U(P(M);0) gelegt. Aus 
e(M,,M) <o folgt dann M, c U(P(M);0). Sonst gibe es ja in M, 
einen Punkt, der einen Abstand > 9 von der Menge P(M) hatte, also 
erst recht von MC P(M). Der Durchschnitt P,(M,)-U(P(M); 0) muf 
mindestens ein abgeschlossener Halbkreisbogen sein; andernfalls wire wegen 
M, < U(P(M);0) auf P,(M,) ein abgeschlossener Halbkreisbogen frei 
von Punkten aus M,, was aber ausgeschlossen ist. Werden in der vor- 
stehenden Uberlegung M und M, vertauscht, so folgt, daf auch 
P,(M)-U(P(M,);@) mindestens ein Halbkreisbogen ist. Danach ergibt 
sich fiir hinreichend kleines 09, wie ich in anderem Zusammenhang naher 
auszufiihren gedenke, die Ungleichung e(P(M,), P(M)) < Vo(o+ dpw). 
Man kann daher durch die Wahl vong stets erreichen, daB e( P(M,,), P(M)) <6. 


Einige Eigenschaften der Gleichdicke. 


Wir wenden uns jetzt ganz besonderen ebenen Punktmengen zu, die 
wir, wie einleitend begriindet, in Anlehnung an eine technische Bezeichnung 
Gleichdicke nennen. Zuniichst sei noch erklirt, daB eine Menge in bezug 
auf eine Eigenschaft saturiert heiBen soll, wenn es keine umfassendere 
Menge mit derselben Eigenschaft gibt '*). 

4, Nun geben wir nach E. MeiBner die folgende ‘’) 

Definition der Gleichdicke. Hin Gleichdick G ist eine mehrpunktige 
saturierte Menge vom Durchmesser dg. Danach wichst bei einem Gleich- 
dick durch Hinzufiigen jedes Punktes der Durchmesser. 


16) §. Janiszewski, Sur les continus irréductibles entre deux points, J. école 
polytechn. (2) 16 (1912), S.79—170; bes. S. 85. 

17) Siehe 2). Statt ,,saturiert‘* schreibt MeiBner ,,vollstandig’. Dieser Name 
ist jedoch fiir eine ganz andere Eigenschaft von Mengen iiblich geworden; vgl. 
H. Hahn !%), 8.113. — Nach der MeiBnerschen Definition ist ein Gleichdick ganz 
von selbst abgeschlossen und beschrankt (sobald vom Gesamtraum verschieden). 
Dies konnten wir daher von allem Anfang an voraussetzen. 
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Zwei Punkte a,a“ einer Menge M, deren Abstand aa“ = dy, ist, 
mégen Gegenpunkte von M genannt werden. Gegenpunkte sind offen- 
sichtlich stets Randpunkte. Auf dem Begriff der Gegenpunkte beruht die 
nachstehende 

Erste Kennzeichnung der Gleichdicke. Damit eine Menge M ein 
Gleichdick sei, ist notwendig und, wenn M innere Punkte hat, auch hin- 
reichend, daB es zu jedem Randpunkt ae M mindestens einen Gegenpunkt 
a“eM gebe. 

Angenommen, zum Randpunkt a bestiinde in M kein Gegenpunkt 
d. h. alle Randpunkte des Kreises K, der um a mit dem Halbmesser dy 
geschlagen wird, seien fiuBere Punkte von M. Dann kénnen wir um 
jeden dieser auBeren Punkte eine offene kreisférmige Umgebung legen, 
die zu M fremd ist. Aus dem System dieser Umgebungen wihlen wir 
nach dem schon einmal benutzten Uberdeckungssatz '*) endlich viele aus, 
deren Summe S den Vollkreisbogen K, bedeckt. In S ist eine offene 
Umgebung U(K,;e@) enthalten, wobei dy ~>o>O0 ist. Mithin ist 
M&K—U(K,;0). Jeder Punkt aus U(a;o) hat von allen Punkten 
aus K —U(K,;0) einen Abstand < dy, also auch von allen Punkten 
aus M. Daher ist der Durchmesser von M + U(a;o) immer noch dy. 
Beachtet man, daB in U(a;o) ein nicht zu M gehérender Punkt vor- 
kommt, weil a als Randpunkt angenommen wurde, so hat sich ergeben, 
da8 der Durchmesser von M trotz Vermehrung um einen Punkt nicht 
gewachsen ist; deshalb ist M kein Gleichdick. Damit ist die Notwendig- 
keit *) **) der oben angegebenen Eigenschaft fiir Gleichdicke bewiesen. 


Um nun auch deren Hinreichen"’) **) zu zeigen, bemerken wir vor- 
erst, daB eine Menge G mit inneren Punkten, die zu jedem Randpunkt a 
auch einen Gegenpunkt a“ enthilt, konvex ist. Der Kreis K, der um a“ 
und durch a geschlagen wird, umschlieBt wegen aa“ = dg die gegebene 
Menge. Jeder derartige Kreis mége fortan ein Stiitzkreis von G im 
Punkte a hei®en. Die Tangente an K, in a ist eine Stiitzgerade an den 
Stiitzkreis K, also auch eine Stiitzgerade an G c K. In jedem Randpunkt 
gibt es demnach eine Stiitzgerade; mithin ist G konver. Aus dem ersten 


1%) E. MeiBner *), 8. 44. 

19) H. Lebesgue *), S. 77. 

20) K. Reidemeister, Uber Punktmengen konstanten Durchmessers, Math. 
Zeitschr. 10 (1921), S. 214-216. (Dort wird allerdings nur bewiesen, daB solche 
Mengen konstante Breite haben. Wir werden aber in Abschnitt 16 sehen, daB die 
konvexen Mengen konstanter Breite Gleichdicke sind.) Ein dhnlicher Satz bei 
Ch. Jordan und R. Fiedler, Contribution 4 l’étude des courbes convexes fermées, 
Paris 1912, 8.58. Dieses Buch unterrichtet (S. 54 ff.) auch iiber die alteste Gleich- 
dicke betreffende Literatur. 
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Teil des Kennzeichnungssatzes folgt jetzt auch, daB es bei jedem Gleich- 
dick in allen Randpunkten Stiitzkreise gibt. Da®8 die Gleichdicke iiber- 
dies konvex sind, liegt auf der Hand. Beim Ubergang von einer Menge 
zu ihrer konvexen Hiille wichst ja der Durchmesser nicht. 

Ist jetzt v ein nicht zu G gehérender Punkt, so gibt es wegen der 
Abgeschlossenheit von G einen Punkt aeG, der von v kleinsten Abstand 
hat*'). Die Gerade A, normal va durch den Punkt a, ist wegen der Kon- 
vexitiit von G eine Stiitzgerade, die v von G trennt. Ist H der Halbkreis- 
bogen, der von a den Abstand d, hat und von v durch A getrennt liegt, 
so hat der Punkt v von H ersichtlich einen gréBeren Abstand als dg. Da 
es auf H mindestens einen Punkt von @ gibt, namlich einen Gegenpunkt 
zu a, so ist dz., > dg, d.h. @ ist beziiglich des Durchmessers saturiert, 
w. z. b. w. 

Eine zweite Kennzeichnung der Gleichdicke wird in Abschnitt 16 zur 
Sprache kommen. 

5. Als Folgerung aus der ersten kennzeichnenden Eigenschaft der 
Gleichdicke stellen wir fest **): 

Ist G ein Gleichdick, so enthalten P,(G)-G, und F,(G)-G, je ein 
spitzwinkliges Dreieck. 

Nach dem, was iiber die Pferch- und Fiillkreise allgemeinerer Punkt- 
mengen in Abschnitt 2 gesagt wurde, ist nur der Fal! zu erértern, da in 
dem einen oder anderen der bezeichneten Durchschnitte ein Gegenpunkte- 
paar des Pferchkreises bzw. Fiillkreises vorkommt. Dies fiihrt dann auf 
das triviale Gleichdick, den Kreis **), fiir den obiger Satz selbstverstandlich 
erfillt ist. 

Wir untersuchen etwa den Fall, daB PG) G, ein Gegenpunktepaar 
\a,a*} von P(G) enthalt. Es ist aa“ = dpy, = dg. Fiir den Mittel- 
punkt m der Strecke aa“ und des Pferchkreises P(G@) gilt wegen der 
Konvexitiit meG. Ware ein auBerer Punkt ve P(G), so lige zwischen v 
und m, also im Innern von P(G) ein Randpunkt b, auBerstenfalls wire m 
selbst dieser Randpunkt. Jeder Gegenpunkt zu b fiele auBerhalb P(G@): 
ein offener Widerspruch. Infolgedessen gibt es in P(G@) nur innere Punkte 
und Randpunkte, wie behauptet wurde. 

Hiermit hingt auch zusammen, daB es aufer dem Kreis kein Gleich- 
dick mit Mittelpunkt gibt**). Hat naimlich G den Mittelpunkt m, so geht 
P(G) durch Spiegelung an m in einen Pferchkreis iiber. Infolge der 


21) Vgl. etwa C. Carathéodory, Vorlesungen iiber reelle Funktionen, Leipzig 
und Berlin 1918, S. 197. 

92) Ohne Beweis bei W. Blaschke °a), 8.373; A. E. Mayer '). 

23) A. E. Mayer'); derselbe, Jahreeb. deutsch. Math.-Ver. 43 (1933), Abt. 2, S.31. 

24) E. MeiBner *), 8S. 47. 
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Einzigkeit des Pferchkreises mu m der Mittelpunkt von P(G) sein. 
Dann enthalt G mit jedem Punkt ae P,(G)G, auch den an m gespiegelten 
Punkt a“. Folglich ist @ ein Kreis. 

Man kann den eingangs von Abschnitt 5 aufgestellten Satz auch so 
aussprechen: Bei einem Gleichdick G enthdlt jeder offene Halbkreisbogen 
von P,(G) und F,(G) Punkte aus G,, wihrend bei beliebigen Mengen das 
nur von abgeschlossenen Halbkreisbégen gesagt werden kann. Der Satz 
gestattet die folgende Verschirfung: Zu jedem Punkte a,eP<(G)G, gibt 
es weitere zwei Punkte a,,a, aus dieser Menge, so daB |a,} ein spitzwinkliges 
Dreieck ist; entsprechend beim Fiillkreis. Den trivialen Fall, daB G ein 
Kreis sei, schlieBen wir aus. Dann gehért, wie wir vorhin sahen, der a, 
auf P,(G) gegeniiberliegende Punkt a; nicht zu G. In den beiden offenen 
Halbkreishégen, in die P,(G@) durch Tilgung von a, und af zerfallt, miissen, 
wie oben festgestellt wurde, Punkte aus G, vorkommen. Unter diesen 
Punkten gibt es wegen der Abgeschlossenheit solche, die von a, am 
weitesten entfernt sind; wir nennen sie a, unda,. Der offene Bogen a, af a, 
ist nun frei von Punkten ausG, daber kleiner als ein Halbkreis, w. z. b. w. 

6. Aus dem Bestehen eines spitzwinkligen Dreiecks {a,;} © P,(@) G, 
sind weitere Schliisse zu ziehen. Der Mittelpunkt m von P(G@) liegt im 
Innern des Dreiecks {a,} und ist daher der Konvexitaét zufolge ein innerer 
Punkt von G. Schlagen wir um m den Kreis K mit dem Halbmesser 
d, — 4dp.g), so kann K keinen beziiglich G auBeren Punkt v enthalten. 
Andernfalls lage zwischen v und m, im Innern von K, ein Randpunkt, 
zu dem auf P(G) kein Gegenpunkt méglich wire. Es ist also K @G. 
Liegt dem Punkt a,¢ P,(G)G, auf K, der Punkt aj radial gegeniiber, 
d. h. so, daB m sich zwischen a; und aj befindet, dann ist a;af = dg, 
folglich a* ein Gegenpunkt zu a, Somit ist in K SG ein spitzwinkliges 
Dreieck |a,;} nachgewiesen, das aus Randpunkten von G@ besteht. Dies 
kennzeichnet (nach Abschnitt 2) den Kreis K als einzigen Fiillkreis von G. 
Mithin sind 

der Pferchkreis und der Fiillkreis jedes Gleichdicks konzentrisch 
und es ist 
(2) dpa + dpa = 2dg. 

Ferner sieht man leicht, daB umgekehrt wie zuvor jedem Punkt a“e F,(@) G, 
der (einzige) Gegenpunkt a auf P,(@) radial gegeniiberliegt *°). 

Die Kreise P,(@) und F,(G@) begrenzen einen Kreisring P (G) — F (@) 
+ F,(G@), dessen Mittellinie den Durchmesser d, hat. Wir setzen 

d d d 


—d, > — da, 
ee "ee 
@) 2d, ies d,, = (4) 


25) W. Blaschke °a), 8. 373. 
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und nennen u(G@) die Weite des Gleichdicks G oder auch Weite des 
Kreisringes P(G)—F(G)+F,(G), da Verwechslungen nicht zu _be- 
fiirchten sind. 

Aus (1) und (2) folgt 
4) 0<2n(@ <n, = a7) = 0, 1547. 
Die Gleichheitszeichen hierin sind aus (1) iiber- 
nommen. Da die Schranken der Weite nicht 
enger sind, bedarf indessen noch der Be- 
griindung. Das Gleichheitszeichen links fiihrt 
offenkundig auf den Kreis und nur auf diesen, 
das rechte hingegen auf das sogenannte **) 
Reuleauxdreieck. Dieses ist der Durchschnitt Fig. 1. 
dreier Kreise, deren jeder die Mittelpunkte Reuleauxdreieck. 
der beiden anderen zu Randpunkten hat (Fig. 1). 

7. Der Beweis hierfiir flie}t ungezwungen aus dem folgenden *’) 
wichtigen 

Satz iiber die verscharfte Konvexitit der Gleichdicke. Jedes Gleich- 
dick G enthdlt mit zwei Punkten a, b auch das Zweieck Z zwischen den 
beiden Kreisbigen vom Halbmesser d;, welche a und b so verbinden, daB 
die Bégen nicht gréfer als Sechstelkreise sind. 

Ansonsten gibe es einen zu G fiuBeren Punkt veZ. Verbindet man v 
mit einem zwischen a und 6b gelegenen Punkt, der wegen der gewohn- 
lichen Konvexitét zu G@ gehért, so sieht man, daB im Innern von Z 
ein Randpunkt c liegt. Der kleinste Kreis durch c, der a und 6 enthalt, 
ist, wie unschwer abgeleitet werden kann, der Kreis durch die Punkte 
a,b,c. Dieser bat aber einen Radius >d,g. Das steht im Widerspruch 
dazu, daB es in jedem Randpunkt von G einen Stiitzkreis gibt, d. h. (nach 
Abschnitt 4) einen G einschlieBenden Kreis vom Halbmesser d,,, dessen 
Randkreis durch den betreffenden Randpunkt geht. — Fiir den Beweis 
muBte nur angenommen werden, daB die Begrenzungen des Zweiecks Z 
nicht linger als Halbkreise sind. Trotzdem bleibt es bei Sechstelkreisen, 
da ja ab <= dg. 

Nebenbei bemerkt: Die verschirfte Konvexitét besteht z. B. auch 
bei der Ellipse mit dem Achsenverhiiltnis 1:2; es handeJt sich also blo’ 
um eine notwendige Bedingung fiir Gleichdicke. 





26) Diese Figur hat namlich schon bei den ersten Dampfmaschinensteuerungen 
eine Rolle gespielt; vgl. F. Reuleaux '); L. Burmester’), 8.364. Den Namen 
Reuleauxdreieck scheint W. Blaschke ’7) aufgebracht zu haben. 

37) H. Lebesgue *), 8.79; B. Jessen a); schw&chere Satze bei K. Reinhardt, 
Extremale Polygone gegebenen Durchmessers, Jahresber. deutsch. Math.-Ver. 31 
(1922), S. 251--270, bes. S. 269; H. Rademacher und O. Toeplitz *), S. 135. 
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Aus der verschirften Konvexitit schliet man augenblicklich: Der 
Rand eines Gleichdicks hat keine geradlinigen Teile*). Ferner: Gibt es 
zu a zwei Gegenpunkte af und aj, so besteht der kleinere Kreisbogen um a 


< 


als Mittelpunkt, der af mit aj 


verbindet, durchwegs aus Gegenpunkten 
von a*8). 

Mit Hilfe dieses Satzes oder unmittelbar durch die verschirfte Kon- 
vexitaét beantwortet sich jetzt die Frage nach der maximalen Weite der 
2 
V3 
und das trifft, wie bei Gl. (1) angegeben wurde, gerade dann zu, wenn 
P(G@)G, ein gleichseitiges Dreieck von der Seitenliange dg enthalt. Ver- 
bindet man dessen Ecken durch Sechstelkreisbégen, so gehéren diese, 
wie gezeigt, zu G. Die konvexe Hiille der Bégen ist bereits das Reuleaux- 
dreieck. Dieses befriedigt offensichtlich die erste fiir Gleichdicke kenn- 
zeichnende Forderung. Sonach gilt®’) der 

Satz. Das Reuleauxdreieck ist das einzige Gleichdick mazximaler 
Weite. 

Es bleibt noch nachzuweisen, daS auch jede Weite zwischen den 
in (4) angegebenen Grenzen bei Gleichdicken vorkommt. Das wird aus 
den weiter unten angestellten Betrachtungen iiber Linearscharen von 
Gleichdicken hervorgehen. 


Gleichdicke. Es kann nur dann u(G) = mw, sein, wenn dpig,) = dg ist, 


Vom Inhalt der Gleichdicke. 


Wir werden uns jetzt mit den Flaicheninhalten von Gleichdicken be- 
fassen’ und beginnen damit, daf wir aus der Weite eines Gleichdicks 
Schliisse auf seinen Inhalt ziehen. So gelangen wir zunachst zu ein- 
fachen Abschatzungen fiir den Inhalt, die im allgemeinen zwar nicht sehr 
genau, aber trotzdem von einigem Wert sind. In einem folgenden Auf- 
satz wird es sich darum handeln, die Abschitzungen so weit zu ver- 
bessern, als das der Natur der Sache nach nur irgend méglich ist. 

8. Von den im Vorangehenden bewiesenen EKigenschaften der Gleich- 
dicke bildet diese den Ausgangspunkt fiir unsere Abschitzungen des 
Inhalts: Im konzentrischen Kreisring zwischen Pferch- und Fiillkreis ver- 
liuft der Rand G, eines jeden Gleichdicks G derart, daB er P,(@) in 
einem spitzwinkligen Dreieck {a,} trifft und F,(@) in den radial gegen- 
iiberliegenden Gegenpunkten {aj} beriihrt. 

Beginnen wir etwa mit letzteren! Zu jedem Punkt aj gehért ein 
Stiitzkreis, und zwar nach einer Bemerkung bei Gl. (2) genau ein Stiitz- 
kreis, nimlich der um a, mit dem Radius d, geschlagene Kreis K,. 





%) Siehe u. a. E. MeiBner?), S. 45. 
29) W. Blaschke °a), S. 372; H. Lebesgue’) (2. Zitat) und *), S. 90. 
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Es ist GCK, und GOP(G). Daher ist G auch im Durchschnitt 
P*(G) = K,K,K,P(G) enthalten (Fig. 2). Aus der Konstruktion des 
Kreises K, folgt, daB sein Rand den Pferchkreisrand P ,(G) schneidet. 
Die Schnittpunkte seien 6, und c,. Ist m der Mittelpunkt des Pferch- 
kreises und des Fiillkreises, so projizieren wir a aus m auf P,(G) in den 
Punkt af. Dann liegt der offene Bogen b,a*c;, den wir B, nennen, 
auBerhalb G. Die drei offenen Bogen |B,| sind paarweise fremd. Denn 
infolge der Spitzwinkligkeit der Dreiecke |a,|, {a} und {at} befinden sich 
auf P (G) zwischen den Punkten afe B; und af.,¢B;,, einerseits die 
Punkte a, und a;,,, andererseits a;,,. Diese Punkte gehéren zu G und 
trennen deshalb B, von B; .,. 





Fig. 2 und 3. Zur Majoranten des Flaicheninhalts. 


Infolgedessen sind auch die drei offenen Bogen {b;ajc;| paarweise 
fremd; die abgeschlossenen Bégen iiberschneiden sich daher nicht innerhalb 
P(G). Wir haben diesen anschaulich einleuchtenden Umstand ausfiihrlich 
bewiesen, da er von grundlegender Bedeutung ist, wie sich alsbald 
ergeben wird. 

Zieht man von m die Radien nach den Ecken der Figur, d. h. nach 
den Punkten {b,,c,;}, so entstehen — eben weil die Stiitzkreisrinder K,, 
sich nicht im Inneren von P(G) treffen — drei offensichtlich kongruente 
Mengen {M,!, die von je zwei Radien und einem Stiitzkreisbogen be- 
grenzt werden (in Fig.2 schrafficrt). Zwischen den {M,} liegen Aus- 
schnitte des Pferchkreises (punktiert). Die Zentriwinkel dieser Ausschnitte 
kénnen allerdings bei einem oder bei allen dreien auf Null sinken, namlich 
dann, wenn zwei von den Stiitzkreisriindern sich zwar nicht innerhalb 
P(@) schneiden, wohl aber auf P ,(@). 
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Nebst G@ sei jetzt ein zweites Gleichdick G’ vom selben Durchmesser 
und von derselben Weite gegeben. Wir ermitteln auch fiir dieses Gleichdick 
die entsprechende umfassendere Menge P*(G’) und zerlegen diese (Fig. 3) 
wieder durch Radien in drei kongruente Mengen {M;} und die ibrig 
bleibenden Kreisausschnitte. Wir behaupten nun, daB P*(G) und P*(G’) 
flachengleich sind. 

Sieht man von der Lage der Mengen {M,} ab, so sind sie durch 
Angabe von d,g,d»g) und dyig) vollig bestimmt. Weil diese MaBe nach 
Annahme fiir G die gleichen Werte haben, so sind die {M,} nicht nur 
untereinander, sondern auch mit den {M;} kongruent. Die Zentriwinkel 
der Pferchkreisausschnitte ergiinzen die Zentriwinkel der {M,} bzw. {M;} 
zum vollen Winkel. Daher haben die Zentriwinkel der Pferchkreis- 
ausschnitte in P*(G) und P*(G’) dieselbe Summe. Nach all dem sind 
die Mengen P*(G) und P*(G’) zerlegungsgleich*®*) und, wenn man unter /, 
den Flacheninhalt*') einer Menge A versteht, ist fp+iq) = fp+.q». 

Mithin ist {p+ bereits durch d, und mu (G) gegeben und unabhingig 
von der Lage bzw. Auswahl der Beriihrungspunkte {aj} des Gleichdicks 
mit dem Fiillkreis. Normieren wir den Durchmesser — das bedeutet 
keine wesentliche Beschrinkung der Allgemeinheit — so kénnen wir 
wegen G © P*(G) sagen: 

Fiir den Inhalt von G ist der Inhalt der Menge P*(G) eine majorante 
Funktion, die von yu (G) allein abhéngt. 

9. Auch eine Minorante kénnen wir angeben und konstruieren sie 
mittels einer einigermaBen dualen Analogic. Wir fassen dabei das spitz- 
winklige Dreieck {a,} & P,(G)G, ins Auge und berufen uns auf den Satz 
von der verscharften Konvexitét der Gleichdicke (Abschnitt 7). 

Weil F(G)SG, so ist jeder Bogen vom Halbmesser dg jedenfalls 
dann ein Teil von G, wenn er a, mit einem Punkt des Fiillkreises ver- 
bindet. Unter diesen Bégen gibt es gerade zwei, die F ,(G@) so beriihren, 
daB sie dem Mittelpunkt m die hohle Seite zukehren. Ziehen wir von 
den drei Punkten {a,;} die erwihnten bogenférmigen Tangenten an F,(G@) 
und bilden die konvexe Hiille F*(G@) der solcherart entstandenen drei 
Spitzbégen und des Fiillkreises (Fig. 4), so ist F*(G)SG. Die von a, 
ausgehenden gebogenen Tangenten mégen F,(@) in h, bzw. k, beriihren. 
Die drei offenen Spitzbégen {h,a,k,;|} sind paarweise fremd. Der Beweis 
dafiir kénnte ahnlich wie in Abschnitt 8 gefiihrt werden, naimlich durch 
Projektion aus m auf F (G). Demnach gehdren die Spitzbégen zur Ganze 


30) Vgl. hierzu D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, 7. Aufl., Leipzig und 
Berlin 1930, S. 70. 

31) Feinheiten der Inhaltsbestimmung waren hier, wo es sich durchwegs um 
konvexe Mengen handelt, belanglos. 
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dem Rand von F*(G) an. Mithin zerlegen die Radien nach den Punkten 
\hi,k;| die Menge F*(G) in drei Mengen {N,}, die von je zwei Radien 
und einem Spitzbogen begrenzt sind (in Fig. 4 schraffiert), ferner in die 
dazwischenliegenden Ausschnitte des Fiillkreises (punktiert). Von den 
Kreisausschnitten kénnen wieder einer oder alle auf Strecken zusammen- 
schrumpfen. 








Fig. 4 und 5. Zur Minoranten des Flacheninhalts. 


Ist nun wie in Abschnitt 8 auBer G noch das Gleichdick G’ von 
demselben Durchmesser und derselben Weite gegeben, so bilden wir F* (G’) 
und zerlegen auch diese Menge durch Radien in drei Mengen {N;} und 
die zwischen ihnen liegenden Fiillkreisausschnitte (Fig. 5). Abgesehen von 
der Lage sind die sechs Mengen {N,, N;| konstruierbar, sobald die Durch- 
messer beider Gleichdicke und die ihrer Pferch- und Fiillkreise gegeben 
sind. Weil diese paarweise iibereinstimmen, sind die Mengen {N,, Nj} 
untereinander kongruent. Die Zentriwinkel der Fiillkreisausschnitte 
erginzen die Zentriwinkel der {N;} bzw. {N;| zum vollen Winkel. Daher 
ergeben die Zentriwinkel der Fiillkreisausschnitte in F*(@) und F*(G’) 
gleiche Summen. Somit sind F*(@) und F*(G’) als zerlegungsgleich und 
flachengleich festgestellt. 

Folglich ist /p+(g) unabhangig von der Lage und Auswahl der Treff- 
punkte {a,} des Gleichdicks mit dem Pferchkreis und durch dg und u(G@) 
schon bestimmt. 

Der Inhalt von F*(G) ist also ene minorante Funktion fiir den Inhalt 
von G und zwar bei normiertem Durchmesser eine Funktion von pu (G) 
allein. 

10. Um diese Funktion und zugleich die majorante Funktion zu 
berechnen, hialften wir M,; und N, durch den Radius maj bzw. ma, (in 
Fig. 2 bis 5 durch die Schraffur angedeutet). Die Halften von M, sind 
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mit denen von N, kongruent. Denn sie werden von je einem Radius 
des Pferchkreises und des Fiillkreises begrenzt, die noch durch einen den 
Fiillkreis beriihrenden Bogen vom Halbmesser d, derart verbunden werden, 
daB eine konvexe Menge entsteht. 

Ein solches Flachenstiick. etwa a¥ 6, m, gilt es zu untersuchen (Fig. 6). 
Der Bogen a¥ 6, hat seinen Mittelpunkt a, auf P,(G@). Das Dreieck a, mb, 
ist daher gleichschenklig. Ist « der Winkel bei a,, so 
haben wir, wenn in den Formeln bei d, und «(G@) der 
Kiirze halber das Argument G weggelassen wird, 

d2 1 


5 — . a 
(5) ute ry el For 


a, 


Setzt man die durch (4) gegebenen Schranken von yu 





m ein, so ist 1 > cosa > 3/2 und 

i 

(6) 0s acs a6. 

] 
j Da A afmb, = 2a, so schrumpfen fiir « = 0 die 
b, ‘ Mengen |M,,N,| auf Strecken zusammen, wahrend die 


“* gwischen  iknen liegenden Kreisausschnitte bereits 
P*(G) bzw. F*(G) ausfiillen. Bei « = a/6 ist es 
gerade umgekehrt und wir erhalten sowohl fiir P*(G@) 
als auch fiir F*(G) das Reuleauxdreieck. Dies ist ein 
besonderer Vorteil der von uns fiir jedes Gleichdick G erklirten Ab- 
schiitzungsmengen P*(G) und F*(G). 


Fig. 6. 
Ausschnitt aus 
Fig. 2 (bis 5). 


Nach (5) und (6) ist a eine zunehmende Funktion von uw. Deshalb 
liegt « im engeren Sinn zwischen 0 und 2 6, sobald die Weite sich ebenso 
zwischen ihren Grenzen hilt. In diesem Fall ist die Summe der Zentri- 
winkel der Kreisausschnitte in P* (@) und in F* (G@), namlich 27 — 12a + 0 
und +22. Die Rander von P*(G) und F*(G) enthalten dann einen 
nicht verschwindenden Bogen von P,(G) bzw. F,(@), sogar zwei solche 
Bégen, wie man sich leicht klarmacht. Zu diesen Bogen fehlen radial 
gegeniiberliegende Bogen auf F,(G) bzw. P,(@, die jedoch (nach Ab- 
schnitt 6) vorhanden sein miiBten, wenn P*(G) und F*(G@) Gleichdicke 
waren. Sie sind also im allgemeinen (0 + « + 2/6) nicht Gleichdicke. 
Mithin ist zwar 


(7) fre = he = pa), 


aber die Gleichheitszeichen gelten nur fiir mu = 0 (Kreis) und w = py, 
(Reuleaurdreieck). 

Ubrigens ergeben die Mengen P*(G) und F*(G), die wie gesagt im 
allgemeinen selbst keine Gleichdicke sind, durch ihre Linearkombination 
4 P* (G) + 4F* (G@) ein Gleichdick (vgl. Abschnitt 17), weil namlich P?(G@) 
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und F*(G) Parallelkurven sind oder, genauer ausgedriickt, weil gegen- 
sinnig parallele Stiitzgeraden, die eine an P*(G), die andere an F*(G), 
stets den Abstand dg haben. Die Linearkombination hat mit G gleichen 
Durchmesser und gleiche Weite. 


Wir kénnen noch auf eine andere, viel einfachere Weise aus P* (@) 
und F*(G) Gleichdicke erzeugen, indem wir den auf einer Seite der 
Geraden a,a; gelegenen Teil von P*(G@) zu dem auf der anderen Seite 
gelegenen Teil von F*(G) hinzufiigen 
(Fig. 7). Den recht einfachen Beweis 
dafiir, daB jede so entstandene Menge G, ; 
ein Gleichdick ist, iiberlassen wir dem 
Leser. Weil, wie ebenfalls bloB erwahnt 
sei, a,a7 jede der Mengen P*(G) und 
F*(G) dem Inhalt (und dem Umfang) 
nach halbiert, ist 


(8) lop, = thew + thre 


Die Gleichdicke G und {G,,! stimmen 
in Durchmesser und Weite iiberein. 

M; und N;, sind doppelt so groB wie 
das in Fig. 6 schraffierte Flachenstiick. 





Fig. 7. 
, Gleichdick, zusammengesetzt aus der 
Deshalb ist linken Hialfte von Fig. 2 und der 


(9) fu, = tx, = (a — $tga)d* rechten Halfte von Fig. 4. 
i ri . 


Fiigt man zum dreifachen Inhalt von M, oder N, die Flachensumme 
der in P*(G) bzw. F*(G@) enthaltenen Kreisausschnitte. so folgt 


(10) fe | _ (3a —3tga +3 (Lip) (2 — ba)}@ 
tre) | 


Der isoperimetrische Defekt. 

Wir lassen es bei dieser Majoranten bzw. Minoranten fiir /, nicht 
bewenden, sondern nehmen — um Anschlu8 an gewisse isoperimetrische 
Untersuchungen zu erlangen, von denen bald die Rede sein wird — mit 
dem Flacheninhalt von G eine geringfiigige Umformung vor. 


11. Fiirs erste bestimmen wir den Unterschied zwischen fg und dem 
Inhalt des umfangsgleichen Kreises. Um nun wie durch die Definition 
der Weite eine Invariante fiir Ahnlichkeitstransformationen zu erhalten, 
setzen wir den Flaichenunterschied noch ins Verhiltnis zu einem mit dem 
Kreisring P(G) — F (G) + F,(@) in méglichst einfacher Weise gegebenen 
Flacheninhalt, etwa zum Inhalt von dessen Mittellinie. Die so gewonnene 
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Zabl g(G@) heiBe der isoperimetrische Defekt oder kurz der Defekt**) 
von G. 

Beachtet man, da8 alle Gleichdicke vom Durchmesser d den Umfang xd 
haben, was wir hier nicht beweisen wollen), so ergibt sich héchst 
einfach 

le 
(11) 9(@)=1-+ 3. 

Setzt man hierin an Stelle von /;, die Werte fps) oder fpeig, 80 
wird fiir den Defekt y (@) die Minorante * (u) bzw. die Majorante oy (x) 
erhalten, wobei der Zeiger * 
andeuten mége, daB die Ab- 
schitzungen des Defektes aus 
den Mengen P*(G) und F*(G) 
gewonnen wurden. Entsprechend 
(7) gelten in 


(12) g® (x) S 9@ FS 9% (») 


die Gleichheitszeichen nur fiir 
den Kreis und fiir das Reuleaux- 


figy— ——— 









a 


defekt p 





| 


—+—+—+—_ dreieck. Von diesen Figuren ab- 
0 402 4 40s qa an qe aw gw  gesehen, darf gt(u) nicht mit 

— dem Defekt von F*(G) bzw. 
Fig. 8. Weite—Defekt -- Schaubild. P*(G) verwechselt werden; denn 


Die Bildpunkte aller Gleichdicke liegen auf 


ew bint Tih diese Mengen haben zwar einen 


von yw allein abhingigen Um- 
fang, der aber nicht ad ist (ad ist namlich blo® das arithmetische 
Mittel aus den Umfiaingen von F*(G) und P*(G)). 
Aus (10) und (11) folgt 


(13) g2(u) = 1— — [12a — 6tga + (1 Fm) (x — a]. 


Aus den Gleichungen (5) und (13) wurden zahlreiche Werte der transzendenten 
Funktionen ¢*(j,) berechnet™) und in einem Schaubild dargestellt (Fig. 8). 


82) T. Bonnesen, Uber eine Verscharfung der isoperimetrischen Ungleichheit, 
Math. Annalen 84 (1921), S. 216—227; derselbe, Uber das isoperimetrische Defizit 
ebener Figuren, ebenda 91 (1924), S. 252—268. Siehe auch desselben Verfassers 
Buch. Les problémes des isopérimétres et des isépiphanes, Paris 1929 [mit Biblio- 
graphie]. Bonnesen verwendet die Flachendifferenz selbst und nennt sie das éso- 
perimetrische Defizit. 

33) Einfache Beweise bei W. Blaschke’), S. 512; H. Lebesgue‘), 8.93. Vzyl. 
dazu W. Blaschke*c); K. Reinhardt *’). 

34) Bei der Durchfiihrung dieser und der folgenden numerischen Rechnungen 
erfreute ich mich der Mitwirkung meines Vaters. 








Gleichdicke. 115 


12, Ordnet man jedem Gleichdick G den Punkt g mit den car- 
tesischen Koordinaten (G) und g(@) zu), so entspricht dem Mengen- 
system aller Gleichdicke die Menge © simtlicher Bildpunkte. Die um- 
gekehrte Zuordnung g-—G fiihrt zunichst ecinmal auf alle zu einem 
Gleichdick ahnlichen, ist aber auch davon abgeschen im allgemeinen sehr 
vieldeutig. Die Menge © liegt nach (12) zwisciien den beiden Bégen, 
welche g*(u) abbilden. Diese Bégen selbst gehéren nicht zu 6G, mit 
alleiniger Ausnahme der gemeinsamen Endpunkte ft und fr, die den 
Kreisen bzw. Reuleauxdreiecken zugeordnet sind. In diesen Punkten ist 
die umgekehrte Abbildung eindeutig, sobald man von Ahnlichkeitstrans- 
formationen absieht; denn dann ist der Kreis das einzige Gleichdick von 
der Weite Null und das Reuleauxdreieck das einzige Gleichdick gréBter 
Weite (Abschnitt 7). 

Fig. 8 zeigt deutlich, daB q* (4) eine zunehmende Funktion ist. Der 
Beweis dafiir folgt in Abschnitt 15. Danach ist r der héchste Punkt des 
Bogens, der die majorante Funktion g* (j) darstellt, folglich der iiber- 
haupt héchste Punkt der Menge © und wir haben’) den 


Satz. Unter allen Gleichdicken hat das Reuleauzdreieck und nur dieses 
den gréften Defekt (bei gegebenem Durchmesser die kleinste Fliche). Der 


Defekt betriagt 2¥8 — 1 = 0,1027. 


4 
Wire es nur auf den Beweis dieses Satzes angekommen, so hatte 
die Konstruktion von P*(@) und die Berechnung von g%(m) entfallen 
kénnen. Es liegt aber nahe, auch diese minorante Funktion zu betrachten, 
obwohl sie weniger giinstig verliuft als die Majorante. Ubrigens wird 
P*(G) fiir die Ermittlung der Minimalfunktion von Bedeutung sein. 


13, Fiir kleines » liefert g* () negative Defekte. Solche wider- 
sprechen selbstredend der isoperimetrischen Eigenschaft des Kreises. Auf 
mehr als dem halben Intervall der Weite wird also, wie man aus Fig.8 
ersieht, g* (u) bereits von der klassischen isoperimetrischen Unglewhung 
@(u) =} O iibertroffen. 

Eine schirfere Probe ergibt sich aus Untersuchungen von T. Bon- 
nesen*’), Dieser Verfasser fand zunichst, daB es zu jeder konvexen 
Menge M genau einen konzentrischen Kreisringstreifen mit kleinstem Halb- 
messerunterschied gibt, derart, daS M, im Kreisring verliuft**). Dieser 
ausgezeichnete Kreisring, wie wir ihn fiir den Augenblick nennen wollen, 


35) Vgl. einen ahnlichen Abbildungsgedanken bei W. Blaschke, Eine Frage 
tiber konvexe Kérper, Jahresber. deutsch. Math.-Ver. 25 (1917), S. 121—125, 

36) Siehe auch N. Kritikos, Uber konvexe Flachen und einschlieBende Kugeln, 
Math. Annalen 96 (1927), S. 583—586. 


8* 
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wird, wenn der Pferchkreis mit einem Fiillkreis konzentrisch ist, von diesen 
beiden Kreisen gebildet. 

Fiir jedes System WM konvexer Mengen, die alle denselben vor- 
gegebenen ausgezeichneten Kreisring haben, konnten nun auch die Mengen 
mit minimalem Defekt festgestellt werden. Deren Begrenzung besteht, 
wenn der triviale Fall des Kreisringes mit dem Halbmesserunterschied 
Null ausscheidet, aus Strecken und Kreisbégen. Die Minimalbereiche 
haben auch einen Mittelpunkt. Sie sind also keine Gleichdicke (nach 
Abschnitt 5 oder 7). Infolgedessen haben die allenfalls in M vor- 
kommenden Gleichdicke einen gréBeren als den minimalen Defekt. Fiir 
den Defekt g(@) eines Gleichdicks G ergibt sich mithin eine Minorante, 
wenn der Minimaldefekt g°(u) im System der konvexen Mengen an- 
gegeben wird, die denselben ausgezeichneten Kreisring wie G haben. 
Es ist 

P2 (u) = 








8 (sin y cos y + 2ysiny—y) » -yptcoyp iil+u 
2 (sin y + cos y + y— 1)? p*, wobei l1—siny l—y,z’ 
Ferner gelten die Abschitzungen 


4 a ° i, 
YS 9-M) S awe. 


Diese Abschiitzungen sind in Fig. 8 eingetragen. Sie begrenzen einen 
schmalen Streifen, in dem g° (u) verliuft, sogar im Innern des Streifens, 
abgesehen vom Ursprung f. Diesen einzigen Punkt ausgenommen, liegt 
die Menge © der Bildpunkte aller Gleichdicke tiber dem Bild von g° (x), 
insbesondere also auch der Punkt r, der das Reuleauxdreieck darstellt. 
Da g°(m) und * (x) stetig sind, mu8 es ein mit der gréBten Weite wu, 
endendes Intervall von jy geben, in dem die Funktion g° (u) von unserer 
Minoranten ¢* (x) iiberboten wird. Dieses Intervall ist ersichtlich mehr als ein 
Drittel des ganzen Bereiches von y. Dies ist bemerkenswert, wenn man 
sich vor Augen hilt, daB g* (u) aus P*(G) gewonnen wurde, mithin auf 
einer durchaus vorlaiufigen Abschitzung beruht, waihrend Bonnesens Funk- 
tion g° (s) ein endgiiltiges, eiper Verschiirfung nicht fahiges Ergebnis (fiir 
allgemeine konvexe Mengen) ist. 

14, Es sei wieder M ein System von konvexen Mengen, die den- 
selben beliebig vorgegebenen ausgezeichneten Kreisring haben. In M hat 
J. Favard die Mengen mit dem gréBten Defekt bestimmt*’). Sie sind 
Polygone, mithin keine Gleichdicke (Abschnitt 7). Fiir den Defekt » (G) 
eines Gleichdicks G ergibt sich daher ein Majorante, wenn der Maximal- 


37) J. Favard, Sur le déficit isopérimétrique maximum dans une couronne 
circulaire, Mat. Tidsskr. B, 1929, S. 62—68. Weitere Abschitzungen in J. Favard, 
Problémes d’extremums relatifs aux courbes convexes, Ann. école norm. sup. (3) 46 
(1929), S. 345—369; 47 (1930), S. 311—324. 
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defekt g$(u) im System der konvexen Mengen anfgesucht wird, die 
mit G denselben ausgezeichneten Kreisring haben. 

Unter den Maximalbereichen befinden sich vor allem regelmaBige 
n-Ecke (n = 3, 4,...). Fiir diese berechnet man leicht 


eater a; go (u) = me — "21 — w) Ve. 
Gilt jedoch allgemeiner fiir die Weite ~ des ausgezeichneten Kreisringes 
a nm 
tg* 5 S pv < tg’ 2(n—1)’ 


so sind die Mengen mit gréBtem Defekt n-Ecke, deren Ecken auf dem 
Pferchkreisrand liegen, wahrend n—1 Seiten den Fiillkreisrand be- 
rihren. Mit 


tS =u y= a—(n—08 


findet man nun 





9° (u) = [; See a a tentet eee y +p). 

Auch diese Funktion wurde in Fig.8 veranschaulicht. Ihr Bild 
besteht aus abzahlbar unendlich vielen Bogen algebraischer Kurven, die 
sich auf den Ursprung f zusammenziehen. Die aus Favards Angaben 
berechnete Funktion g$() liefert nur eine geringfiigige Verbesserung 
unserer Abschitzung gy? (u), was wieder einigermaBen itiberraschend ist. 

15. Wir haben nun noch den Beweis dafiir nachzutragen, daB die 
Majorante g* (u) eine wachsende Funktion ist (vgl. Abschnitt 12). Durch 
Differentiieren folgt aus (5) 


da __—s cos? 


ay ~=6 tina , 
des weiteren hieraus und aus (13) 





a4) SO _ 8 114 [0 Fy) — Moosta} + 2(1 Fn) (1—*2). 
Dieser Anntoack gibt sone mit (5) fir «a = 0 - Wertepaar + 2 
und fiir « =} = die Werte © = (7 — 473) = 0,1371 und © = 1,9099. Diese 
letzte Zahl ual sich bei der Ableitung der Minimalfunktion des Defektes 
wiederfinden, wonach dann die Minorante g* (yu) als besonders gute 
Naherung bei sehr groBem yw anzusprechen sein wird. 

LaB8t man in (14) die minorante Funktion beiseite, so kann aber- 


mals mit Benutzung von (5) schlieBlich folgendermaBen geschrieben 
werden: 





tet) 8 emer +2(2—ab,) (1%) 


cd 
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Hierin sind jetzt im Intervall 0 < « < 7/6 beide Glieder nicht negativ, 
die Summe positiv, w. z. b. w. 

Wenn man zusammenfaBt, so konnten wir bisher fiir die alle Gleich- 
dicke darstellende Punktmenge © das Gebiet angeben, welches in Fig. 8 
schraffiert ist. Von den Rindern dieses Gebietes gehéren nur die Punkte f 
und r zu ©. Die Angabe der genauen Grenzen von © behalte ich mir 
vor; wir entwickeln in der vorliegenden Arbeit nar noch einige Siatze 
iiber Folgen von Gleichdicken. 


Weitere Eigenschaften der Gleichdicke. 

16. Hier ist es zweckmiiBig, neben die in Abschnitt 4 ausgesprochene 
Kennzeichnung der Gleichdicke die folgende duale zu setzen. 

Zweite Kennzeichnung der Gileichdicke. Soll eine Menge G ein 
Gleichdick sein, so ist notwendig, daB sie die konstante Breite dg habe. 
Das heiBt je zwei (gogensinnig) parallele Stiitzgeraden liegen im Ab- 
stande dg voneinander. Dies dst auch hinreichend, wenn G konvex ist*). 

Wir zeigen zuerst das letztere, daB niimlich bei jeder konvexen 
Menge G von der konstanten Breite d,; der Durchmesser wichst, sobald 
ein iuBerer Punkt v zu G hinzugenommen wird. Es kommt offenbar nur 
darauf an, eine Stiitzgerade an G zu finden, die v von G trennt, denn 
dann hat wv von jedem Punkt der parallelen Stiitzgeraden einen Ab- 
stand >d,. Diese Trennung leisten die Stiitzgeraden im Randpunkte, 
der auf der Verbindungsstrecke zwischen einem beliebigen inneren Punkt 
und v liegt*’). 

Um ferner die erste Aussage der zweiten Kennzeichnung zu beweisen, 
haben wir zu jeder Stiitzgeraden A an G das Vorhandensein einer parallelen 
Stiitzgeraden A” in der Entfernung d,, zu bestatigen. Das Gleichdick 
wird von A in einem einzigen Punkt a gestiitzt, weil G, keine Strecke 
enthilt (Abschnitt 7). Der Kreis K vom Halbmesser d,;, der A in a beriihrt 
und von G durch A nicht getrennt wird, ist ein Stiitzkreis an G. Denn, 
gibe es auBerhalb von K einen Punkt b¢G, so lage 6 mit G und daber 
auch mit K auf derselben Seite der Stiitzgeraden A. Dann kénnte aber b 
nach dem Satz von der verschirften Konvexitat (Abschnitt 7) mit a durch 
zwei in G enthaltene Kreisbégen vom Radius dg verbunden werden, deren 
einer von A zerschnitten wiirde, im Widerspruch zur Stiitzeigenschaft 
dieser Geraden (Fig. 9). Damit ist Gc K bewiesen. Weil der Mittel- 


%8) E. MeiBner*) (Beweis nur fir ,,notwendig**); B. Jessen *a). 

5*) A. Rosenthal und O. Sz4sz, Eine Extremaleigenschaft der Kurven kon- 
stanter Breite, Jahresber. deutsch. Math.-Ver. 25 (1917), S. 278—282, Anm. 4. — Die 
Stiitzgerade in dem v nachstgelegenen Punkt von G zu suchen, wie das B. Jessen°a) 
tut, ist nicht notwendig. 
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punkt a“ des Kreises K von allen Punkten desselben eine Entfernung < dy, 
hat, so ist gemiB der Definition der Gleichdicke a“ eG. Die parallel zu A 
durch a” gelegte Gerade A™ ist schon die verlangte Stiitzgerade im Ab- 
stande dg. Denn auf A” liegt a“, aber sonst kein Punkt von G, weil A” 
Tangente an den Kreis K*>G ist, der 

um a mit dem Halbmesser d,, geschlagen a a* 


wird. 
Zu den parallelen Stiitzgeraden A, A“ V7 

steht die Verbindungsgerade aa” ihrer 7 
Stiitzpunkte senkrecht**). YY X 

Nebenbei ergibt sich so ein Zweieck °™—_ UN 
K K*>G (in Fig.9 schraffiert), Tilgt = “~~ 
man aus K K™ die Strecke aa“, so ent- Fig.9. Zur zweiten Kennzeichnung 
stehen die beiden nicht abgeschlossenen der Gleichdicke. 

Mengen 7, und T7,. Ist nun a,e 7, 

so liegen die Punkte aus K K*, die von a, die Entfernung dg haben, in 
der Menge T,+a-+-a*. Dies kénnte etwa unter Verwendung des a, ent- 
haltenden Reuleauxdreiecks mit den Ecken a und a” in leicht ersicht- 
licher Weise bewiesen werden. Ist insbesondere a, ¢ 7, ein Randpunkt 
von G, so liegen alle Gegenpunkte zu a, in 7, + a+ a“ und, umgekehrt, 
folgt aus dem Vorhandensein eines Randpunktes a, e T, fiir jeden Gegen- 
punkt ae T,-- a+ a”. Hieraus entnehmen wir den Satz: Zwei Strecken, 
deren jede Gegenpunkte eines Gleichdicks verbindet, schneiden sich stets. 

Damit folgt, wenn jetzt drei Gegenpunktepaare (a,, aj} gegeben sind, 
daB a; und a* in gegeniiberliegenden Quadranten der durch die Geraden 
@;+,@%,, und a;,,a7,, geteilten Ebene liegen. Mittels der Konvexitat 
von @ ergibt sich schlieBlich: 

Beim Durchlaufen von G, folgen drei Randpunkte \a,| und thre Gegen- 
punkte \ay| im gleichen Sinn aufeinander oder von den Gegenpunkten 
fallen zwei oder alle zusammen. 

Hierbei ist es gleichgiiltig, welcher Gegenpunkt von a; herausgegriffen 
wird, falls mehrere vorhanden sind. 









Uber Linearkombinationen. 


17. Wir bezeichnen mit ay den Punkt, der die Strecke a, a, im Ver- 
haltnis a)a9:a9a, = #: (1 — #) teilt und schreiben 


ay = (1 — da, + Pa,. 


#) Siehe u. a. E. MeiSner*), S. 46. 
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Bleibt # fest, wihrend a, und a, variable Punkte der Mengen M, bzw. M, 
sind, so nennen wir die Menge aller méglichen Punkte ay die Linear- 
kombination Ms der Mengen M,, M, und setzen 

Ms = (1—#)M,+ 0M,, 
in Ubereinstimmung mit der vorigen Gleichung. Durchlauft jetzt # das 
Intervall 0 <= # < 1, 80 erzeugt My ein Mengensystem, die Linearschar 
zwischen M, und M,. Sie sei mit (M,,M,) bezeichnet. 

Wenn M, und M, konvex sind, so Ja8t sich zeigen, daB jede Menge 
der Linearschar (M,, M,) konvex ist’). Dann und nur dann ist auch 
jedes Intervall von (M,,M,) wieder eine Linearschar, d. h. 

Ms = (1 —0)M,+ 6M, = (1-89) Ms, +9OMs,; 
05%5°95851; 0 = f=, 
wobei 0 < 8 <= 1 von selbst erfiillt ist. 

Wichtig ist noch folgende Eigenschaft der Linearschar <(M,, M,) 
zwischen konvexen Mengen. Der Punkt ay ist gerade dann ein Rand- 
punkt von Ms, wenn er die Linearkombination ay = (1 — #)a, + @a, 
von solchen Randpunkten a, «M, und a, ¢ M, ist, in denen M, und M, 
durch gleichsinnig parallele Geraden A, bzw. A, gestiitzt werden*'). Dabei 
heiBen die Stiitzgeraden A, und A, gleichsinnig parallel, wenn diejenige 
durch A, begrenzte Halbebene, die M, enthilt, nach der Parallel- 
verschiebung A, > A, die Menge M, umfaBt. 

Nunmehr gehen wir von zwei Gleichdicken G, und G, aus und unter- 
suchen deren Linearkombinationen. Der zweite Kennzeichnungssatz fiir 
Gleichdicke (Abschnitt 16) lehrt, daB es zu je zwei gleichsinnig parallelen 
Stiitzgeraden A, und A, an G, bzw. G, im Abstande dg, bzw. dg, 
parallele Stiitzgeraden Ay und Ax gibt, die zu den ersten gegensinnig 
parallel, also zueinander gleichsinnig parallel sind. Die Linearkombi- 
nationen Ay = (1— @)A,+ 0A, und A¥ = (1 — 8) AX + OB Af sind 
daher gegensinnig parallele Stiitzgeraden an Gs. Ihr Abstand ist 
(15) (1 — 8) dg, + Ode, = de, 
und haingt also von der Richtung der Stiitzgeraden nicht ab. Weil Gs 
als Linearkombination konvexer Mengen selbst konvex ist, so folgt wieder 
aus der zweiten Kennzeichnung: 

Die Linearschar (G,,G,) zwischen zwei Gleichdicken besteht aus Gleich- 
dicken, deren Durchmesser eine lineare Funktion des Parameters @ ist. 

18. Die Linearkombination der Fiillkreise F(G,) und F(G,) ist in 
der Linearkombination der Gleichdicke enthalten: 


Gs = (1 — 8)G,+ 0G, 2 (1 — 6) FG,) + OF (G,). 


41) Vgl. W. Blaschke), S. 93. 
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Da die rechte Scite einen Kreis bedeutet, so gilt fiir seinen Durchmesser 


(16) (1 — @)dray + Odray S drea@y)- 


Mittels der Bemerkung, da8 jedes Intervall einer Linearschar zwischen 
konvexen Mengen eine Linearschar ist, schlieBt man aus (16), daB der 
Fiillkreisdurchmesser in (G,,G,) eine konvere Funktion des Parameters # 
ist, was auch fiir Linearscharen zwischen beliebigen konvexen Mengen gilt. 

Das Gleichheitszeichen besteht in (16) dann zu Recht, wegen der 
Einzigkeit des Fiillkreises aber auch nur dann, wenn die Linearkombi- 


nation der Fiillkreise F (G,) und F(G,) bereits den Fiillkreis F (Gs) 
liefert, d. h. wenn 


(17) F (Gs) = (1 — 0) F(G,) + OF (G,) 
ist. 

Dazu ist notwendig und hinreichend, daB in F(G,)G,., und FAG,) G,, 
posiliv dhnliche spitewinklige Dreiecke {a5} bzw. {a;} vorkommen. ,,Positiv 
abnlich“ soll heiBen, daB die Dreiecke zentrisch ahnlich sind und daB 
das Verzerrungsverhiltnis positiv ist. 

Ist die Bedingung erfiillt, so sind die Tangenten an die Fiillkreise 
in a;; und ay, auch gleichsinnig parallele Stiitzgeraden an G, bzw. G.,. 
Die Linearkombination a}, jener Punkte ist daher ein Randpunkt von G5 
(Abschnitt 17). Die Punkte {a¥;} bilden ein zu den beiden Ausgangs- 
dreiecken positiv ahnliches, also jedenfalls spitzwinkliges Dreieck. Damit 
ist an dem Kreis (1 — #) F(G,) + @F(G,) ein spitzwinkliges Dreieck von 
Randpunkten nachgewiesen, was (nach Abschnitt 2) zur Kennzeichnung des 
Fiillkreises hinreicht. 

Nun beweisen wir die Notwendigkeit der Bedingung. Es gibt (nach 
Abschnitt 5) ein spitzwinkliges Dreieck {a¥;} [ F(G s)@s,. Ist (17) erfillt, 
so ist af; als Punkt von F,(@ s) die Linearkombination der Punkte 
a, ¢ F,(G,) und ay, e F,(G,), so zwar, daB in a};, aj; und ay, die Tan- 
genten an die Stiitzkreise gleichsinnig parallel sind (Abschnitt 17). Ferner 
ist {a7;} ¢ G,, und {a5} C G,,; denn wire etwa a;, ein innerer Punkt 
von @,, so ware a3; kein Randpunkt von Gs. Somit ist {a;} S FAG,) Go, 
und {ajj} © F(G,)G@,,, wobei die Fiillkreistangenten in diesen Punkten 
paarweise gleichsinnig parallel sind, w. z. b. w. 

19. Was laBt sich bei der Linearschar (G,, G,) iiber die Weite u (Gs) 
als Funktion von # aussagen? Aus (2), (15) und (16) folgt: 


dey) — dra) S (1 — 9) (dpa) — deen) + O (dey — tray) 
Hieraus ergibt sich nach (3) und (15) die Weite 


(1 — @) dg. u(@o) + Ody uw (G,) 
(18) u(Gs) Ss al = Dg, + By, 2 
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Ist die rechte Seite < (1 — #) u(G,) + Ou(G,) und umsomehr 


(19) “(Gs) S (1 — 8) 2 (G,) + Ou (G,), 
so gilt 
(20) (dc, — de,] [u (@,) — w(G,)] S 0 


und umgekehrt. Entsprechende Beziehungen bestehen in jedem Intervall 
von (G,,G,. 

Wenn also in jedem Interval! die zu (20) analoge Ungleichung erfiillt 
ist, d.h. wenn dg, eine linear abnehmende (zunehmende) Funktion des 
Parameters ist und u(G»s) eine zunehmende (abnehmende) Funktion, so 
gilt in jedem Intervall die zu (19) analoge Ungleichung (hinreichende 
Bedingung). Dann ist die Weite eine konkave Funktion. Dies trifft auch 
in jeder Linearschar von Gleichdicken gleichen Durchmessers zu, wie man 
unmittelbar an (18) priift. In letzterem Falle ist ~(G@ ) (nach Ab- 
schnitt 18) gerade dann eine lineare Funktion, wenn aus P,(G,)G,, oder 
FAG,)G@,, und den entsprechenden Punkten von G, positiv ahnliche Drei- 
ecke ermittelt werden kénnen. — Andererseits ist die Weite genau dann 
eine konvere Funktion, wenn in jedem Interval] statt der zu (20) analogen 
die umgekebrte Ungleichung gilt. 

Das Verhalten der Weite soll an einem einfachen Beispiel erlautert 
werden, wenn namlich G, zu G, zentrisch symmetrisch ist. Wir nehmen 
als Symmetriezentrum den Mittelpunkt m des Pferchkreises und des Fiill- 
kreises von G,. Dies bedeutet keine wesentliche Besonderheit, weil jede 
andere Wahl des Symmetriezentrums bloB eine Parallelverschiebung von G, 
und damit fiir jedes einzelne Gleichdick aus (G,,G@,) eine Schiebung be- 
wirken wiirde. Der Fall G, = G, ist trivial, fiihrt er ja (nach Abschnitt 5) 
auf eine Schar kongruenter Kreise. SchlieBt man dies aus, so kénnen 
PAG,)G,, und P{G,)G,, positiv ahnliche Dreiecke nicht enthalten. Solche 
Dreiecke mii&ten namlich koinzidieren, weil nach unserer Annahme des 
Symmetriezentrums P(G,) = P(G,) ist. Ware nun P(G,)G,,G,, nicht 
leer, so enthielte G,, Gegenpunkte von P(G,) und wire daher ein Kreis, 
was wir jedoch ausschlieBen wollten. 

Aus dg, = dg, sowie dem Fehlen positiv ahnlicher Dreiecke in P(G,)G,, 
und P(G,)G,, haben wir fiir «(@») eine eigentlich konkave Funktion zu 
erwarten. Wir wollen den genauen Verlauf dieser Funktion angeben. 
Zur Stiitzgeraden A, an G, gibt es im Abstande dg, eine gegensinnig 
parallele Stiitzgerade Ay und zu dieser symmetrisch beziiglich m die Stiitz- 
gerade A, an G,. Demnach sind A, und A, gleichsinnig parallel. Folglich 
ist ihre Linearkombination 4 A, + } A, eine Stiitzgerade an Gi,, = 4G, + $6, 
und hat von m offenkundig den Abstand $d,,. Deshalb ist Gi, ein 
Kreis vom Durchmesser dg,. Es liegt nun nahe, (G,,G,) in die sym 
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metrischen Intervalle (G,, Gi.) und (Gi,,@,) zu spalten. In jedem dieser 
Intervalle ist die Weite eine lineare Funktion. Denn P,(G;),)(G:),), ist 
ein voller Kreisumfang und enthilt als solcher die zu P(G,)G,, und 
P,(G,)G,, positiv ahnlichen Punktsysteme. 

Zusammenfassend finden wir, daB in (G,,G,) die Weite von u(G,) 
bis ~(Gi,,) = 0 linear abnimmt, um hierauf bis «(G,) = u(G,) wieder 
linear zuzunehmen. 

Hat G, die maximale Weite uv, und ist somit (nach Abschnitt 7) ein 
Reuleauxdreieck, so kommt in der Linearschar (G,,G,) zwischen sym- 
metrischen Reuleauxdreiecken jede Weite vor, die der Ungleichung (4) geniigt. 
Die Elemente der Linearschar sind in diesem Falle abgeschlossene Um- 
gebungen von Reuleauxdreiecken. Derartige Mengen haben eine gewisse 
Bedeutung in der MeBtechnik'). 

20. Die Linearschar zwischen symmetrischen Gleichdicken besteht, 
wie erértert wurde, aus Linearkombinationen zwischen einem Gleichdick G 
und einem Kreis K vom namlichen Durchmesser d. Man kann jede der- 
artige Menge 

Gy, = (1—#)K+ 0G 
auch dadurch elementar gewinnen, da8 zuerst 9G konstruiert, d.h. G im 
Verhiltnis #:1 verkleinert wird und dann hierzu die abgeschlossene Um- 
gebung U(0G; 9) ermittelt wird, wobei 9 = (1 — 8) d/2 ist. Wie wir 
vorhin sahen, ist im vorliegenden Falle u(Gy) eine lineare Funktion des 
Parameters, also 


(21) u(Gs) = On (G). 


Der Inhalt von #G ist #/,,. Weil ferner 0 2d der Umfang des ver- 
kleinerten Gleichdicks ist, so finden wir fiir den Inhalt der Umgebung 
U (#G; 0) nach einer bekannten Forme! **) 


(22) lug = Phat gat edad = Hf, +(1— 022 
und hieraus mit (11) 
(23) 9 (Gy) = 0 @(G). 

Bildet man (wie in Abschnitt 12) jedes Gleichdick G auf den Punkt g 
mit den Koordinaten «(@), g(@) ab, so sind (21) und (23) die Gleichungen 
der Bildkurve von (K,G@). Ohne den Parameter @ geschrieben, finden 
wir fiir diese Kurve 


‘ ? (Gy) g(@) _ 
(24) 13 (G,) = yi(@) const. 





Dies ist eine Parabel durch den Ursprung f mit der Achse u = 0. 


42) Siehe z. B. T. Bonnesen **) (2. Zitat), S. 252. 
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Samtliche derartigen Parabeln bilden ein Beriihrungsbiischel $. Jeder 
Punkt des Parabelbogens fg ist das Bild einer Menge der Linearschar (K, @), 
also das Bild eines Gleichdicks. Somit haben wir, wenn wieder 6 die 
Menge der Bildpunkte aller Gleichdicke bedeutet, den 

Satz. Jeder Punkt von © kann mit ft durch einen ganz in © 
gelegenen Bogen einer Parabel des Biischels J verbunden werden. 

Eine Untersuchung der vorlaufig als Abschiitzung fiir G© angegebenen 
umfassenderen Menge (in Fig. 8 schraffiert) lehrt, da8 auch in ihr die 
soeben ausgesprochene Verkniipfungseigenschaft besteht. Diese liefert also 
keine Verschirfung der Abschitzung. Jedenfalls kann man aber in 6 
zwei beliebige Punkte a, b durch einen Bogen verbinden, nimlich durch 
die Summe der Parabelbégen fa und fb. Daher ist © bogenverkniipft**), 
umsomehr also zusammenhdngend. Als Begrenzung von © ergibt sich, 
wenn wir hier vorgreifen, eine gewéhnliche Kurve, und zwar ein topolo- 
gisches Kreisbild, das f enthalt. Mittels der Parabelbégen folgt dann 
sofort, daB auch alle im Inneren der Begrenzungskurve liegenden Punkte 
Elemente von © sind. 

21. In diesem Zusammenhang beweisen wir noch die 

Stetigkeit der Abbildung G — g, die die Gleichdicke eindeutig auf die 
Punkte der u-p-Ebene bezieht. 

Nehmen wir zwei Gleichdicke G, G* derart an, daB ihre Abweichung 
e(G,G*) < o ist (vgl. Abschnitt 3). Dann ist G* in der offenen Um- 
gebung U(G; 0) enthalten und ebenso ist Gc U(G*; 0). Daher ist 
dg» <dg+-20 und dg < dg + 20 oder 


(25) dg — 20 < diy <. dg +2 0. 
Ferner findet man 
(26) fa + me(e — dg) < fae < fe + 20 (eo + dg), 


wobei der linke Teil von (22) mit # = 1 benutzt werden kann. Mit 
Riicksicht auf (11) folgt aus (25) und (26): 


i— lo t+xelot+dg) < 9(G*)< 1- le + x ele—4g) 


74h +20(0o—dg) +d} + x0(0-+d,) 
Somit unterscheidet sich der Defekt von G* bei hinreichend kleinem 0 
beliebig wenig von o(G@). 
Nun zur Weite! Nach den Angaben, die gelegentlich der Stetigkeit 
der Pferchkreise gemacht wurden (Abschnitt 3), kénnen wir fiir geniigend 
kleines o schreiben: 


dpig — 2 Vo (oe + dpa) < dpa) < dpyg) + 2 Vo(e + dpi). 


*8) Vgl. hierzu K. Menger, Kurventheorie, Leipzig u. Berlin, 1932, S. 59. 
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Hiermit ergibt sich aus (3) und (25) 


4dpg, — 2 Volo +4piq) 
dg+2e 


_————— 
4 pig +2 Ve (e +4 pq) 
d,g—20 





—-l<u(G)< 1. 





Durch die Wahl von o kann also auch der Unterschied zwischen u (G*) 
und «(G) so klein gemacht werden, wie man will. Im Verein mit der- 
selben Eigenschaft des Defektes ist das die behauptete Stetigkeit der 
Abbildung G — g. 

Aus der Definition der Linearscharen ersieht man ohne weiteres, daB 
die eindeutige Abbildung des Parameters @ auf die Elemente My einer 
beliebigen Linearschar (M,, M,) stetig ist. Dies liefert zusammen mit 
der soeben nachgewiesenen Stetigkeit der Abbildung G +g den Satz: 
In jeder Linearschar von Gleichdicken sind Weite und Defekt eindeutige 
stetige Funktionen des Parameters. Aus der Konkavitéit der Weite in 
gewissen Scharen (Abschnitt 19) hatte hingegen nur auf die Stetigkeit der 
Weite im Inneren der Schar geschlossen werden kénnen “*). 


22. Nunmehr sei eine den Ungleichungen (4) geniigende Weite u 
vorgegeben. Das System der Gleichdicke von der Weite yu ist nicht leer 
(siehe den Schlu8 von Abschnitt 19). In ihm gibt es, wie wir jetzt zeigen 
wollen, ein Gleichdick mit mazimalem bzw. minimalem Defekt. Da wu 
und » gegen Ahnlichkeitstransformationen invariant sind, stért es den 
Beweis offenbar nicht, wenn statt des Systems aller Gleichdicke von der 
Weite » nur ein Teilsystem 8 von gleichmaBig beschrankten Gleichdicken 
gegebenen Durchmessers betrachtet wird. 

Aus $ greifen wir eine Folge {G,} von Gleichdicken heraus, deren 
Defekt gegen das Supremum g,(u) oder gegen das Infimum g_(w) aller 
in 8 vorkommenden Defekte konvergiert. Nach dem Blaschkeschen Aus- 
wahlsatz (Abschnitt 1) enthalt {G@,} eine Teilfolge {G,}, die gegen eine 
konvexe Menge G@ konvergiert. Die Né&herungsgrenze G der Folge {G,,} 
von Gleichdicken ist, weil mehrpunktig, selbst ein Gleichdick**). 

Wenn namlich die Menge G zwei Punkte enthilt, so enthilt sie zu- 
folge der verscharften Konvexitat einleuchtenderweise auch innere Punkte. 
Gema8 dem ersten Kennzeichnungssatz (bzw. nach Abschnitt 4) giibe es 
daher, wenn G kein Gleichdick ware, einen Randpunkt a¢G, so daB fiir 
alle reG der Abstand az <dg—4o ist (9 >09). Nun erzeugen wir 
einen Widerspruch dazu, da8 a ein Randpunkt ist, indem wir U (a; 0) c G 


‘4) F. Bernstein und G. Doetsch, Zur Theorie der konvexen Funktionen, Math. 
Annalen 76 (1915), S. 514— 526. 

45) Mit anderen Worten: Das System der Gleichdicke und der Punkte bildet 
einen vollstandigen metrischen Raum (mit der Abweichung zweier Mengen als 
Entfernungsma8). Siehe dazu H. Hahn'*), 8. 124. 
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beweisen. Ist ye U(a;o0), so wird yx = ya+ar<d,g—3o. Wir 
greifen jetzt aus [G, | ein Gleichdick G* heraus, fiir das e(G,G*) < @ 
gilt. Der Punkt y hat von allen Punkten des Gleichdicks G* eine Ent- 
fernung <dg—20. Diese Entfernung ist nach (25) kleiner als d,,. 
Deshalb ist y ¢ G*, also y ein (unterer) Naherungspunkt der Folge ({G,, }, 
mithin y¢G@ und U (a; e) c G, der gesuchte Widerspruch. 

Aus der Stetigkeit der Weite und des Defektes folgt, daB die als Gleich- 
dick erwiesene Niherungsgrenze G von {G,,} die vorgegebene Weite « und 
den Defekt p,(«) bzw. p_(u) hat, w.z.b w. Wir werden solche Extremal- 
gleichdicke in einer folgenden Mitteilung konstruieren. Dabei wird von dem 
eben vorgefiihrten Existenzbeweis weiter kein Gebrauch gemacht werden. 

23. Hier seien nur noch solche Eigenschaften des Gleichdicks von 
minimalem Defekt bei gegebener Weite abgeleitet, die sich einfach mittels 
Linearkombination ergeben. Wir kénnen namlich durch Linearkombination 
aus dem Gleichdick G im allgemeinen andere erzeugen, die kleineren Defekt haben. 

Dazu gehen wir von dem jedenfalls bestehenden spitzwinkligen Drei- 
eck {a;} S P(G)G, aus, dem auf den Strahlen durch den Mittelpunkt m 
des Pferchkreises und Fiillkreises das spitzwinklige Dreieck {a7} S F,(G)G, 
gegeniiberliegt (Abschnitt 6). Ist etwa der im spitzen Winkel zwischen 
den Strahlen ma, und ma gelegene Teil S von G zu dem im spitzen 
Winkel zwischen ma, und may gelegenen Teil T nicht spiegelbildlich 
(Fig. 10), so entsteht eine neue Menge G’, wenn wir S und T durch die 
Menge 7” bzw. S’ ersetzen, welche beiden die Spiegelbilder zu T bzw. S 
beziiglich der gemeinsamen Symmetralen M von a,a, und ajay sind 
(Fig. 11). Die Punkte des Bogens a,a‘a, von G, haben Gegenpunkte 
auf dem Bogen aja,ay und umgekehrt; analog fiir die Bogen aja, 
und a,a; (vgl. das Ende von Abschnitt 16). Da diese Bogen bei der Kon- 
struktion von G’ blo® Platz tauschen und ihre gegenseitige Lage somit 
nicht andern, wahrend die ersteren iiberhaupt an Ort und Stelle bleiben, 
so gibt es zu jedem Punkt von G; einen Randpunkt in der Entfernung dz. 
Das kennzeichnet G’ (nach Abschnitt 4) als Gleichdick, sobald dg = dg 
nachgewiesen ist. 

Offenbar hat die Menge S+ T und infolgedessen auch S’ +- 7” (in 
Fig. 10 bzw. 11 schraffiert) den Durchmesser d,;. Gleiches gilt fiir die 
beiden restlichen, in m zusammenhingenden Teilmengen V,W von G’, die 
ja unverandert aus G iibernommen sind (punktiert). Es bleibt also nur 
zu zeigen, daB jede andere Summe zweier der vier Mengen S’, 7’, V, W 
den Durchmesser d,; hat, z.B. T’+ W. Das sieht man folgendermaSen 
ein. Zu G denken wir uns mittels der Stiitzkreise in den Punkten {a7} 
wie in Abschnitt 8 die Menge P* (G) > G konstruiert. Unterwirft man P*(@) 
derselben teilweisen Spiegelung, die aus G die Menge G’ erzeugt hat, so 
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geht durch sie P*(G) in sich selbst iiber. Daher ist P*(@) = P*(G’) 2G’. 
Nun wird P*(G’) durch a,a* in die Menge A > T’ + W (in Fig. 11 er- 
sichtlich) und in deren Komplement zu P*(G’) zerlegt. Jede dieser 
Mengen kann zu einem Gleichdick vom Durchmesser dg erginzt werden 


(vgl. Fig. 7). Folglich ist d,, >d, > dy. y, wie behauptet wurde. 





Fig. 10 und 11. Teilweise Spiegelung eines Gleichdicks. 


Aus P(G) 2G’ und {a,;} S P(G)G; folgt (nach Abschnitt 2), daB 
P(G) = P(G’) und somit u(@) = mu (G’) ist. Auch jedes Gleichdick der 
Linearschar (G,G’) hat wegen |a;} S P(G)G,G; dieselbe Weite (vgl. 
Abschnitt 19). Jetzt machen wir davon Gebrauch, da8 nach H. Brunn 
und H. Minkowski in (G,G’) die CréBe Vic, eine konvere Funktion von ? 
ist, die dann linear wird, aber auch nur dann, wenn G und G’ positiv 
aihnlich sind**), was hier nur fiir G =G' der Fall ware. Da G + G’, 
aber /g = fq, kénnen wir sagen: Wenn @ + 0, + 1 ist, so wird f,,, > fg. 
Unter diesen Umstinden ist jedes Gs eines der angekiindigten Gleichdicke 
mit dem Defekt o(Gs) < @(G). 

Hieraus und aus der Existenz eines Minimalgleichdicks schlieBt man: 
Auf dem Rand eines Gleichdicks G,;,, das bei gegebener Weite minimalen 
Defekt hat, sind die (kleineren) Bogen \a, a}, ,, 4; +, 47°} paarweise symmetrisch. 

Aus diesem Satz kénnte man ohne besondere Miihe ableiten, da8 
der Rand des Minimalgleichdicks G,,, mit P,(@Gai,) und F,(Gyi,) keine 
Bégen gemein hat, falls « (G,i,) > 0. Anmerkungsweise sei noch er- 
wahnt, da8 fiir das Minimalgleichdick G,,, das spitzwinklige Dreieck 
\a;} S P(Grin) (Gmia)p Sich gleichseitig ergeben wird. Dies vorausgesetzt, 
folgt mittels des Brunn-Minkowskischen Satzes die Einzigkeit und dreifache 
Symmetrie des Minimalgleichdicks. 

8) ‘Vgl. etwa W. Blaschke®), S. 107. 


(Eingegangen am 7. 10. 1933.) 











Zur algebraischen Geometrie. V. 
Ein Kriterium fir die Einfachheit von Schnittpunkten. 


Von 


B. L. van der Waerden in Leipzig. 


In meiner Abhandlung iiber die Alternative bei nichtlinearen Glei- 
chungen') habe ich folgenden Satz bewiesen: 


1. Die Lésungen eines Systems von n Gleichungen mit n Unbekannten, 
deren konstante Glieder unabhingige Unbestimmte sind, sind sémilich 
einfach, 

Dieser Satz ist ein Spezialfall des folgenden, in der italienischen 
Literatur haufig benutzten: 

2. Schneidet man eine irreduzible d-dimensionale Mannigfaltigkeit M 
des projektiven Raumes P,, mit d Hyperflichen 
A, Fo +A, F,+-...+4,F, = 9, 

Mo G,+ u,G6,+... +4, G, = 0, 


(1) 


die je eine lineare Schar durchlaufen, so haben fiir unbestimmte i, u, ..., ¥ 
diejenigen Schnittpunkte, die nicht Basispunkte einer linearen Schar sind, 
stets die Multiplizitat Eins. 

Dieser Satz folgt wiederum leicht aus dem bekannten Spezialfall 
d= l, r=]: 

3. Schneidet man eine irreduzible Kurve C mit den Hyperflaichen eines 
Biischels 


(2) 4, F,+F, = 0, 
so sind fiir unbestimmte 2 diejenigen Schnittpunkte, die nicht Basispunkte 
des Biischels sind, stets einfach. 


Die Satze 2 und 3 sollen nun auf Grund der in der ersten Ab- 
handlung dieser Serie (ZAG I, Math. Annalen 108, 8.115) gegebenen 
Definition der Schnittpunktsmultiplizitét méglichst elementar bewiesen 
werden. 


') Nachr. Ges. Wiss. Géttingen 1928. 
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Meine friiheren Beweise des Satzes 1 und dhnlicher Sitze, welche 
behaupten, daB gewisse Schnittpunkts- oder Spezialisierungsmultiplizitaten 
gleich Eins sind, beruhten immer darauf, daB gewisse Ideale als Prim- 
ideale nachgewiesen wurden, und dann die allgemeine Ungleichung 


(3) Multiplizitat < Ideallinge 


angewandt wurde. Die bekannten Beweise des Satzes 3 sowie des all- 
gemeineren Satzes von Bertini in der italienischen Lehrbuchliteratur 
beruhen auf einem anderen Prinzip, nimlich auf der Untersuchung des 
differentialgeometrischen Verhaltens der untersuchten Mannigfaltigkeiten: 
im Fall des Satzes 3 wird z. B. nachgewiesen, daB die allgemeine Hyper- 
fliche des Biischels die Kurve nicht berithren kann. Der Ubergang von 
dieser differentialgeometrischen Einfachheit zur Einfachheit im Sinne einer 
algebraischen Multiplizititsdefinition ist aber nicht immer trivial. Man 
kann sich zur Rechtfertigung dieses Ubergangs auf die idealtheoretische 
Relation (3) oder auch auf die ,,Zeuthensche Regel‘ stiitzen, aber beide 
Wege erscheinen etwas kiinstlich. Der wahre Grund fiir die Méglichkeit 
des besprochenen Ubergangs scheint mir vielmehr in folgendem allgemeinem 
Satze zu liegen: 


4. Wenn bei einer relationstreuen Spezialisierung der Lésungen &, 
E@), ... eines homogenen Gleichungssystems 


(4) G, (A; &. 4 ory §,) = @ (j = l, 2, eee r) 


fiir 2 > uw zwei Lésungen E und E® in eine Lésung ny des spezialisierten 
Gleichungssystems 

G, ($63 Neo -- +s Ma) = 0 
hineinriicken, so gibt es eine Gerade durch den Punkt », die alle Hyper- 
flichen G; = 0 im Punkt » beriihrt, d.h. alle Beriihrungs- (oder Polar-) 
hyperebenen 


ag, . ae, 06, _ 
(5) Gg they tte = 


haben eine Gerade durch n gemeinsam. (Einige oder alle Gleichungen (5) 
kénnen natiirlich auch identisch erfiillt sein.) 

Aus 4 folgt offenbar das Kriterium: Wenn der Rang der Matrix 
(0,G,)*) an der Stelle » gleich nm ist, so hat der Punkt » bei der Spe- 
zialisierung 4 - « héchstens die Spezialisierungsmultiplizitit Eins. Ist 
+ 0, so kann man die Spalte (0,@,) der Matrix weglassen: Hat die 
dann iibrig bleibende Matrix den maximalen Rang n, oder, was dasselbe 


1) 4, @ bedeutet Differentiation der Form G (2p, z,,..., z,) nach z,. 
Mathematische Annalen. 110. 9 
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ist, hat das Gleichungssystem (5) mit €, = 0 nur die Nullésung, so ist die 
Spezialisierungsmultiplizitdt gleich Eins. In dieser letzten Form ist das 
Kriterium auch bei Benutzung inhomogener Koordinaten anwendbar. 

Mit Hilfe der Kriterien 2 und 4 lassen sich eine Reihe von Beweisen, 
die ich friiher mit idealtheoretischen Methoden gefiihrt habe, ohne Be- 
nutzung der Idealtheorie durchfiihren. So laBt sich auf Grund von 2 
(Spezialfall d = 1) die Ungleichung (1) aus ZAGI*), §1 sofort zur 
Gleichung gq’ = q verschirfen, ohne daS man den dortigen idealtheoreti- 
schen Hilfssatz dazu braucht. Dieser idealtheoretische Hilfssatz wird in 
ZAG I nur noch einmal benutzt, namlich in §2, um die (relative) Ir- 
reduzibilitat des Durchschnittes einer irreduziblen Mannigfaltigkeit M, 
mit einer allgemeinen Hyperfliache F, = 0 zu zeigen. Aus § 5 der nichst- 
folgenden Arbeit ZAG VI dieser Serie wird man sehen, da8 auch diese 
Irreduzibilitaét sich ohne Idealtheorie sehr leicht ergibt. Bei einer anderen 
Gelegenheit werde ich zeigen, daB man auch die Beweise meiner Arbeit 
,, Verallgemeinerung des Bézoutschen Theorems‘‘*) mit Hilfe des Kriteriums 4 
von der Idealtheorie befreien und dabei sehr erheblich vereinfachen kann. 


Beweis von 4. 


Wir kénnen », + 0 annehmen; dann liegen auch §® und &® nicht 
in der Hyperebene &, = 0 und wir kénnen y, = § = & = 1 nor- 
mieren. Die Verbindungslinie von & und &® schneidet diese Hyper- 
ebene in einem Punkt rt mit t, = 0 und man hat 


(6) ED = EM + yt, (» = 0,1,..., ). 
Die Gleichungen G, = 0 haben die Lésungen §™ und &®, also haben 
die Gleichungen 
G,(— + z1,) = 0 
die Lésungen z = 0 und z = y. Entwickelt man die linke Seite nach 
Potenzen von z, dividiert durch z und setzt z = y, so kommt 


(7) 2 t, 0,4, (E™) + y Ay (E™, ct) + y? Ay (E, ct) +... = 0. 


Zu der vorgegebenen relationstreuen Spezialisierung A > uw, &“) > n, 
&®  » laBt sich nun eine relationstreue Spezialisierung t + w finden, 
wobei wieder w, = 0, aber nicht alle w, = 0 sind. Es sei etwa , + 0, 
dann ist auch t, + 0 und wir kénnen t, = w, = 1 setzen. Dann folgt 
aus (6): 
(8) y = EO — 80, 


3) Math. Annalen 108 (1933), S. 118. 
4) Ebenda 99 (1928), S. 497—541. 
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Das denken wir uns in (7) eingesetzt. Die so entstehende Gleichung 
machen wir zunichst durch Einfiihrung von §, &@ und rt, homogen, 
machen dann den Ubergang £“ + n, &® +n, t -+w und setzen dann 
wieder 7, = 1, w, = 1. Dasselbe Ergebnis hitten wir natiirlich auch 
ohne Homogenisierung erhalten: die Homogenisierung war nur néotig, um 
die Definition der relationstreuen Spezialisierung anwenden zu kénnen. 
Bei der Spezialisierung geht y in 0 iiber wegen (8), also folgt aus (7): 


2 w,: 0,G,(n) = 0. 
Ebenso ist (nach Euler) wegen G,(y) = 0 
2 N° 0, G,(n) = 0, 


also liegt die Verbindungslinie von 7 mit w ganz in den Polarhyperebenen (5), 
w. z. b. w. 


Beim Beweis wurde der folgende, auch sonst niitzliche Hilfssatz 
benutzt: 


Sind &,, ...5 &n5 To» «++» Tm Elemente eines Funktionenkérpers, zwischen 
denen gewisse in den & und t einzeln homogene algebraische Relationen 
F (é,t) = 0 bestehen, und ist & + n eine relationstreue Spezialisierung der &, 
so laBt sich diese zu einer relationstreuen Spezialisierung § + yn, t > w 
ergdnzen. 


Zum Beweis des Hilfssatzes bilde man aus den Gleichungen F (£, tr) = 0 
durch Elimination der t das Resultantensystem R(&)= 0. Bei der 
Spezialisierung —% bleiben die Relationen R(é) = 0 erhalten; es ist 
also R(yj) = 0 und daraus folgt, daB die Gleichungen F (7,w) = 0 eine 
nicht triviale Lésung w besitzen. 


Beweis von 3. 
— sei ein variabler Schnittpunkt der Hyperflache 
G, = AF,+F, = 0 
mit der Kurve C. Wir werden zeigen, daB es méglich ist, aus den 
Gleichungen der Kurve n —1 solche G, = 0,...,G, = 0 auszuwihlen, 
daB die Beriihrungshyperebenen dieser Hyperflachen im Punkt ¢ nur eine 
Gerade (nimlich die Kurventangente) gemeinsam haben, und daf die 
Beriihrungshyperebene der Hyperfliche G, = 0 diese Gerade nicht ent~ 
halt. Daraus folgt dann auf Grund von 4, daB der Punkt & ein einfacher 
Schnittpunkt von C und G, = 0 ist. 
g* 
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Die inhomogenen Koordinaten &,,...,&, des Punktes & sind alge- 
braische Funktionen von 4 und als solche differenzierbar®) nach 4. Man 
kann auch alle £, als algebraische Funktionen von einer unter ihnen, etwa 
von &, auffassen; es gibt also Gleichungen 

G,(é,,€) = 0; G,(€,,€) = 90; ...; G,(é,,&) = 0. 
Differentiation ergibt 


(0,6,) 5 + (,6,) = 0 [0,G, + 0}. 
Da durch diese Formeln die Verhiltnisse der GréBen ms eindeutig 
bestimmt sind, so ist jede Lésung ¢ der Gleichungen 
(9) (0,G,) 5, + (0,G,) 0, = 0 
zu diesen GréBen proportional: 
(10) £:63...:& @ i: eo 
di dh di. 


D.h. geometrisch: Es gibt nur einen Punkt ¢ der Hyperebene £, = 0 
und somit auch nur eine Gerade durch den Punkt &, welche allen Be- 
riihrungsebenen der Hyperflichen G, = 0, ...,@, = 0 im Punkt é an- 
gehért. Wire nun & ein mehrfacher Schnittpunkt von C mit G, = 0 
(d. h. ein solcher, in welchen bei der Spezialisierung einer allgemeinen 
Hyperfliche G;* = 0 zu der speziellen G, = 0 mehrere verschiedene Schnitt- 
punkte hineinriicken), so miiBte nach Satz 4 derselbe Punkt ¢ auch in 
der Beriihrungshyperebene der Hyperfliche G, = 0 in & liegen, d.h. es 
miiBte sein " 
» (0, G,) be = 0 


oder nach (10) 


1, dé, 
(11) > 0.0,) 7; = 0. 
1 


Das ist aber nicht der Fall. Denn aus G,(&) = 0 folgt durch Differen- 
tiation nach 2 


n dé, 
(12) S” (aG,) gz + Folé) = 0. 


‘ 

Aus (11) und (12) wiirde folgen F,(&) = 0, also wegen 
G, (&) = AF,(&) + F,(§&) = 0 auch F,(&) = 0, d.h. € wire ein Basispunkt 
des Biischels (2), entgegen der Voraussetzung. 

Bemerkung 1. In genau analoger Weise zeigt man, da8 unter den 
Gleichungen einer r-dimensionalen Mannigfaltigkeit » — r solche 

G1 = 0, oe ey G,, = 0 

®) Siehe meine algebraische Theorie der Differentiation, N. Archief v. Wisk. 15 

(1926), S. 111. 
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stets so ausgewahlt werden kénnen, da die Beriihrungshyperebenen dieser 
Hyperflichen in einem allgemeinen Punkt & von M nur einen r-dimen- 
sionalen Raum (den Tangentialraum von M® im Punkt ¢) gemeinsam 
haben. 

Bemerkung 2. Der von Enriques verallgemeinerte Satz von 
Bertini®), der besagt, daB eine aligemeine Hyperfliiche eines Biischels (2) 
aus einer algebraischen Fliche eine Kurve ausschneidet, welche auBerhalb 
der Basispunkte des Biischels und auBerhalb der Doppelpunkte der Fliche 
keine mehrfachen Punkte besitzt, kann auf den eben bewiesenen Satz 3 
zuriickgefiihrt werden. Ware nimlich ein von 2 abhingiger mehrfacher 
Punkt vorhanden, so wiirde dieser bei Anderung von 4 eine Kurve durch- 
laufen und die Hyperflichen (1) wiirden mit dieser Kurve einen verinder- 
lichen mehrfachen Schnittpunkt haben, was nach 3 unméglich ist. 


Bemerkung 3. In den Beweis geht ganz wesentlich die Voraus- 
setzung ein, daB &,,..., &, separable algebraische Funktionen von 4 sind; 
ohne diese Voraussetzung sind Satz 3 und ebenso der allgemeinere Satz 4 
falsch. Man kann demnach die Siitze’3 und 4 nur dann ohne Kautelen 
anwenden, wenn der Grundkérper die Charakteristik Null hat. 


Beweis von 2. 

Wir zeigen zunichst, da8 der Durchschnitt einer irreduziblen d-dimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit IN, mit einer allgemeinen Hyperflaiche der Schar 
AF, +A4,F,+...+ 4,F, = 0 auBerhalb der Basismannigfaltigkeit der 
Schar aus lauter einfach zu zihlenden M,—, besteht. 

Schneidet man Yt, und alle Hyperflichen mit einem allgemeinen 
linearen Raum P,—4.,, so erhailt man eine Kurve C und eine lineare 
Schar von Hyperflichen F(A) = 0 des Raumes P, «.,. Ist & ein 
Schnittpunkt von C mit F(A) = 0 au®erhalb der Basispunkte, so gibt es 
unter den Hyperflichen eine, etwa F,, welche den Punkt & nicht enthilt. 
Schreibt man nun F(A) in der Form 


AP, +Fi; Fi =A, Fi,+...+4,F,, 
so folgt aus 3, daB & ein einfacher Schnittpunkt ist. Also sind auch 
alle Bestandteile M, _, der Schnittmannigfaltigkeit in P, einfach gewesen. 


Wendet man das eben Bewiesene d-mal hintereinander (auf WM, 
Ma—r,..., M,) an, so folgt Satz 2. 


6) Siehe etwa F. Enriques, Introduzione alla Geometria sopra le Superficie Al- 
gebriche, Mem. Soc. It. Sci. (3) 10 (1896), S. 22. 


(Eingegangen am 8. 10. 1933.) 








Zur algebraischen Geometrie. VI. 
Algebraische Korrespondenzen und rationale Abbildungen. 


Von 


B. L. van der Waerden in Leipzig. 


Das Ziel der Serie meiner Abhandlungen ,,Zur algebraischen Geo- 
metrie“ (ZAG) ist nicht nur, neue Satze aufzustellen, sondern auch, die 
weitreichenden Methoden und Begriffsbildungen der italienischen geo- 
metrischen Schule in exakter algebraischer Begriindung dem Leserkreis 
der Math. Annalen naherzubringen. Wenn ich dabei vielleicht einiges, 
was schon mehr oder weniger einwandfrei bewiesen vorliegt, hier wieder 
beweise, so hat das einen doppelten Grund. Erstens setzen die ita- 
lienischen Geometer in ihren Beweisen meistens eine ganze Begriffswelt, 
eine Art geometrischen Denkens voraus, mit der z. B. der Deutsche von 
heute nicht von vornherein vertraut ist. Zweitens aber ist es mir un- 
méglich, bei jedem einzelnen Satz alle in der Literatur vorhandenen 
Beweise dahin nachzupriifen, ob sich ein véllig einwandfreier darunter 
befindet, sondern ich ziehe es vor, die Saitze in meiner eigenen Art zu 
formulieren und zu beweisen. Wenn ich also hin und wieder einmal auf 
Unzulanglichkeiten in den verbreitetsten Darstellungen hinweisen werde, 
so erhebe ich damit keineswegs den Anspruch, der erste zu sein, der die 
Sachen nun wirklich exakt darstellt. 

Algebraische Korrespondenzen und insbesondere rationale Abbildungen 
spielen in der algebraischen Geometrie eine grundlegende Rolle. Wenn 
man aber die Erklarungen dieser Begriffe in den verbreitetsten Lehr- 
biichern naher ansieht, fallen eine Reihe von logischen Unzulanglich- 
keiten auf. 

Es wird etwa eine rationale Abbildung definiert durch Formeln, die 
fiir einen allgemeinen Punkt der abzubildenden Mannigfaltigkeit sinnvoll 
sind, aber fiir spezielle Punkte unbestimmt werdev. Es fragt sich nun: 
Welche Punkte werden als Bildpunkte dieser speziellen Punkte angesehen ? 
Man kénnte die Frage durch einen Grenziibergang beantworten. Es zeigt 
sich aber, daB die Auffassung einer rationalen Abbildung als irreduzible 
Mannigfaltigkeit von Punktpaaren und die Anwendung des Begriffs eines 
,»allgemeinen Punktpaares‘‘ dieser Mannigfaltigkeit eine der Stetigkeits- 
betrachtung Aquivalente, aber rein algebraische Beantwortung derselben 
Frage gestattet, welche kurz so lautet: Alle die Punktpaare gehéren zur 
Abbildung, die durch relationstreue Spezialisierung aus dem allgemeinen 
Punktpaar der Abbildung (oder allgemeiner der irreduziblen Korrespondenz) 
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entstehen. Aus dieser algebraischen Auffassung folgt weiter leicht die 
(bei der Limesauffassung gar nicht selbstverstindliche, aber wohl meistens 
als selbstverstiindlich angenommene) Tatsache, daB irgendeinem Punkt 
der abgebildeten Mannigfaltigkeit M in einer algebraischen Abbildung oder 
Korrespondenz eine nicht leere algebraische Mannigfaltigkeit von Punkten 
der Bildmannigfaltigkeit MN entspricht. 


Genauer gilt (§ 2): Wenn einem allgemeinen Punkt von M oo” Punkte 
von ® entsprechen, so entsprechen jedem Punkt von I mindestens 
co” Punkte, und die Mannigfaltigkeit dieser Punkte enthilt keine Bestand- 
teile von einer Dimension < 6. Aus dieser Tatsache leiten wir in § 2 
einen neuen Beweis des von Severi') zuerst bewiesenen und verschiarften 
»Prinzips von Pliicker-Clebsch“ her. 


In §3 gehen wir auf das ,,Prinzip der Erhaltung der Anzahl“ in 
der von Severi*) gegebenen priizisen Fassung ein. Dieses Prinzip heiBt 
so: Wenn in einer irreduziblen Korrespondenz einem allgemeinen Punkt 
€ von M genau a Punkte 7,,..., yn. einer Bildmannigfaltigkeit N 
entsprechen, so entsprechen einem speziellen Punkt ¢ entweder unendlich 
viele, oder héchstens « Punkte, welche dann zusammen ebenfalls die 
Anzahl « ergeben, wenn sie mit denjenigen Multiplizititen gezahlt werden, 
mit denen sie bei einem Grenziibergang aus den Punkten »,, ..., m4 
entstehen, wenn é gegen &' riickt. 


Aus einer spiteren Prazisierung, die Severi*) dem Beweis gegeben 
hat, geht hervor, daB die Multiplizitiiten nur dann eindeutig bestimmt 
und positiv sind, wenn die Mannigfaltigkeit M als singularitatenfrei vor- 
ausgesetzt wird. Ich werde auf Grund meiner rein algebraischen Multi- 
plizitatsdefinition einen neuen (von Grenziibergangen freien) Beweis der Ein- 
deutigkeit der Multiplizitaten und damit auch einen neuen Beweis des Prinzips 
der Erhaltung der Anzahl geben. Der Beweis beruht darauf, daB der 
allgemeine Fall einer singularitaétenfreien Mannigfaltigkeit durch Projektion 
auf den von mir schon friiher‘) behandelten Spezialfall zuriickgefiihrt 
wird, wo MM ein linearer Raum ist. 


Der Multiplizitaétsbegriff tritt in der Literatur noch in einer weiter- 
gehenden Verallgemeinerung auf: Er wird namlich auch dann angewandt, 


1) F. Severi, Sulla compatibilité dei sistemi di equazioni, Rend. Accad. naz. 
Lincei (4) 17 (1933), S. 3—10. 

2) F. Severi, Il Principio della Conservazione del Numero, Rend. Circ. Mat. 
Palermo 83 (1912), S. 313. 

3) F. Severi, Abh. Math. Sem. Hamburg 9 (1933), S. 335—364, insbesondere 
Nr. 13. , 

4) ,,Multiplizitatsbegriff*, Math. Annalen 97, 8S. 756—774. 
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wenn einem Punkt £ nicht ein endliches System von Punkten 7,, ..., me 
sondern eine Kurve € oder eine héherdimensionale Mannigfaltigkeit ent- 
spricht, welche bei der Spezialisierung § + £ in eine Mannigfaltigkeit €’ 
derselben Dimension iibergeht, deren Bestandteile dann mit gewissen 
Multiplizitaten zu zihlen sind. Um nun diese Multiplizitaten zu definieren, 
schneiden wir nach Severi*) die d-dimensionalen Mannigfaltigkeiten € und C’ 
mit einem System von d allgemeinen Hyperflichen, welches € und C’ je 
in endlichvielen Punkten schneidet, wodurch der Fall auf den schon 
erledigten zuriickgefiihrt wird. Es zeigt sich ($4), daB diese Definition 
von dem Grad der gewihlten Hyperflichen unabhangig und in einem 
gewissen Sinn auch birational-invariant ist; weiter zeigt sich, daB die 
gleichen Multiplizitatszahlen auch fiir das Verhalten der Schnittpunkte 
von € mit nichtallgemeinen Hyperflichen maBgebend sind. 

Der wichtigste Spezialfall der vorstehenden Begriffsbildung entsteht, 
wenn die Mannigfaltigkeit € eine lineare Schar durchliuft. In §5 werden 
die Grundbegriffe der Theorie der linearen Scharen entwickelt und 
werden zwei Siatze bewiesen, welche die Multiplizitaéten der Bestandteile 
spezieller Elemente €’ der Schar, wie sie nach dem obigen durch die 
Spezialisierung €-—-C€' definiert werden, mit gewissen Schnittpunkts- 
multiplizitaten in Beziehung bringen. 

Die Theorie der linearen Scharen ist wiederum aufs engste verkniipft 
mit der Theorie der rationalen Abbildungen, denn jede rationale Abbildung 
einer Mannigfaltigkeit auf ein ,,projektives Modell“ wird bekanntlich durch 
eine lineare Schar vermittelt. Mit Hilfe dieses Zusammenhangs werden 
in §6 die Fundamentalpunkte der Abbildung (d.h. diejenigen Punkte 
von IM, denen mindestens o¢' Bildpunkte auf MN entsprechen) studiert. 
Es wird bewiesen, daB die ,,singularen Punktepaare“ (£’, »') der Abbildung, 
bei denen £ ein Fundamentalpunkt ist, eine rein (a — 1)-dimensionale 
Teilmannigfaltigkeit SG der a-dimensionalen Mannigfaltigkeit aller Punkte- 
paare der Abbildung bilden. 

In §7 werden birationale Abbildungen betrachtet, die in einer 
Richtung ausnahmslos eindeutig sind. Es wird eine Formel bewiesen, 
die ich schon in meiner Dissertation (Amsterdam 1926) aufgestellt habe, 
welche die Schnittpunktzahl einer Kurve mit einer (a — 1)-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit auf IM ausdriickt durch die Schnittpunktzahlen der 
Bildkurve mit der Bildmannigfaltigkeit auf N und mit den Bestandteilen 
der singuliren Mannigfaltigkeit S. Diese Formel gestattet es, das 
,Charakteristikenproblem“ fiir die Kurven und Hypermannigfaltigkeiten 
von ® auf das entsprechende Problem fiir M zuriickzufiihren. In dieser 
Weise wird in §8 das Charakteristikenproblem fiir die Mannigfaltigkeit 
»verbundener Punktepaare“ (Punktepaare mit Verbindungslinie) gelést. 
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Auch das beriithmte Charakteristikenproblem fiir Kegelschnitte und das 
entsprechende fiir quadratische Flachen kann man nach Studys Vorbild 
in dieser Weise behandeln: ich hoffe darauf spiter zuriickzukommen. 

Die Beweismethoden der vorliegenden Untersuchung bestehen erstens 
in einer immer wiederholten Anwendung der _,,relationstreuen Spezia- 
lisierung‘*) und zweitens der Ergiinzung beliebiger Teilmannigfaltigkeiten 
einer Mannigfaltigkeit IM zu vollstindigen Schnitten von M durch Hin- 
zunahme von Restschnitten, welche einen vorgegebenen Punkt nicht ent- 
halten. Die zweite Methode habe ich von Severi*) iibernommen. 


§ 1. 
Die Grundbegriffe. Das Prinzip der Konstantenzihlung. 


Eine algebraische Mannigfaltigkeit von Punktepaaren zweier affiner 
Raume £,,, E, heiBt eine algebruische Korrespondenz . Die Gleichungen 
der Korrespondenz mégen lauten 


(1) fy (Er, +++ Ems May +09 Mn) = 0. 

Macht man die Gleichungen homogen durch Einfiihrung von &, und »,, 
so erhailt man eine Korrespondenz zwischen zwei projektiven Riumen 
P.. wad F,: 

(2) FP (Ben «220 Emi Mer +++) Mn) = O. 


Aus den homogenen Gleichungen (2) kann man bekanntlich*) die »;' 
oder die &’ eliminieren und erhilt als ,,Resultantensystem“ ein Gleichungs- 
system 
(3) G, (Be, «++ Sa) = 0, 

(4) Hy (%0) +-+5 Ym) = 0 


mit der Eigenschaft, daB zu jeder Lésung & von (3) oder 7/ von (4) 
mindestens ein Punktepaar (&’, 7/) der Korrespondenz (2) gehért. Die 
Eigenschaft gilt im allgemeinen nicht fiir die inhomogenen Gleichungen (1). 
Die Gleichungen (3), (4) definieren zwei Mannigfaltigkeiten 2 in P,,, und 
®N in P,: die Urmannigfaltigkeit und Bildmannigfaltigkeit der Korre- 
spondenz (2). Man spricht auch von einer Korrespondenz & zwischen M 
und N. 

Halt man den Punkt &’ fest, so definieren die Gleichungen (2) eine 
algebraische Mannigfaltigkeit im Raum G,, und zwar eine Teilmannig- 
faltigkeit Ny von N. Ebenso entspricht jedem Punkt 7 von ® eine 
Teilmannigfaltigkeit M,, von M. Sind M und M irreduzibel und ent- 
sprechen jedem allgemeinen Punkt § von M « Punkte von MN und jedem 


5) Siehe etwa meine Moderne Algebra II (Berlin 1931), § 76. 
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allgemeinen Punkt 7 von R # Punkte von M, so spricht man von einer 
(x, 8)-Korrespondenz zwischen M und NR. 

Die Elemente & und 7/, die durch die Korrespondenz (2) verkniipft 
werden, miissen nicht notwendig als Punkte gedeutet werden: es kénnen 
irgendwelche Gebilde sein, welche durch homogene Koordinaten bestimmt 
werden. Beispiele davon sind: ebene Kurven oder Hyperflaichen, welche 
durch ihre Gleichungskoeffizienten festgelegt werden; Geraden oder all- 
gemeiner lineare Riume P, eines P,, bestimmt durch ihre Pliickerschen 
Koordinaten; Raumkurven, welche durch die Koeffizienten ihrer Gleichung 
in Pliickerschen Linienkoordinaten (Gleichung des Treffgeradenkomplexes) 
oder in Ebenenkoordinaten (Gleichung des Systems der beriihrenden 
Ebenen) bestimmt werden; Kollineationen, bestimmt durch ihre Koef- 
fizientenmatrix; usw. Wir werden im folgenden trotzdem immer von 
,»,Punktepaaren (&’, 7/) reden. 

Ist die Mannigfaltigkeit & irreduzibel, so sprechen wir von einer 
irreduziblen Korrespondenz. In diesem, Fall sind auch M und M irre- 
duzibel; denn wenn ein Produkt von zwei Formen F(é’)-G@(é’) Null wird 
fiir alle Punkte & von M, so wird es Null fiir alle Punktepaare (é’, 7’) 
von &, also wird ein Faktor F oder G Null fiir alle Punktepaare (é’, 7) 
von 8, also fiir alle Punkte & von M. 

Eine irreduzible Korrespondenz ist (wie jede irreduzible Mannig- 
faltigkeit) bestimmt durch ihr allgemeines Punktepaar (£, n). Die charakte- 
ristische Eigenschaft dieses allgemeinen Punktepaares ist, daB alle 
homogenen algebraischen Relationen F (¢, 7) = 0, welche fiir das allgemeine 
Punktepaar gelten, itiberhaupt fiir alle Punktepaare (¢’, 7) gelten (und 
umgekehrt); und durch diese Eigenschaft sind auch alle zur Korre- 
spondenz gehérigen Punktepaare (£’, 7’) charakterisiert. 

Die Koordinaten des allgemeinen Punktepaars (£, 7) sind algebruische 
Funktionen von g Parametern, wenn q die Dimension der Korrespondenz 
ist. Wenn etwa &,+0 und 7,+ 0 ist, so kénnen wir &, = 7, = 1 an- 
nehmen; die Zahl q 14Bt sich dann definieren als die Anzahl der algebraisch- 
unabhiangigen unter den GréBen &,, ..., Ems My» --+> Mn Ist a die Anzahl 
der algebraisch-unabhangigen unter den &,, und 6 die Anzahl der alge- 
braisch-unabhangigen unter den n,, nachdem die £ als gegeben angenommen 
werden (d. h. dem Grundkérper K adjungiert werden), so ist offenbar 


(5) q=a+b., 
Ebenso ist, wenn ¢ die Anzahl der algebraisch-unabhangigen unter den 7 


ist und d die der algebraisch-unabhingigen unter den § nach Adjunktion 
der 7: 


(6) q=e+d. 








Zur algebraischen Geometrie. VI. 139 


Die Zahlen a, 6, c, d lassen sich auch als Dimensionen von Mannig- 
faltigkeiten deuten. Die § definieren offenbar einen allgemeinen Punkt 
von MM, also ist a die Dimension von M und ebenso c die von N. Sucht 
man nun, nachdem man é einmal zu K adjungiert hat, die dem Punkt & 
entsprechende Teilmannigfaltigkeit N: von MN, so besteht diese aus allen 
Punkten 7/, derart, daB das Punktepaar (¢, 7) der Korrespondenz. an- 
gehért, d. h. daB alle algebraischen Relationen, die fiir (¢, 1) gelten, auch 
fiir (€, 7/) gelten. Das besagt aber, daB 7 der allgemeine Punkt der 
Mannigfaltigkeit N: ist. MN; ist also (relativ zum Kérper K (¢)) irreduzibel 
und von der Dimension 6. Bei einer Erweiterung (z. B. bei algebraischem 
Abschlu8) des Koérpers K (¢) kann ®t; zerfallen in algebraisch-konjugierte 
Teilmannigfaltigkeiten von der gleichen Dimension 6. Ebenso ist d die 
Dimension der Mannigfaltigkeit M,, die dem allgemeinen Punkt 7 von N 
in der Korrespondenz entspricht. 

Aus (5) und (6) folgt das Prinzip der Konstantenzdhlung: 

Wenn in einer q-dimensionalen irreduziblen Korrespondenz zwischen 
M und N einem allgemeinen Punkt & der a-dimensionalen Urmannigfaltigkeit M 
eine b-dimensionale Mannigfaltigkeit von Punkten auf N und einem 
allgemeinen Punkt » der c-dimensionalen Bildmannigfaltigkeit N eine 
d-dimensionale Mannigfaltigkeit von Punkten auf M entspricht, so ist 
(7) qgq=a+b=c-+d., 

In den meisten Anwendungen benutzt man die Formel (7) zur Be- 
stimmung der Dimension c der Bildmannigfaltigkeit N, wenn a, b und d 
gegeben sind (vgl. das Beispiel am Schlu8 von § 1). 

Ist 6 = 0, so entspricht einem allgemeinen Punkt & ein System von 
endlichvielen in bezug auf K(£) konjugierten Punkten. Besteht das System 
aus nur einem Punkt 7, so ist 7 mit allen seinef konjugierten identisch 
und daher (falls 7, nicht inseparabel iiber K (€) sind) rational von é ab- 
hangig: 


(8) Yv = Yr (€,, sey €m) (v =1,..., n), 
was man in ganzrationaler Form auch so schreiben kann: 
Ne: 2---2 Mn = ®D, (€): @, (€): ...: @, (€). 


Die Korrespondenz heiBt in diesem Fall eine rationale Abbildung. 
Ist auch umgekehrt & rational abhingig von 7, so hei®t die Abbildung 
birational. 

Eine rationale Abbildung ist durch Angabe des Urbildes I und der 
Abbildungsformel (8) vollstaindig bestimmt; aber aus dieser Formel laBt 
sich fiir spezielle Punkte £ nicht ohne weiteres entnehmen, welche 
Punkte 7 ihnen entsprechen. da die Funktionen gy, sehr wohl unbestimmt 
werden kénnen. Zur Bestimmung der zulassigen 7 hat man die schon 
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erwihnte allgemeine Regel: Alle homogenen algebraischen Relationen, die 
fiir das allgemeine Punktepaar (£, ») gelten, sollen auch fiir (&’, »/') gelten. 

Man kann die so charakterisierten Punktepaare (&, »') auch durch 
Grenziibergang aus solchen erhalten, welche direkt durch (8) geliefert 
werden. Da® man so alle Punktepaare der Abbildung erhilt, folgt aus 
dem in §2 der Abhandlung ZAG Iil*) bewiesenen Satz von Ritt. Andere 
Mittel zur Erhaltung der »/ sind: Darstellung von & und » als Funk- 
tionen anderer Variablen, welche an der betreffenden Stelle sinnvoll bleiben, 
oder Reihenentwicklung von & und » auf den Zweigen algebraischer 
Kurven durch £. Bei dem letzteren Verfahren stellt sich haufig heraus, 
daB der Grenzwert 7 von 7 nur von der Richtung des Kurvenzweiges an 


, 


der Stelle &, also von dem zu & unendlich-benachbarten Punkt des 
Kurvenzweiges abhingt; in anderen Fallen mu8 man noch die unendlich- 
benachbarten Punkte héherer Ordnung heranziehen. Es steht zu ver- 
muten, daB die Betrachtung der benachbarten Punkte einer endlichen 
Ordnung in jedem Fall zum Ziel fiihrt. So verhilt es sich jedenfalls 
dann, wenn M eine singularitiatenfreie algebraische Flache ist. 


Beispiele und Anwendungen zu § I. 

Kin typisches Beispiel fiir die Anwendung des Prinzips der Konstantenzahlung 
mége hier angefiihrt werden. Fiir weitere Anwendungen verweisen wir auf die 
Lehrbuchliteratur, insbesondere auf das bekannte Werk von Enriques-Chisini. 

Nach Aronhold’?) kann man in der Ebene zu 7 gegebenen Geraden in all- 
gemeiner Lage immer eine Kurve vierter Ordnung konstruieren, die diese 7 Ge- 
raden und noch 21 weitere, rational aus ihnen konstruierbare, zu Doppeltangenten 
hat. Durch diese Konstruktion ist eine rationale Abbildung der 14-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit aller Punktseptupel der Ebene auf eine gewisse Bildmannig- 
faltigkeit N im Raum der Kurven vierter Ordnung definiert. Da eine ebene 
Kurve vierter Ordnung nur endlichviele Doppeltangenten ‘hat, so entsprechen jedem 
Punkt »' von N nur endlichviele Punktseptupel. In der Formel (7) ist daher 
b d 0, a 14 zu setzen; es folgt c = 14, also fillt die Bildmannigfaltigkeit N 
den ganzen 14-dimensionalen Raum aus. Daraus folgt, daB es zu jeder Kurve 
vierter Ordnung ein System von 7 Doppeltangenten gibt, derart, daB alle alge- 
braischen Relationen, die bei allgemeiner Lage der 7 Geraden zwischen ihnen und 
der Kurve bestehen, auch fiir die besondere Lage der Kurve und der 7 Doppel- 
tangenten gelten. Insbesondere gilt die Aronholdsche Konstruktion der 21 rest- 
lichen Doppeltangenten aus 7 passend gewaéhiten ganz allgemein fiir jede Kurve 
vierter Ordnung, solange die Konstruktionsschritte nicht unbestimmt werden. 

Eine andere Anwendung der hier bewiesenen Satze ist die folgende. Wir 
wollen zeigen, da8 der Schnitt einer irreduziblen Mannigfaltigkeit NM mit einer 
allgemeinen Hyperebene wp 1, + %, 7, + --- +4, 7; = 0 in bezug auf den 
Koeffizientenkérper K (uy, ..., u,,) stets irreduzibel ist. 


*) Math. Annalen 108 (1933), S. 694. 
7) Aronhold, Monatsber. preuB. Akad. Wiss. Berlin 1864, S. 499--522. 
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Die Gleichung 
(9) UM +H, +--+ Un = 0 
definiert zusammen mit den Gleichungen von eine Korrespondenz zwischen dem 
w'-Raum und §&. Diese ist irreduzibel, denn in ihr entspricht jedem Punkt »’ 
von ® nach (1) eine Hyperebene des u’'-Raums, also eine irreduzible Mannig- 
faltigkeit, wahrend in einer zerfallenden Korrespondenz offenbar mindestens einem 
Punkt »/' eine zerfallende Mannigfaltigkeit des u’-Raums entsprechen miiBte. Nach 
unseren allgemeinen Satzen folgt daraus, daB einem allgemeinen Punkt u des 
u'-Raums in der Korrespondenz eine relativ-irreduzible Teilmannigfaltigkeit N, 
von ® entspricht, das hei®Bt der Schnitt von N mit der allgemeinen Hyperebene 
Uy Wy + ++. + Uy), = O ist irreduzibel. 

Genau so beweist man, daB der Schnitt von N mit einer allgemeinen Hyper- 
flache h-ten Grades relativ zum Kérper der Koeffizienten irreduzibel ist. Wir 
werden diese Satze in § 5 noch weitgehend verscharfen. 


§ 2. 
Die Dimension der M,;. Das Prinzip von Pliicker-Clebsch, 

Wir brauchen in diesem Paragraph mehrmals den folgenden 

Hilfssatz. Ein Durchschnitt einer irreduziblen r-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit M, in einem affinen oder projektiven Raum mit k Hyper- 
fliichen g, = 0, ..., Ge = 0 enthdlt keine isolierten irreduziblen Bestandteile 
von einer Dimension <r—k. Dabei wird unter einem isolierten irre- 
duziblen Bestandteil ein solcher verstanden, der nicht in einem irreduziblen 
Bestandtéil von héherer Dimension enthalten ist. 

Der Hilfssatz folgt durch k-malige Anwendung sofort aus folgendem: 
Ein Durchschnitt einer r-dimensionalen irreduziblen Mannigfaltigkeit M, 
mit einer Hyperfliche g = 0 ist entweder M, selbst oder zerfdllt in lauter 
(r — 1)-dimensionale irreduzible Bestandteile. Fir den Beweis siehe etwa 
W. Krull*) oder ZAG I (Math. Annalen 108) § 2. 

Es sei nun eine beliebige Korrespondenz & zwischen © und ® 
gegeben. Dann gilt der folgende 

Satz. Diejenigen Punkte £ von M, denen cine mindestens h-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit von Punkten »/ auf N entspricht, bilden fiir jedes h 
eine (eventuell leere) algebraische Mannigfaltigkeit. 

Beweis. Es seien L,= 0, L,=0, ..., L, =0 die Gleichungen 
von h allgemeinen Hyperebenen im Raum der » mit unbestimmten 
Koeffizienten u,,, ..., Uin} Uggs «+--+» Urn» Die Korrespondenz § sei 
wieder durch die Gleichungen (2) gegeben. Damit einem Punkt £’ min- 
destens oo” Punkte 7 entsprechen, mu8 das Gleichungssystem 


Lidia @, ..... cw) =® 
F, (&, "') = 0 


8) W. Krull, Primidealketten -in allgemeinen Ringbereichen, 8.-B. Heidel- 
berger Akad. Wiss. 1928, 7. Abhandlung, § 3, Hauptidealsatz. 


(10) 
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mindestens eine Lésung 7 besitzen. Das Resultantensystem 

(11) R, (u, ’) = 0 

mu8 also identisch in wu erfiillt sein. Umgekehrt, wenn (11) identisch 
in u erfiillt ist, hat die dem Punkt £ entsprechende Mannigfaltigkeit N,- 
mit einem System von h allgemeinen Hyperebenen einen Punkt gemeinsam, 
mithin ist N: mindestens A-dimensional. Durch Nullsetzen der Koeffi- 
zienten aller Potenzprodukte der u im Resultantensystem (11) erhilt 
man somit die Gleichungen der gesuchten Mannigfaltigkeit. 

Aus dem Satz folgt, wenn M irreduzibel ist und einem allgemeinen 
Punkt von M ow Punkte von M entsprechen, daB einem speziellen 
Punkt £° von M auch mindestens eine b-dimensionale Mannigfaltigkeit M;, 
entspricht. Fiir irreduzible Korrespondenzen kann man aber noch Ge- 
naueres aussagen, namlich: 

Die Mannigfaltigkeit Neo, die einem Punkt & von M entspricht, ent- 
halt keine Bestandteile von niedrigerer Dimension als 6. 

Beweis. Gesetzt, N° wire ein isolierter Bestandteil von Wo von 
einer Dimension << 6. Es sei 7° ein allgemeiner Punkt von ®°. Die- 
jenigen Punkte von MM, denen in der Korrespondenz der Punkt 7° ent- 
spricht, bilden eine echte Teilmannigfaltigkeit von M von einer Dimen- 
sion <a. Der Kegel, der diese Teilmannigfaltigkeit von £° aus projiziert, 
hat héchstens die Dimension a. Es gibt also durch £ einen linearen 
Raum P,,_,, der diesen Kegel auSer in & nicht trifft und der M auBer 


in & nur noch in endlichvielen Punkten &£', ..., é’-' trifft. Die 
Gleichungen dieses linearen Raumes seien 

(12) L, (&’) = 0, ..., Le (&) = 0. 

Den Punkten é', ..., &’—' entsprechen in der Korrespondenz* Mannig- 


faltigkeiten, welche den Punkt 7° nicht enthalten, also auch die Mannig- 
faltigkeit N° nicht enthalten. Insgesamt 


v—7 bilden die Punkte £,£',..., @7—" zu- 

is \=/ sammen mit den ihnen entsprechenden 

#; _.-4 Punkten 7 von % eine Mannigfaltigkeit 9’ 

f von Punktepaaren, welche als isolierten 
ie fi. 





Bestandteil die Mannigfaltigkeit (£°, N°) 
enthalt, bestehend aus den Punktepaaren 
(&, 7') mit 7 in R°. Die Dimension 
dieses Bestandteils ist gleich der von N°, 
also< 6. Andererseits wird die Mannigfaltigkeit &’ durch die Glei- 
chungen (2) und (12) definiert, wobei (2) eine irreduzible Mannigfaltigkeit 
von der Dimension gq = a + 6 und (12) ein System von a Hyperflichen 
im Raum der Punktepaare (¢’, 7’) bedeutet. Nach dem Hilfssatz zu 
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Anfang dieses Paragraphen enthilt ein solcher Durchschnitt niemals 
isolierte Bestandteile von einer Dimension < 6. Damit sind wir auf einen 
Widerspruch gestoBen. 

Der eben bewiesene Satz gilt offenbar nicht nur im projektiven, 
sondern auch im affinen Raum. Eine wichtige Anwendung ist das Prinzip 
von Pliicker-Clebsch, das in einer von Severi verscharften Form so 
lautet: 


Wenn ein System von n Gleichungen in n Unbekannten 7, ..., Nuns 
welches noch von Parametern t,, ..., tm abhingt : 


(13) Bo Bao once Ons Ge ++ GD BO 


fiir irgendwelche speziellen Werte t° der Parameter t eine isolierte Lésung 
besitzt, so ist das System fiir allgemeine Werte von t stets lésbar. 


Beweis. Wir deuten (13) als das Gleichungssystem einer Korre- 
spondenz zwischen den Punkten ¢® und den Punkten 7’. Die Korrespondenz 
zerfallt in irreduzible, von denen eine die Eigenschaft haben muS, dem 
Punkt ¢° eine Mannigfaltigkeit zuzuordnen, die einen isolierten Punkt 
besitzt. Diese irreduzible Korrespondenz sei 8; ihre Urmannigfaltigkeit 
und Bildmannigfaltigkeit .seien Mt und MN. Da die Korrespondenz (13) 
durch n Gleichungen im (m+ n)-dimensionalen Raum der Punktepaare 
(t, 7’) definiert wird, hat jede ihrer irreduziblen Bestandteile mindestens 
die Dimension m. In der Formel (5) ist also g>m. Weiter ist 6 = 0, 
denn sonst kénnte (nach dem zuletzt bewiesenen Satz) die Bildmannig- 
faltigkeit MN, von r° keinen isolierten Punkt enthalten. Aus (5) folgt 
also a >, d.h. die Urmannigfaltigkeit M ist der ganze t-Raum; mithin 
entspricht einem allgemeinen Punkt dieses Raumes mindestens ein Punkt »/’, 
was zu beweisen war. 


Bemerkungen. 1. Hatten wir es mit homogenen Gleichungen zu 
tun, so kénnten wir weiter schlieBen, daB jedem Wert der ¢ mindestens 
oo"—* Lésungen von (11) entsprechen. Bei inhomogenen Gleichungen 
geht das aber nicht. 


2. Genau so beweist man allgemeiner: Wenn das System (13) aus 
n—r Gleichungen besteht und fiir t =t° eine isolierte r-dimensionale 
Lésungsmannigfaltigkeit besitzt, so hat das System fiir allgemeine t mindestens 
oo” Lésungen. 

3. Aus dem Beweis geht hervor, daB es nicht nétig ist, daB der 
Punkt ¢ einen linearen Raum durchlaiuft, sondern daB das Prinzip von 
Pliicker-Clebsch genau so gilt, wenn ¢ ein allgemeiner Punkt einer irre- 
duziblen Mannigfaltigkeit M ist, welche den Punkt ¢° enthilt. 
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§ 3. 
Das Prinzip der Erhaltung der Anzahl, 

In einer Korrespondenz & zwischen M und RN, wo M als irreduzibel 
vorausgesetzt wird, mége einem allgemeinen Punkt § von M eine endliche 
Anzahl a von Punkten 7", ..., 7 von ® entsprechen. € sei ein 
spezieller Punkt von 9; dann gibt es auf Grund der schon in §1 an- 
gewandten ResultantenschluBweise mindestens ein System von Punkten ° 


‘y, ... ‘9, welches eine relationstreue Spezialisierung des Systems 
7, .... y@ darstellt, in dem Sinne, daB alle homogenen Relationen 
F (€, 9, ..., 9) = 0 auch fiir &,’7, ..., ’" giiltig bleiben. Die 
Zahl », die angibt, wie oft ein Punkt »/ in der Reihe ‘7, ..., ‘"™ 


vorkommt, heiBt die Multiplizitét von 7 bei der gewahlten Spezialisierung. 
Nun gilt: 

1. Wenn £& ein einfacher Punkt von M ist und wenn ihm nur endlich- 
viele Punkte »' von N entsprechen, so ist die Multiplizitét eines jeden 
dieser Punkte, unabhingig von der Art, wie die Spezialisierung 7 +'y” 
gewthlt wird, eindeutig bestimmt. 

2. Wenn auBerdem die Korrespondenz & irreduzibel ist (oder sich aus 
solchen irreduziblen zusammensetzt, die alle die ganze Mannigfaltigkeit M 
als Urmannigfaltigkeit haben), so sind alle Multiplizitdten positiv, d. h. 
jeder Punkt ri kommt mindestens einmal unter den ‘x vor. 

Beweis 1. Es mége ein Punkt n’, der &’ entspricht, fixiert werden. 
Wir projizieren die Punkte von M aus einem allgemeinen linearen Raum 
P,-a—, des P,, auf einen P,. Die Projektion des allgemeinen Punktes & 
sei t, die von &’ sei t’. Der 
projizierende Raum von & hat 
mit M endlichviele Punkte 
&, 2), ...,&” gemein. Zu 
& = &€ gehéren in der Korre- 
spondenz die Punkte»/”, . . ., 7, 
zu & ebenso 7@+”, ..., 7%, 
usw. bis 77°, Ist nun eine 
relationstreue § Spezialisierung 
E+ f, 7+ 7 (v=1,...,«) gegeben, so laBt sich diese zu einer 
relationstreuen Spezialisierung aller Punkte &® und »;") erweitern: 











pad 


t 


ED 'ED, tier’, 9 +g (4 = il, ..., a; »= l, ..., @y). 


Dabei sind ‘&” die Schnittpunkte des projizierenden Raumes von &’ mit M, 
jeder mit seiner Multiplizitét gezihlt. Der Punkt ‘§ kommt aber nur 
einmal unter ihnen vor, weil er ein einfacher Punkt von M ist und die 
Projektionsrichtung allgemein gewahlt wurde. Den iibrigen ‘&” (vy = 2,.. ., ) 











—— 
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entspricht in der Korrespondenz sicher nicht der Punkt 7’; denn die 
Punkte von M, denen 7’ entspricht, bilden eine Teilmannigfaltigkeit von M 
von héchstens a—1 Dimensionen, und diese wird von dem linearen 
Raum P,,_,, der & mit dem allgemeinen P,,_,_, verbindet, nicht zum 
zweiten Male getroffen. Also ist die Multiplizitét von 1 gleich der 
Zahl, die angibt, wie oft 7 unter den Punkten 7, ..., 7°” vorkommt. 
Ebenso sieht man ein, da8 den Punkten ‘&” je nur endlichviele Punkte 
in der Korrespondenz entsprechen; denn die Punkte von M, denen oo! 
oder mehr Punkte von ® entsprechen, bilden wieder eine echte Teil- 
mannigfaltigkeit von I, die von dem Verbindungsraum P,,_, nicht ge- 
troffen wird. 

Nunmehr kann man die &) ganz eliminieren und alles auf den Fall 
eines linearen Raums zuriickfiihren; denn +t durchlaiuft einen linearen 
Raum und alle algebraischen Relationen, die fiir 1, 1", ..., 7{*” gelten, 
bleiben bei der Spezialisierung t + t’, 7" +’) bestehen. Wir kénnen dem- 
nach den Satz aus §4 meiner unter ‘*) zitierten Arbeit ,,Multiplizitats- 
begriff‘‘ anwenden, wenn wir noch beweisen kénnen, daf die 7 Lésungen 
eines von t ganz rational abhangigen Gleichungssystems sind, welches 
auch fiir t = tr’ nur endlichviele Lésungen hat. Dieses Gleichungssystem 
ist aber ohne weiteres angebbar: es entsteht aus den Gleichungen (2) 
und den Relationen, welche ausdriicken, daB & (bzw. £’) in dem Ver- 
bindungsraum von rt (bzw. 1’) mit P,,—,—, liegt, durch Elimination der 
— (baw. &’). Die Lésungen dieses Gleichungssystems sind genau die 
Punkte von ®, denen solche Punkte von M in der Korrespondenz ent- 
sprechen, welche in dem erwihnten Verbindungsraum liegen; das sind 
aber fiir unbestimmte rt genau die Punkte 7, ..., »(* und fiir tr’ die 
endlichvielen Punkte von ®, die den Punkten ‘&, ..., “6 entsprechen. 
Nach dem erwihnten Satz folgt daraus, daS die Multiplizitét « von der 
gewihlten Spezialisierung unabhiingig ist. 

Beweis 2. Wenn & irreduzibel ist, so ist jedes Punktepaar (£’, 77’) 
von S& eine relationstreue Spezialisierung des allgemeinen Punktepaares 
£,7). Daraus folgt genau so wie in ,,Multiplizititsbegriff §3 (Satz 2), 
da8 7 mit einer positiven Multiplizitat unter den ‘y) vorkommt. — 
Wenn S& in mehrere irreduzible Korrespondenzen zerfallt, die alle M als 
Urmannigfaltigkeit haben, so mu8 eine dieser irreduziblen Korrespondenzen 
das Punktepaar (&’, »,') enthalten; dieser Fall fiihrt somit auf den einer 
irreduziblen Korrespondenz zuriick. 

Durch das Vorangehende ist der Begriff der Spezialisierungsmulti- 
plizitit eindeutig fixiert. Die Summe der Multiplizitaten aller Punkte »/' 
ist offenbar gleich der Anzahl a der Punkte »“” vor der Spezialisierung: 
das ist das Prinzip der Erhaltung der Anzahl. 


Mathematische Annalen. 110. 10 
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§ 4. 
Verallgemeinerung des Multiplizititsbegriffs: Mehrfach-gezihlte 
Mannigfaltigkeiten, 

Wir nehmen zuniachst an, da8 in einer irreduziblen Korrespondenz & 
einem allgemeinen Punkt £ der irreduziblen Mannigfaltigkeit M eine 
Kurve € auf ® entspricht und einem speziellen Punkt & ebenfalls eine 
Kurve €’, die in ©, €,... zerfallen mége. Wir wollen nun die Multi- 
plizitaten definieren, mit denen €,, €;, ... zu zaihlen sind, wenn & gegen & 
und € gegen C’ riickt. 

Zu diesem Zweck schneiden wir alle betrachteten Kurven mit einer 
allgemeinen Hyperflache G(7') = 0 eines festen Grades g (z. B. mit einer 
Hyperebene: g = 1). Diese schneidet € in einem System konjugierter 
Punkte »/”,...,7/9” und €,€,... je in einem System konjugierter 
Punkte ‘y\”, ..., "%™; “nf, .... "7: .... Durch die Hinzunahme der 
Gleichung G (1;') = 0 zu den Gleichungen der Korrespondenz & erhalt man 
nach §1, Schlu8 eine relativ-irreduzible Korrespondenz §’, in welcher dem 
Punkt € genau die Punkte 7” und dem Punkt £’ die Punkte ‘y) entsprechen. 
Wenn daher & gegen &' riickt, so riicken die 1") gegen die "ys welche 
dabei auf Grund von §3 mit ganz bestimmten, positiven Multiplizitaten 
erscheinen. Da algebraisch-konjugierte Punkte in allen algebraischen 
Eigenschaften iibereinstimmen, so sind die Multiplizitaten der konjugierten 
Punkte ‘y,..., ‘77 alle untereinander gleich, etwa gleich n,. Diese 
Zahl », definieren wir nun als die Multiplizitat des Kurvenbestandteils €, 
bei der Spezialisierung § + &, € +C. 

Wir wollen nun zeigen, daB die so definierten Multiplizitéten ~,; der 
Kurvenbestandteile €; von dem Grad g der benutzten Hyperflichen G 
unabhingig sind und da8 man auch beim Schnitt mit einer nicht-allge- 
meinen Hyperflache stets dieselben Multiplizititen wiederfindet. 

Es sei G = 0 eine spezielle Hyperflache desselben Grades g, welche 
die Kurve € in endlichvielen Punkten 7 mit Schnittmultiplizititen o, 
und die Kurven ©; ebenfalls in endlichvielen Punkten ‘7 schneidet. Der 
Sachverhalt ist nun folgender: Gehen wir von der allgemeinen Hyper- 
fliche G = 0 und der allgemeinen Kurve € aus, welche sich in 7, ..., 1%” 
schneiden, und spezialisieren wir G zu G und € zu C’. so gehen die 7” 
relationstreu in gewisse ‘7 iiber, wobei ein beliebiger dieser Punkte mit 
einer gewissen Spezialisierungsmultiplizitat erscheint, welche wir ,,Gesamt- 
multiplizitét“ nennen wollen. Diese Gesamtmultiplizititen sind eindeutig 
bestimmt und man findet fiir sie daher dieselben Werte, wenn man 
zuerst G zu G und dann € zu ©’ spezialisiert, als wenn man zuerst € in C’ 


und dann G in G@ iibergeben laBt. Spezialisiert man zuerst G zu G, so 
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gehen die 7 in die 7” iiber, jedes o, mal gezahlt nach der Definition 
der o,. Spezialisiert man dann € zu €’, so kénnen gewisse 7) in einen 
Punkt 7 hineinriicken, und die Summe Zo, der Multiplizititen aller 
dieser Punkte ist die Gesamtmultiplizitit von 7' bei dieser Reihenfolge 
der Spezialisierungen. Spezialisiert man aber umgekehrt zuerst € zu C’, 
so gehen nach dem Obigen die 7" in ‘ mit den Multiplizititen ja, 
iiber. Riickt dann G gegen G, so riicken auf jeder einzelnen Kurve C; 
eine Anzahl oj Punkte ‘y in »/ hinein, wo oj die Schnittmultiplizitit 
von G mit €; im Punkt 7 ist. Die Gesamtmultiplizitit von 1/ bei dieser 
Reihenfolge der Spezialisierungen ist )’ 4; 6;, wobei die Summation iiber j 


nur dann nétig ist, wenn der Punkt 7 mehreren Kurven €; angehért. 
Gleichsetzung der beiden Werte der Gesamtmultiplizitat ergibt den folgenden 
Satz: 


Wenn bei dem Ubergang © > C' eine gewisse Anzahl von Schnitt- 
punkten 7") von © mit G = 0 in einen Punkt 1; hineinriicken, so ist die 
Summe der Schnittpunktsmultiplizitaten 0, dieser Schnittpunkte gleich 


(15) Xo, = LHj9;, 
J 


wobei , die Multiplizitét des Kurvenbestandteils €; bei der Spezialisierung 


€ + €' und 6; die Schnittmultiplizitaét von G mit €; im Punkt 1/ ist. 


Wichtig fiir die Anwendungen ist insbesondere der Fall, wo alle 
Multiplizitiiten o, und o; in (15) gleich Eins werden. Dieser Fall tritt 
nach ZAG V, Satz 2 dann ein, wenn G = 0 das allgemeine Element einer 
linearen Schar von Hyperflichen und ;/ ein Schnittpunkt von G = 0 
mit €’ auBerhalh der Basispunkte der Schar ist. Die Summation iiber j 
in (15) fallt in diesem Fall weg, da 7’ ein mit G variabler Punkt von C; 
ist und daher nicht gleichzeitig einer anderen Kurve €; angehéren kann. 
Die Formel (15) ergibt dann 21 = y,;, d.h.: 


Ist G = 0 die allgemeine Hyperfliche einer linearen Schar, welche 
die Kurve €; auferhalb der Basispunkte in einem Punkt 1/ trifft, so riicken 
bei der Spezialisierung € + €' genau «, Schnittpunkte von G = 0 mit € 
in den Punkt 7 hinein. 

Nach diesem Satz kann man zur Definition der ju; statt der linearen 
Schar aller Hyperflichen vom Grade g auch jede andere Teilschar von 
positiver Dimension benutzen. Wiahlt man dafiir insbesondere die Schar 
aller Hyperebenen des Raumes, erginzt durch g—1 feste Hyperebenen, 
so folgt, daB man die m«; statt durch Hyperflachen g-ten Grades auch 
durch Hyperebenen definieren kann, d.h.: Die js; sind von der Zahl g 
unabhingig. 

10* 
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Wenn das betrachtete Kurvensystem |€| auf einer singularitaétenfreien 
r-dimensionalen Mannigfaltigkeit N, gelegen ist ((e = rn), so kann 
man die Kurven € und €’ auch mit einer M,_, des MN, schneiden. Die 
Schnittmultiplizitat des N,_, mit € oder €’ in einem Punkt 7» wird 
nach Severi*) definiert als die Schnittmultiplizitat der Projektion N,_, 
von ®,_, aus einem allgemeinen P,_, des P, mit € oder ©’. Da fir 
®,,—, die Formel (15) gilt, gilt sie auch fiir N,_,. Auch die Folgerungen 
gelten: Man kann die Multiplizitéten u; der Kurvenbestandteile €; defi- 
nieren, indem man ®,_, als allgemeines Element einer linearen Schar 
(vgl. §5) wahit. Daraus folgt weiter: 

Die Multiplizititen nu, sind invariant bei einer birationalen Abbildung 
der singularitdtenfreien Trigermannigfaltigkeit M, des Kurvensystems |C |, 
vorausgesetzt, daB diese Abbildung einen allgemeinen Punkt einer jeden 
Kurve © eineindeutig (in einen allgemeinen Punkt der Bildkurve) trans- 
formiert. 

Es fndert sich nichts Wesentliches, wenn € und €’ keine Kurven, 
sondern 6-dimensionale Mannigfaltigkeiten sind. Man bringt sie dann 
nicht mit einer allgemeinen Hyperflache, sondern mit 6 allgemeinen Hyper- 
flichen zum Schnitt und beweist genau so wie oben, daB die Multiplizi- 
tiiten von den Gradzahlen der benutzten Hyperflachen unabhiangig sind 
und auch mit Hilfe beliebiger linearer Scharen von Hyperflachen definiert 
werden kénnen, vorausgesetzt, daB ein System von allgemeinen Hyper- 
flichen dieser Scharen die Mannigfaltigkeiten €; auBer in den Basispunkten 
je mindestens einmal (und dann nach ZAG V, Satz 2 notwendig einfach) 
schneidet. 


§ 5. 
Anwendung auf die Theorie der linearen Scharen, 

Einen wichtigen Spezialfall der vorstehenden Begriffsbildungen liefern 
die linearen Kurvenscharen auf Flichen, allgemeiner die linearen Scharen 
von (¢— 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten auf einer c-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit ®. Eine solche lineare Schar wird erzeugt von einer 
Schar von Hyperflichen, von denen keine R enthilt°*): 

(16) F(A) = A, Fo (o/) +4, F,(y') +... + An Pal’) = 90. 


Die allgemeine Hyperflache dieser Schar schneidet aus N eine (b — 1)- 
dimensionale Mannigfaltigkeit € (A), welche aus einem festen, d.h. von A 


%) Sollte eine gewisse Teilschar von (16) N enthalten, so kann man in bekannter 
Weise aus der ganzen Schar eine andere Teilschar herausgreifen, deren Hyper- 
flachen N nicht enthalten, un: die auf N dasselbe Kurvensystem ausschneidet wie 
die urspriinglich gegebene Scbar. 
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unabhangigen Bestandteil €, und einem von 4 abhangigen Bestandteil 
€’ (A) bestehen mége. Dann ist €'(A) das allgemeine Element einer 
linearen Schar von (c — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten auf N. Die 
Schar selbst wird mit |€’(A)| bezeichnet. 

Durch die obige Definition ist nur das allgemeine Element €’ (A) der 
Schar bestimmt, nicht die spezielle Kurve €'(/’), die zu einem speziellen 
Wert von A gehért, und ebensowenig die Vielfachheiten, mit denen die 
Bestandteile von €'(A’) zu zahlen sind. Wir fiihren nun diese Fragen 
auf die in §4 gelésten zuriick, indem wir eine Korrespondenz &’ defi- 
nieren, welche einem allgemeinen Wert A alle Punkte von €’ (A) zuordnet. 

Fiir spezielle Werte 4’ des Unbestimmten A geht F(A) iiber in eine 

Hyperflache F(A’) mit der Gleichung 
(17) F (2) = AF, (n') + AP, (y') + --- + 4nFa(n’) = 0. 
Die Gleichung (17) bestimmt, zusammen mit den Gleichungen von &, 
eine Korrespondenz & zwischen dem /’-Raum und der Mannigfaltigkeit N, 
wobei einem Punkt /’ alle Punkte 7’ der Schnittmannigfaltigkeit € (2’) 
von F(A’) mit MN zugeordnet sind. Diese Korrespondenz & zerfallt in — 
folgende Bestandteile: 

1. Eine irreduzible Korrespondenz 8’, deren allgemeines Punktepaar 


(A, n) dadurch gegeben ist, daB einem allgemeinen Punkt » von ® ein all- 
gemeiner Punkt 4 der Hyperebene 

(18) Ay Fy (n) + 4, Fy (m) + ++» + An Pa (n) 

des 4’-Raumes zugeordnet wird. Aus dem Prinzip der Konstantenzahlung 
(7) folgt wegen d = n—1, b= c—1, dab a =n, also die Urbild- 
mannigfaltigkeit von R der ganze A’-Raum ist. Der Punkt 7 des allge- 
meinen Punktepaares (A, 7) gehért wegen (18) zu € (A), aber als allgemeiner 
Punkt von ® nicht zu €,, also zu €’ (A). 

2. Eine Korrespondenz &,, in welcher jedem Punkt von €, der ganze 
2'-Raum zugeordnet ist, und welche offenbar in irreduzible Korrespondenzen 
zerfallt, die den irreduziblen Bestandteilen von €, entsprechen. 

Ich behaupte, daB die Korrespondenzen S, und &’ zusammen die 
ganze Korrespondenz & bilden. Dazu ist zu zeigen, daB jedes Punkte- 
paar (A’,7') von KR, bei dem 7 nicht zu €, gehért, eine relationstreue 
Spezialisierung des allgemeinen Punktepaares (A,7) von S’ darstellt, also 
zu &’ gehdrt. Wir unterscheiden: 

Fall 1. Der Punkt »/ gehért nicht allen Mannigfaltigkeiten € (A) 
an; dann ist mindestens ein F,(7') + 0, etwa F,(n’) + 0, und die fiir 
das allgemeine Punktepaar (A, 7) giiltige rationale Darstellung 

ite A Py(n) +--+ +4, F, (n) 
a + Fyn) 
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bleibt bei Ersetzung der 7 durch 7 und A durch /’ sinnvoll; also ist 
(2’,/') in diesem Fail eine relationstreue Spezialisierung von (A, 7). 

Fall 2. Der Punkt 7 gehért allen €(A), also, da er nicht zu €, 
gehért, allen €’(A) an. Wenn 7’ einem irreduziblen Bestandteil €* (A) von 
€’ (A) angehért, so befindet sich ein allgemeiner Punkt »* dieses Bestandteils 
im Fall 1, also ist (A,1*) eine relationstreve Spezialisierung von (A, 7). 
Weiter ist (A,7') eine relationstreue Spezialisierung von (A,7;*), da 7 ein 
Punkt von €*(A) ist. SchlieBlich ist (A’,7') eine relationstreue Speziali- 
sierung von (A,7'), da 7’ ein fester, von A unabhingiger Punkt und / ein 
allgemeiner Punkt des 4’-Raumes ist. Also ist auch in diesem Fall (A’, 7’) 
eine relationstreue Spezialisierung von (A, 7). 

Die Korrespondenz 8’ ordnet einem allgemeinen Punkt 4 die Mannig- 
faltigkeit €'(A) zu. Da §’ irreduzibel ist, ist €’ (A) auch (relativ zum 
Kérper K(A)) irreduzibel. In bezug auf einen Erweiterungskérper von 
K (4) kann €’ (A) natiirlich zerfallen: In diesem Fall lehrt uns ein schéner 
Beweis von Bertini, daB die absolut irreduziblen Bestandteile von C€’ (A) 
alle demselben irreduziblen System von o! Mannigfaltigkeiten angehéren, 
wobei durch jeden allgemeinen Punkt von ® genau eine Mannigfaltigkeit 
des Systems hindurchgeht '*). 

Die Korrespondenzen &, 8’ und &, ordnen einem speziellen Punkt 2’ 
des 2’-Raumes die (c — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten €(A’), € (2’) 
und €, zu. Da & in &’ und &, zerfallt, so zerfallt €(4’) in C’ (2’) und €,. 
Damit ist nun €’(/’) endgiiltig definiert. Wendet man auf die irreduzible 
Korrespondenz &’ die Betrachtungen von §5 an, so folgt, daB die Be- 
standteile €,, €,,... von €’ (4’) bei der Spezialisierung 2 — (4’), C’ (A) > €' (Ay 
je mit einer gewissen Multiplizitaét behaftet erscheinen. Uber diese Multi- 
plizitaten gelten folgende Sitze: 

1. Die Multiplizitét eines Bestandteils €, einer Mannigfaltigkeit C’ (2’) 
bei der Spezialisierung A - 2’ ist gleich der Multiplizitdt von €, als Teil 
des Schnittes von N mit der Hyperfliche F (2) = 0, eventuell vermindert 
um die Multiplizitét von €, als Bestandteil des Schnittes von N mit 
F(A) = 0, falls ©, zur Mannigfaltigkeit €, gehért"). 

Beweis. Die Spezialisierungsmultiplizitiat des Bestandteils €, wird 
nach § 4 dadurch definiert, da8 man die Mannigfaltigkeiten M,C’ (2), €; 
mit einem allgemeinen linearen P,_-_, zum Schnitt bringt, wodurch N 


10) Bertini, Atti Ist. Lomb. Rend. (2) 15 (1882), 8.24. Vgl. Enriques, Soc. 
ital. dei XI Mem. (3) 10 (1896) und Severi, Atti R. Acc. Torino 41 (1906), S. 207. 
11) Satz 1 gilt nur fir lineare Scharen, ist also keineswegs trivial. Wir hatten 
ihn natiirlich als Definition der Kurve C’ (7') und der Vielfachheiten ihrer Bestand- 
teile benutzen kénnen, halten aber die obige Definition, die auch fiir nichtlineare 
Scharen gilt, fir natiirlicher. 
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in eine Kurve, € (A) in ein System konjugierter Punkte 7” (4) und ©; eben- 
falls in ein solches Punktsystem ‘7 iibergeht, und daB man in diesem 
Raum P,_._, die Spezialisierungsmultiplizitéten beim Ubergang A —> 2’ 
betrachtet. Die Schnittmultiplizitit von €, ist aber ebenfalls in dem 
allgemeinen linearen Raum P,,_,._, definiert. Wir kénnen uns also voll- 
standig beschrinken auf den Fall 6 = 1, wo M eine Kurve ist und € (A) 
und €, Systeme konjugierter Punkte 7" (A) bzw. ‘7 sind. Die Multi- 
plizitét von €, als Schnittpunkt von N mit der Hyperfliiche F(2’) = 0 
wird nun so definiert, daB man diese als Spezialfall einer allgemeinen 
Hyperfliche G = 0 desselben Grades betrachtet und dann die relations- 
treue Spezialisierung G - F(/') vornimmt. Diese Spezialisierung kann 
man in zwei Schritten vornehmen: zuerst l4Bt man G in F(A) und dann 
F(A) in F(2’) iibergehen. Beim ersten Schritt erhilt man aus den 
Schnittpunkten von G = 0 mit N die von F(A) = 0 mit MN, also die 
Punkte 7; (A) von €(A) und die Punkte & von €,, die ersteren mit der 
Multiplizitat 1 auf Grund von ZAG V, Satz 3, und die letzteren mit 
ibrer eigenen Schnittmultiplizitit «’. Bei der zweiten Spezialisierung 
F (A) > F (2) bleiben die Punkte é° fest und die Punkte 7” (A) riicken 
gegen die Punkte ‘7’, wobei etwa ~ Punkte »/ (4) gegen einen Punkt 7/ 
riicken mégen. Falls der Punkt 7,’ gleichzeitig ein Punkt &° ist, mége er 
als Schnittpunkt von N mit F(A) = 0 die Multiplizitaét u° haben. Dann 
gehen also insgesamt » +-u° Schnittpunkte von G = 0 mit MN bei der 
Spezialisierung G + F(A) > F(2’) in »' itiber, d. h. die Schnittmultiplizitat 
von 7 ist «-+-°. Diese Summe, vermindert um p’°, ergibt die Speziali- 
sierungsmultiplizitat 4, wie behauptet. 

Wenn die Multiplizititen der Bestandteile €; von €’(A’) ausdriicklich 
hervorgehoben werden sollen, so schreibt man 

C' (7) = 4,6,+4,G+...= Fyu,G. 

2. Wenn ein lineares System |K\ eine reduzible Mannigfaltigkeit 
K' = Lu, K; enthilt und wenn eine Kurve D auf N die allgemeine Mannig- 
faltigkeit K in gewissen Punkten » und die Mannigfaltigkeit K’ auerhalb 
der Basispunkte in 1! trifft, so ist die Anzahl yu der Punkte », die bei 
der Spezialisierung K + K’ in 1 hineinriicken, gleich Z,0,, wo a, die 
Schnittmultiplizitiiten von D mit Kj in yn’ sind, vorausgesetzt, daB 7’ ein 
einfacher Punkt von N isi. 

Beweis. Nach Severi*) wird o; dadurch definiert, daB man K; 
durch einen Rest R, erginzt, der 7’ nicht enthaJt, derart, daB Kj; + R, 
je einer linearen Schar |Z,| ohne Basispunkte angehéren. Die Mannig- 
faltigkeit K’+ R= Dyu,Kj+ 2y,R, = Lu,(Kj+R,) gehort dann 
dem System |X yu,L,| an und dieses ist wieder in einer vollstdindigen 
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linearen Schar |H| ohne Basispunkte enthalten™). Da K’+R in |H| 
enthalten ist und K’ zum System |K| gehért, ist auch K +R in |H| 
enthalten. Man kann nun die Spezialisierung H + K’ + R in zwei Weisen 
vornehmen: 

l H+K+R-K'+R, 

2. H+ Ly Ll, > Lu,(K,+ R)). 

Berechnet man fiir diese beiden Arten der Spezialisierung die Anzahl 

der Schnittpunkte von H mit C, die gegen 7’ riicken, so findet man 
einmal « und das andere Mal 2,0, Mithin ist, wie behauptet, 


B= 2 p59; 


§ 6. 
Rationale Abbildungen und ihre Fundamentalpunkte, 


Eine rationale Abbildung T von M auf N sei gegeben durch die fiir 
das allgemeine Punktsystem der Abbildung giiltigen Formeln 


(19) Ne: 2 ---: Iq = D(E): O, (€): ...: , (€), 
oder auch 
(20) B ++ Un | - 

®, (€) 6, @). .. ®, (8) 





Die Gleichungen (20) miissen auch fiir alle speziellen Punktepaare 
der Abbildung gelten. Daraus folgt: Durchlauft 7’ einen (allgemeinen) 
ebenen Schnitt £(A) von N mit der Gleichung 
(21) AyNo + Ami +--+ + Ann = 0, 
so liegen die zugehérigen Punkte ¢’ auf der Mannigfaltigkeit I2(A) mit 
der Gleichung 
(22) A, D, (E) + 4, ®, (&) + .«-. {- An ®, (€) = 0. 

Wie in §5 spalten wir M(A) in einen von A unabbingigen Teil M, 
und einen Rest Mt’ (A), welcher eine lineare Schar auf M durchlauft, und 
ebenso die durch (22) definierte Korrespondenz & zwischen Jt und dem 
A-Raum in eine irreduzible Korrespondenz §’, in der dem allgemeinen 
Punkt 4 alle Punkte von Qt’ (A) entsprechen, und einen Rest &,, in 
welchem alle Punkte des 4’-Raumes allen Punkten von M, entsprechen. 
Die Gleichungen der irreduziblen Korrespondenz §’ seien 
(23) G, (4,8) = 0,...,G,(7,&) = 0 
Dann sind (23) bei gegebenem 4’ auch die Gleichungen der zugehérigen 
Mannigfaltigkeit Dt’ (A’). 


18) Vgl. etwa F. Enriques, Acc. Torino Memorie (2) 44 (1893), S. 196. 
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Bekanntlich bestimmt das lineare System | Mf’ (A)| oder, was dasselbe 
ist, die Korrespondenz S’ auch umgekehrt die Abbildung T eindeutig. 
Einem allgemeinen Punkt é entspricht nimlich in der Korrespondenz 8’ 
eine Hyperebene des 4’-Raumes und die Koeffizienten der Gleichung 
dieser Hyperebene sind die Koordinaten 7, des Bildpunktes 7. 

Wir beweisen nun: 

1. Wenn (&',n') ein Punktepaar der Abbildung I ist und y' der Hyper- 
ebene E(i’') angehért, so gehért &' zu DM (2’). 

Beweis. Es sei (¢,7) ein allgemeines Punktepaar von I; wir ver- 
binden 7 mit n—1 a inen Punktepaaren A,,...,A, von P, zu einem 
Raum E (A), wobei 4 rational von » und den A, abhingt. Da » zu 
E(a) gehért, gehért & zu MA). Da € als allgemeiner Punkt von M 
nicht zu M, gehért, gehért & zu MW’ (A), d.h. es ist 
(24) G, (A, &) = 0, ..., G(4,é) = 0. 

Spezialisiert man alle (¢, 7) zu (&’, y') und die Punkte A, zu n — 1 
Punkten, welche zusammen mit 7’ die Hyperebene F(A’) aufspannen, so 
bleiben die Gleichungen (24) erfiillt, d.h. &’ gehért zu M(/’). 

2. Einem Punkt & von WM (i’) entspricht in der Abbildung T mindestens 
ein Punkt 7’ von E (2’). 

Beweis. Wir gehen aus von einem allgemeinen Punktepaar (é, A) 


der irreduziblen Korrespondenz &’. Da & zu M’ (A) gehért, gehért — auch 
zu MA), d. h. es ist 


A, P(E) +4, ®, (€) +... + An P,(€) = 0 
und daraus wegen (19) 


(25) oN +AM, + --- tAntin = 9. 

Spezialisiert man nun das allgemeine Punktepaar (A, &) relationstreu 
zu einem speziellen Punktepaar (/’,é’) von &’, so gehért dazu mindestens 
eine Spezialisierung 7 - 7 derart, daB die Gleichung (25) und die Glei- 
chungen der Abbildung T erfiillt bleiben. Das heiBt, es gibt einen Punkt 
7 von E(d’), welcher dem Punkt & in der Abbildung T zugeordnet ist. 

Die Satze 1. und 2. bilden nur die genaue Prizisierung der bekannten 
Aussage, daB die ebenen Schnitte £(/’) von N den Mannigfaltigkeiten 
M’ (2’) der Schar | Mt’ (A)| entsprechen. 

Wir untersuchen nun die Fundamentalpunkte der Abbildung, d. h. 
diejenigen Punkte ¢’ von Wt, denen mindestens o' Punkte 7’ ent- 
sprechen. 

3. Die Fundamentalpunkte der Abbildung I sind genau die Punkte, 
die allen DM’ (2') gemeinsam sind. 

Beweis. Ist é ein Fundamentalpunkt, so bilden die entsprechenden 
Punkte 7’ mindestens eine Kurve, also liegt in jeder Hyperebene E (7’) 
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mindestens ein Punkt 7’. Daraus folgt nach 1., daB & allen M’(’) an- 
gehért. Gehédrt umgekehrt £ allen Q'(A’) an, so enthalt nach 2. jede 
Hyperebene E(2') mindestens einen Bildpunkt 7’, was unméglich wire, 
wenn der Punkt & nur endlichviele Bildpunkte 7 hatte; also ist ¢’ ein 
Fundamentalpunkt. 

Einem Nichtfundamentalpunkt ¢ entsprechern nach Definition nur 
endlichviele Punkte 7’. Dariiber hinaus gilt: 

4. Einem einfachen Punkt & von M, der nicht Fundamentalpunkt ist, 
entspricht nur ein Punkt 1. 

Beweis. Nach §3 hat jeder von den endlichvielen Punkten 7’, die 
dem Punkt & entsprechen, eine bestimmte positive Multiplizitét, und die 
Summe dieser Multiplizitaten ist gleich der Anzahl der Punkte 7, die 
einem aligemeinen Punkt £ entsprechen, also gleich Eins. Also kann es 
nur einen Punkt 7,’ geben. 

Ist WM singularitatenfrei, so kann man demnach die Fundamental- 
punkte auch definieren als diejenigen Punkte &’, denen mehr als ein 
Punkt »' entspricht. 

Aus 3. oder aus §1 folgt, daB die Fundamentalpunkte von T (wenn 
es sie gibt) eine algebraische Mannigfaltigkeit bilden. Wir nennen ein 
Punktepaar (£’,7') der Abbildung singuldr, wenn & Fundamentalpunkt 
ist. Die singuliren Punktepaare bilden eine algebraische Mannigfaltig- 
keit S, deren Gleichungen gefunden werden, indem man die Gleichungen 
der Korrespondenz I mit den Gleichungen der Mannigfaltigkeit der 
Fundamentalpunkte zusammennimmt. Ist nun MM _ singularititenfrei, 
so gilt: 

5. Die singuliren Punktepaare bilden (wenn es sie gibt) eine rein 
(a — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit S, wobei a die Dimension von M und 
daher auch von TF ist. 

Beweis. (&,7°) sei ein singulires Punktepaar; wir wollen zeigen, 
da8 (£°,7°) einem irreduziblen (a — 1)-dimensionalen Bestandteil von S 
angehért. Wir wahlen eine Ebene E (4’), die 7° nicht enthalt. Die zugehérige 
Mannigfaltigkeit M’ (4’) enthalt nach 3. den Punkt &°. Wir projizieren 
WM’ (2) aus einem allgemeinen P,,_,—~, und erhalten eine projizierende 
Hyperflache H = 0, die M schneidet nach M (2’) und einem Restschnitt 
Mm”, der den Punkt & nicht enthilt. Die Gleichung H = 0, kombiniert 
mit den Gleichungen von T, ergibt eine rein (a — 1)-dimensionale Mannig- 
faltigkeit von Punktepaaren, zu der das Paar (£°, 7°) gehért. Ein gewisser 
irreduzibler Bestandteil S’ dieser Mannigfaltigkeit enthalt (£°,7°). Das 
allgemeine Punktepaar (&’,7') von S’ muB8 singular sein; denn wenn 
kein Fundamentalpunkt wire, so miiBte der nach 4. eindeutig bestimmte 
Bildpunkt 7’ in £(4’) liegen; mithin miiBte, da (&°,7°) alle Relationen 
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erfiillt, die fiir (&’,7’) gelten, auch 7° in E(A’) liegen, was nicht der Fall 
ist. Also gehért S’ ganz der Mannigfaltigkeit der singuliren Punkte- 
paare an, was wir beweisen wollten. 

Auf Grund von 5. zerfaillt GS in irreduzible Mannigfaltigkeiten 
S,,S,,... von der Dimension a—1. Jede Mannigfaltigkeit ©, stellt 
eine gewisse irreduzible Korrespondenz zwischen einer Teilmannigfaltigkeit 
M, von M und einer Teilmannigfaltigkeit N; von N dar. Ist p, die 
Dimension von WM, und entsprechen einem allgemeinen Punkt von M, 
co J Punkte 7’ von ®;, so ist nach dem Prinzip der Konstantenzihlung 


Pi+q, =a-l1. 
Dabei ist gq; > 1, also p; = a—2. Alle Fundamentalpunkte der Ab- 
bildung T verteilen sich auf die Mannigfaltigkeiten M,, M,, ..., von denen 


einige auch ineinander liegen kénnen. 

Bemerkung. Die Beweise der Sitze 1., 2., 3. gelten mit gering- 
fiigigen Modifikationen auch dann, wenn |£(A)| nicht das System der 
Hyperebenen, sondern das System der Hyperflichen hA-ten Grades des 
Raumes P,, ist. Den Beweis von Satz 1 hat man dann so zu modifizieren, 


. tes — 1 Punkte die Hyperfliche 2 (A) bestimmen. 


Man kénnte die Sitze 1. und 2. noch weiter verallgemeinern, jedoch 
brauchen wir das fiir das Folgende nicht. 


daB nicht n, sondern ( 


§ 7. 
Das Verhalten 
der Schnittpunktszahlen bei gewissen birationalen Abbildungen. 


Gegeben sei eine birationale Abbildung T zwischen zwei singularitaten- 
freien a-dimensionalen Mannigfaltigkeiten M@ und MN. Wir nehmen an, daB 
die inverse Abbildung ausnahmslos eindeutig ist, also keine Fundamental- 
punkte auf ® besitzt. Dann wird nach § 6 das System der hyperebenen 
Schnitte von M oder allgemeiner das System | H| der Schnitte H von M 
mit den Hyperflichen h-ten Grades des Raumes P,, in ein lineares System | R} 
ohne Basispunkte auf M iibergefiihrt, wobei jede Mannigfaltigkeit R des 
Systems || besteht aus den Punkten 7’, deren Urbilder £ der ent- 
sprechenden Mannigfaltigkeit $ des Systems || angehéren. 

Die Fundamentalpunkte & auf M verteilen sich nach § 6 auf gewisse 
Fundamentalmannigfaltigkeiten x:;, w.'che den ,,singuliren Mannigfaltig- 
keiten“ ©; von der Dimension a—1 ‘uf ® entsprechen. Jedem Nicht- 
fundamentalpunkt £’ entspricht eineindeutig ein Punkt 7’, der zu keinem 
S; gehért. Dieses eineindeutige Entsprechen gilt auch dann, wenn é’ der 
allgemeine Punkt einer Teilmannigfaltigkeit % von M ist. 1 wird dann 
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der allgemeine Punkt einer gleichdimensionalen Bildmannigfaltigkeit 6 
von ®. Daraus folgt: 

Es besteht ein eineindeutiges Entsprechen zwischen den d-dimensionalen 
irreduziblen Mannigfaltigkeiten U auf W, die nicht aus lauter Fundamenial- 
punkten bestehen, und den irreduziblen d-dimensionalen Mannigfaltigkeiten B 
auf N, die keinem GS; a dren. 

Geht man zu den speziellen Punkten von & und $ iiber, so ent- 
spricht jedem speziellen Punkt 7’ von 8 immer ein bestimmter Punkt ¢’, 
und die Gesamtheit dieser Punkte ¢’ ist genau %. Sucht man aber alle 
Punkte 7/ von ®, deren Urbilder ¢’ zu & gehdren, so findet man nicht 
nur die Punkte von $, sondern auch alle diejenigen Punkte eines G;, die 
in der inversen Abbildung dasselbe Bild haben wie ein Punkt von 8. 

Die Menge dieser Punkte 7 la8t sich besonders leicht iibersehen in 
dem Fall, wo & und B die Dimension a—1 haben. Der projizierende 
Hyperkegel H = 0 von & aus einem allgemeinen P,_,_, des P, schneidet 
M nach A und einem Restschnitt WM’, der einen beliebig vorgegebenen 
Punkt & nicht enthalt und der auBerdem keine der Mannigfaltigkeiten M; 
enthalt. Die Mannigfaltigkeit § = U+ WM’ gehért dann dem System |§| 
an und ihr entspricht eine Mannigfaltigkeit R des Systems |&|, bestehend 
aus allen Punkten 7’, deren Urbilder & zu § gehéren. Diese Punkte 7’ sind 
erstens die Punkte der Bildmannigfaltigkeiten 8 und 8’ von Y und Y’, zweitens 
eventuell noch Punkte gewisser S; Da & aber rein (a — 1)-dimensional 
ist, kann R auBer 8 und 8 nur noch aus vollen (a — 1)-dimensionalen 
Mannigfaltigkeiten S; (nicht aus Teilen davon) bestehen, und zwar gehért 
S; dann zu &, wenn das Urbild M; von S; zu A+ A’, also zu WM gehort. 

Bei der Spezialisierung R- K erhalten die Bestandteile 8, B’, S; 
von  gewisse Multiplizitaten yu, uw’, 4;; wir schreiben also 
(27) Ra pSt+eS+ln&, 


Der Bestandteil uv’ 8’ ist fiir alles folgende unwesentlich, da 8’ einen 
beliebigen fest gewahlten Punkt 7° nicht enthalt; es ist also auch un- 
wesentlich, ob 8’ etwa reduzibel ist und ob in (27) eventuell verschiedene 
Teile von 8’ mit verschiedenen Koeffizienten stehen miiBten. Wesentlich 
sind die Bestandteile 4B und yu; S;, denn sie umfassen genau die Punkte, 
deren Bilder in der inversen Abbildung zu & gehéren. Nachher wird sich 
zeigen, daB wu = 1 ist. Ein yw; ist genau dann Null, wenn & die Funda- 
mentalmannigfaltigkeit M,; nicht enthilt. 

Nun sei © eine irreduzible, nicht aus lauter Fundamentalpunkten 
bestehende Kurve auf M und ®D ihre Bildkurve auf N. Wir wollen zeigen: 

Die Schnittmultiplizitat von € mit U in einem Punkte & ist gleich 
(28) E ku t+ Dhjn) 
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wobei die Summation sich tiber diejenigen Punkte yn, der Bildkurve D er- 
streckt, deren Urbild & ist, und wo k und k; die Schnittmultiplizitaten von 
D mit B und mit S; im Punkt n° sind. 
Beweis. Die Anzahl der Schnittpunkte 7 von R mit D, die bei 
der Spezialisierung R - RK in einen Punkt 7 hineinriicken, ist nach § 5, 
Satz 2 gleich 
ku+ 2 kj mj. 


Den Schnittpunkten 7 von R mit D entsprechen eineindeutig die Schnitt- 
punkte &” von § mit €, und wenn die 7 in ein 7° iibergehen, so gehen 
die entsprechenden £) in &° iiber. Die Summe (28) gibt also an, wie 
viele & bei der Spezialisierung § > § = A+ W’ in & hineinriicken. 
Diese Anzahl ist aber nach Severis Definition genau die Schnittmulti- 
plizitét von MU und € in &. 

Um nun zu zeigen, da8 wu = 1 ist, waihlen wir fiir & einen solchen 
Punkt von UY, der nicht Fundamentalpunkt der Abbildung T ist. Ihm 
entspricht ein einziger Punkt 7°, der nicht auf S liegt: in (28) sind also 
alle k; 4; Null und die Summation iiber 7, fallt weg. Wahlt man nun 
die Kurve € so, daB der Punkt & ein einfacher Schnittpunkt wird, so 
wird nach (28) 

1= ky, 
mithin, da k eine ganze Zahl ist, wu = 1. 

Summiert man die Multiplizititen (28) iiber alle Schnittpunkte & 
von € mit HW, und beachtet u = 1, so folgt die Regel fiir die Schnitt- 
punktszahlen : 


(29) (€-A) = [(D-B)+ Zuj(D- Sy], 


wo das Symbol [-Y] die Schnittpunktszahl von X mit Y, d.h. die Summe 
der Multiplizititen aller Schnittpunkte bedeutet. 

Die Bedeutung der Formel (29) beruht darauf, da8S man mit ihrer 
Hilfe die Berechnung von Schnittpunktszahlen in ® zuriickfiihren kann 
auf die entsprechende Berechnung in M (oder umgekehrt). Gesetzt z. B., 
man habe fiir M schon eine , Charakteristikenformel“ '*) gefunden, welche 
die Schnittpunktszahl [C, M1) fiir beliebige Kurven € und Mannigfaltigkeiten U 
linear durch gewisse spezielle Schnittpunktszahlen [€ -U,] ausdriickt: 


(30) [(€-M] = Fa, (C-%,), 

13) Vgl. H. Schubert, Calciil der abzihlenden Geometrie, Leipzig 1879, Abschn. 6. 
In meiner ,,Topologischen Begriindung’*, Math. Ann. 102, § 8, habe ich bewiesen, 
daB eine Charakteristikenformel der Gestalt (30) fiir jedes singularitatenfreie M 
existiert. 
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wobei die Koeffizienten a, nur von & abhingen. Von den &, nehmen 
wir noch an, daB sie die Fundamentalmannigialtigkeiten M,; nicht ent- 
halten*). Formeln dieser Art gelten nach ZAG I z. B. dann, wenn M 
ein projektiver oder mehrfach-projektiver Raum ist: die YM, sind dann 
Hyperebenen und die a, die Gradzahlen der Hyperfliche U. Geht man 
nun in (30) auf beiden Seiten mittels (29) zu M iiber, so folgt 

(31) [D-B) = La, (D- Bi) — Lu; [D-S;), 

“ j 


was man unter Weglassung des , Faktors“ D auch in Gestalt einer ,,sym- 
bolischen Gleichung* im Sinne Schuberts 

(32) B= 24,8, —- Fu; S; 

schreiben kann. (32) bedeutet nichts anderes, als daB die Hinzufiigung 
einer beliebigen Kurve D als Faktor immer eine richtige Zahlenrelation, 
niimlich eben (31) ergibt. 

Die Formel (31) gilt auch fiir solche Kurven D, die auf einem 8, 
oder GS; gelegen sind, vorausgesetzt, da’ man das Symbol [(D-G,] in 
bekannter Weise als , virtuelle Schnittpunktszah|“ definiert, d.h. als Diffe- 
renz [D,-S;]—[D,-S;], wobei D, eine Kurve ist, die ein irreduzibles 
System durchlauft, welches auch die Kurve D, + D enthilt ). 


§ 8. 
Die Charakteristikenformel fiir verbundene Punktepaare. 


Ein einfaches und lehrreiches Beispiel zu §6 ist das Folgende. 

M sei der zweifach-projektive Raum, bestehend aus den (geordneten) 
Punktepaaren (p, y) eines P,. N sei die Mannigfaltigkeit der , verbundenen 
Punktepaare“ (p,q, g), wobei ein verbundenes Punktepaar besteht aus einem 
Punktepaar und einer die beiden Punkte enthaltenden Geraden g**). Offen- 
bar ist M auf N birational abgebildet, denn ein allgemeines Punktepaar 
(p,q) hat nur eine, rational bestimmbare Verbindungsgerade g. Funda- 
mental fiir die Abbildung sind die koinzidenten Punktepaare, deren Ver- 
hindungsgeraden unbestimmt sind. Die entsprechende sirguliire Mannig- 
faltigkeit S besteht aus den koinzidenten Punktepaaren p = g mit Geradeng 
durch p. GS ist irreduzibel und hat, wie es sein muB, die Dimension 


=~ 


—1. Es gibt also nur ein S;, nimlich -S, = G. 








14) Die Annahme ist nicht wesentlich; sie vereinfacht aber die Rechnungen 
und 14Bt sich in allen praktisch wichtigen Fallen leicht erfillen. 

15) Vgl. etwa die unter *) zitierte Arbeit von Severi. 

16) Will man M und M als Mannigfaltigkeiten in einem projektiven Raum 
ansehen, so hat man die Produkte der Koordinaten von p und g bzw. von p, q 
und g als homogene Koordinaten in einem projektiven Raum zu deuten. 
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Sind $ und Q die Mannigfaltigkeiten der Punktepaare, bei denen p 
oder q in einer festen (allgemein gewahlten) Hyperebene des P,, liegt, und 
bezeichnen wir ihre Bildmannigfaltigkeiten in M der Einfachheit halber 
ebenfalls mit $ und Q, so gilt in M die Charakteristikenformel (vgl. 
ZAG I, § 3): 

(C-U] = a, [(C-P] + a, [(€- Q}. 


Daraus folgt nach § 6 fiir N die Charakteristikenformel 


(33) [D-B) = «a, (D-P] + a, [D-Q)] — yw, [D-S) 
oder kiirzer 
(34) Ba, $+ 4,0—n,S. 


Schubert *) verwendet statt $, OQ, S die Symbole p, q, « (p = die 
Bedingung, daB p einer festen Hyperebene angehért; ¢ = Koinzidenz- 
bedingung). In seiner Bezeichnung ist also jede einfache Bedingung fiir 
ein verbundenes Punktepaar linear durch p, q und « ausdriickbar. 

Die geometrische Bedeutung der Koeffizienten «,, x, , in (34) wird 
klar, wenn man (33) auf spezielle Kurven D,, D,. D, anwendet, und zwar 
mégen diese Kurven folgendermaBen definiert werden: 

, = p"—'q": Gesamtheit der Punktepaare mit gegebenem q in all- 
gemeiner Lage, wobei p einer gegebenen Geraden angehdért; 

D, = p’q"~': Gesamtheit der Punktepaare mit gegebenem p, wobei 
q einer gegebenen Geraden angehdrt. 

D, = Gp: Gesamtheit der verbundenen Punktepaare, bei denen g 
gegeben ist und p einer gegebenen Hyperebene angehért (also ebenfalls 
fest liegt). 

Zur Durchfiihrung der Rechnungen haben wir die Schnittpunktszahlen 
[D,-¥], [D,-Q] und [D,-S] zu bestimmen. Die Multiplizititen der 
Schnittpunkte von D, und P, von D, und Q usw. ergeben sich auf Grund 
der Kriterien ZAG V, 2 und 4 alle gleich Eins. Daher findet man: 
[D,-¥) = [D,-Q) = [D,- Q) = [D,-S] = 1, alle iibrigen = 0. Setzt 
man also D,, D, und D, statt D in (33) ein, so folgt 


| [D,-B) = a, 
(35) | [D,-B) = a, 
[D,-B) = a, —,. 

Zum Beispiel sei 8 = © die Gesamtheit der Geraden, die einen all- 
gemeinen P,,_. schneidet (Schuberts Bedingung g). Man findet «, = a, 
= “, = 1, mithin 

G=7T+0Q-E 
oder 
(36) S=P+Q-6. 
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Das ist Schuberts beriihmte Koinzidenzformel ¢ = p+ q —g, welche 
besagt: Die (virtuelle) Anzahl der Koinzidenzen in einem einfach-unendlichen 
System von verbundenen Punktepaaren ist gleich der Summe der Anzahlen 
der Punktepaare des Systems, bei denen p oder q einer allgemein gegebenen 
Hyperebene angehéren, vermindert um die Anzahl der Punktepaare des Systems, 
bei denen die Verbindungsgerade g einen allgemein gegebenen P,,_, schneidet. 

Mit Hilfe von (36) kénnen wir die virtuelle Schnittpunktzahl [D, - S] 
berechnen, wo D, = e p"g"~—* die Gesamtheit der koinzidenten verbundenen 
Punktepaare mit gegebenem Punkt p ist, bei denen g eine gegebene Gerade 
trifft. D, liegt auf S. Man findet mittels (36): 


[D,-S] = [D,-B) + [D,-Q] — [D,-6] = 0+0—-1= —1. 
Setzt man nun 2D, in (33) ein, so folgt 
(37) (D,- 8B] = w,.- 


Damit haben wir auch die geometrische Bedeutung von yu, gefunden. 
Die Formel (37) kann statt der letzten Formel von (35) zur Bestimmung 
von mw, benutzt werden. 

Bemerkung. Die Formel (34) kann, wie ihr Beweis lehrt, auch als 
Aquivalenz im Sinne der Theorie der linearen Scharen gedeutet werden: 
sie bedeutet, daB die Mannigfaitigkeiten 8 + ,S und a, ¥ + a, Q einer 
linearen Schar angehéren. Diese Schar besteht nimlich aus allen Mannig- 
faltigkeiten, die durch eine homogene Bedingungsgleichung vom Grade «, 
in den Koordinaten des Punktes p und vom Grade a, in denen von gq defi- 
niert sind. Eine spezielle derartige Gleichung definiert auf M die Mannig- 
faltigkeit UM und auf N ihr Bild 6+ u,S. Spezialisiert man andererseits 
die Gleichung so, daB sie zerfallt in «, Linearfaktoren in p und f, Linear- 
faktoren in g, so definiert sie die Mannigfaltigkeit «,$+a,0Q. Diese 
Betrachtungsweise riickt die Bedeutung der Forme] (34) in ein helles Licht’). 


17) Nicht immer hat eine symbolische Gleichung im Sinne Schuberts (=) die 
Bedeutung ciner Aquivalenz (=). Die Erzeugenden einer nicht-rationalen Regel- 
schar sind im Schubertschen Sinne gleich, aber nicht aquivalent, da sie keiner 
linearen Schar angehdéren. 


(Eingegangen am 11. 10. 1933.) 








Uber die Erfiillbarkeit 
einer Klasse von logischen Formeln. 


Von 


Kurt Schiitte in Gottingen. 





§ 1. 
Einleitung. 

In meiner Abhandlung ,,Untersuchungen zum Entscheidungsproblem 
der mathematischen Logik’ (Math. Ann. 109), an die sich diese Arbeit 
unmittelbar anschlieBt, sind zwei allgemeine Satze iiber die Erfiillbarkeit 
der Formeln 

(En) (3) X (0, 3) 
abgeleitet worden. Diese lieferten fiir den Fall, daB y nur ein Variablen- 
paar ist, ein vollstandiges Entscheidungsverfahren. 

Es ist dort ferner angegeben worden, daB die Formelklassen 


(Ex) () A(z, 9) 
(Ex) (y) (£3) U(x, y, 3), 
(Ex) (y,) (ys) (23) U(x, y,, Ya» 3) 
die einzigen sind, bei denen jede nicht widerlegbare Forme! schon in 


einem endlichen Individuenbereich erfiillbar ist. Dieser Sachverhalt war 
bereits als richtig erkannt worden, sofern folgender Satz gilt: 

Jede nicht widerlegbare Formel der Gestalt 

(y:) (yo) (#3) U(y,, Ye» 3) 
ist in einem Bereich von 
gione?.oh 

Individuen erfiillbar *). 

Die Aufgabe der vorliegenden Abhandlung soll es nun sein, hierfiir 
durch Angabe eines endlichen Modells den Beweis zu erbringen. 


Dabei werden wir das in der vorigen Arbeit abgeleitete Entscheidungs- 
kriterium benutzen: 


Eine Formel § der Gestalt 
(y:) (Yo) (E23) A(y,, Ye» 3) 
1) Hierbei bedeutet s die Anzahl der Seinszeichen, n die Anzahl der Formel- 


variablen und hf die héchste Stellenzahl derselben. 
Mathematische Annalen. 110. 11 
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ist dann und nur dann erfiillbar, wenn es eine nicht leere Menge M von 
Grundkonjunktionen der Formel & gibt, so daB jede geordnete M-Konjunk- 
tion zweiten Grades von einer M-Grundkonjunktion dhnlich umfaft wird. 


§ 2. 
Vorbereitende Umformungen. 


Um den angegebenen Satz zu beweisen, untersuchen wir eine erfiill- 
bare Formel ,,}‘ der Gestalt 


(p) (23) U(v, 3), 
bei der » das Variablenpaar (y,, y,) bedeuten soll. 

Aus der Erfiillbarkeit der Formel § folgt nach unserem Entscheidungs- 
kriterium, daB es eine nicht leere Menge M von Grundkonjunktionen der 
Formel § mit der Eigenschaft gibt, daB jede geordnete Mt-Konjunktion 
zweiten Grades von einer It-Grundkonjunktion ahnlich umfaSt wird. 

Die Disjunktion aus allen solchen M-Grundkonjunktionen bezeichnen 
wir mit D(y,3). Ferner definieren wir eine Formel ,,6‘ durch die 
Aquivalenz 

6 ~ (v)(E3) D(0, 3)- 
Da sich hieraus 
6-% 
ergibt, brauchen wir unsere Behauptung nur noch fiir die Formel © zu 
beweisen. Ist nimlich © in einem endlichen Bereich erfiillbar, so laBt 
sich auch die Formel § in dem gleichen Bereich erfiillen. 

Fiir die Formel © gilt 

G ~ (0) \y. = Yo > (23) D(0, 3)} & (y,) (23) D(0,, 3), 
wenn 1), das Variablenpaar (y,, y,) bedeutet. 

Nehmen wir nun an, da8 © nicht schon in einem Bereich von nur 
einem Individuum erfiillbar ist (denn sonst ist unsere Behauptung schon 
von vornherein bewiesen), so ist 

G~G & 3 
fiir eine durch die Aquivalenz 


3~ (y) (By) 4: = Ys 


definierte Formel 3 ableitbar. Hieraus erhilt man in Verbindung mit 


der ableitbaren Aquivalenz 


((0)(y. = Ys > (23) D(v,, 3)} & 3 
~ (y,) (£3) D(v,, 3) & 3 


die Formel 


(1) © ~ (0) (y, = Ys > (£3) Dy, 3) & (£3) D(y,, 3)} & 3. 








a 
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Wir wollen nun den Ausdruck D(p, 3) genauer bestimmen. Er ist 
als Disjunktion iiber die Wt-Grundkonjunktionen definiert. Aus den 
M-Grundkonjunktionen bilden wir diejenigen Teilkonjunktionen, welche 
alle Ausdriicke enthalten, in denen nur die Variable y, auftritt. Die 
untereinander verschiedenen derartigen Teilkonjunktionen seien 


Ki (ys); «++» Ky (ys)- 
Dann ist fiir je zwei Zahlen i,7 aus der Menge {1,..., p} stets 


Ki(ys) & K (ys) 
eine M-Konjunktion. Fassen wir sie durch Zuordnung der Variablen- 
reihe (y,, y,) als geordnete M-Konjunktion zweiten Grades auf, so wird 
sie nach Voraussetzung von einer W-Grundkonjunktion ahnlich umfaBt. 
Es mu8 also 

Ki(ys) & Ks (ys) 
Teilkonjunktion einer I-Grundkonjunktion sein. 

Umgekehrt la8t sich auch beweisen, da8 in jeder M-Grundkonjunk- 


tion eine Teilkonjunktion der Form 


RK; (y,) & R, (Ys) 


enthalten ist. Nach Definition der &;,(y,) ist nimlich in jeder M-Grund- 
konjunktion bereits eine Teilkonjunktion der Form &,(y,) enthalten. Ist 
ferner SX’ (y,) diejenige Teilkonjunktion einer IM-Grundkonjunktion, welche 
alle Ausdriicke enthalt, in denen nur die Variable y, auftritt, so bildet 
diese bei Zuordnung der Variablenreihe (y,, y,) eine geordnete M-Kon- 
junktion zweiten Grades. Sie wird nach Voraussetzung von einer It-Grund- 
konjunktion ahnlich umfaBt. Da in jeder M-Grundkonjunktion ein Aus- 
druck S;(y,) enthalten ist, bedeutet dies, daB S’(y,) Teilkonjunktion 
eines widerspruchslosen Ausdrucks ist, welcher &,(y,) enthilt. Dies ist 
aber nur méglich, wenn §’(y,) mit diesem &,(y,) iibereinstimmt. 
Wir haben also gesehen, daB jeder Ausdruck der Form 


Ri(y,) & K;(ys) 


in einer IM-Grundkonjunktion enthalten ist, und umgekehrt auch in jeder 
M-Grundkonjunktion ein derartiger Ausdruck vorkommt. Daraus folgt, 
da8 D(v, 3) die Gestalt 


p rap 
D(v, 3) ~ HT LT \S (ms) & K;(y.) & L,5.(0, 3)} 
hat. 
Ist ferner 
Gi sn (Y:> Ya) 
11* 
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diejenige Teilkonjunktion, die alle Ausdriicke von 2,,;,(y, 3) enthalt, in 
denen nur Variablen aus » (und zwar stets beide zugleich) auftreten, 
so erhailt man hieraus eine Formel der Gestalt 


i,j=1 


Dv, 3) ~ HT TL \Gisa(0) & B,sn(0, 9) 
wobei 
(2) €; 5x (0) ~ Kily,) & Kj (yg) & Gy sx (ys, ys) 
ist und %;,,(y, 3) nur Ausdriicke enthilt, in denen mindestens eine Variable 


aus 3 auftritt. 
Unter den 
Gis (Yrs Yo)s ---> Desay (Yr> Ys) 
kénnen einzelne Ausdriicke miteinander iibereinstimmen. Es mége stets 
héchstens q untereinander verschiedene derartige Ausdriicke geben, und 
zwar sollen fiir gewisse i,j gerade g solche verschiedenen Ausdriicke vor- 
kommen. Wir kénnen ferner annehmen, daB die verschiedenen Ausdriicke 
schon unter den ersten q Ausdriicken vorkommen. Wir definieren nun 
(3) D'(0.3) ~ T (Grsx(0) & Bijx(0, 9). 
Dabei verstehen wir unter 
€,;x(9) & B,;.(0, 3) 
im Falle r(i,7) << k <q die Konjunktion 
€; 5, (9) & Bi 51 (0, 3). 
Es gilt dann 
(4) D(y, 3) > D(v, 3), 
und es sind unter den 
€; 5x (0) (i,j =1,...,p;3 K=1,... 9) 
alle ausgezeichneten M-Konjunktionen enthalten. 

Fassen wir S&,(y,) als geordnete IM-Konjunktion zweiten Grades 
mit der Variablenreihe (y,, y,) anf, so wird diese von einer IN-Grund- 
konjunktion %,(v, 3) ahnlich umfaBt. Es gibt also zu jedem &,(y,) eine 
M-Grundkonjunktion %,(y, 3), so daB %,(y,, 3) widerspruchslos ist und 


K,(y,) als Teilkonjunktion enthalt. Es ist demnach §;(y,,3) von der 
Gestalt 


Ki (y,) & Ci(y,, 3), 
wobei €;(y,, 3) nur Ausdriicke enthilt, in denen mindestens eine Variable 
aus 3 vorkommt. Wir definieren nun 


(5) D’ (y;, 3) ~ll [Rily,) & Ce(y,, 3)}- 








Erfillbarkeit logischer Formeln. 165 


Dann gilt 
(6) D"(y,, 3) > D(d,, 3). 
Definieren wir jetzt eine Formel ,,5‘‘ durch die Aquivalenz 
(7) H ~ (viv + Yo > (£3) D'(v, 3) & (£3) D"(y,, 3)} & 3. 
so folgt aus (1), (4) und (6) die Implikation 
5 — G. 
Es geniigt also, die endliche Erfiillbarkeit fiir die Formel § zu beweisen. 
Aus den Formeln (2), (3), (5) und (7) ergibt sich 


| H~ (v0) \y¥, = % > ll IT [G:5x(0) 
(8) k=1 


i,j=1 
& (£3) B,j. (9, 3) & (£3)€,(y,, 3)]} & 3. 
Die M-Grundkonjunktionen 
€,;.(0) & Bi 5x (9, 3) 
sind darstellbar in der Gestalt 


| Essn0o) & Bes (Ds 3) ~ Esse (O) & LV Repu” (Yrs 24) & RE (Yo, 2s)] 
(9) : 
| & SRE 2) & Sin, 3) 


u<y 

wobei die Rij, (v, w) M-Elementarkonjunktionen sind und in GS;,,(v, 3) 
nur solche Ausdriicke vorkommen, die mindestens drei verschiedene 
Individuenvariablen als Argumente besitzen. 

Jede Konjunktion ®;};,(v, w) wird, als geordnete M-Konjunktion mit 
der Variablenreihe (v, w) aufgefaBt, von einer Mt-Grundkonjunktion ahn- 
lich umfaBt. Hieraus folgt, daB die Rj}, (y,, y.) ausgezeichneten M-Kon- 
junktionen fquivalent sind. Demnach haben die Rij; (v, w) die Gestalt 

Ki, (v) & K,(w) & Gi, 1,1, (v, w). 

Daraus folgt zunichst einmal, da8 in jedem %,;,(y, 3) fiir jede 
Variable z, aus 3 eine Konjunktion §,(z,) enthalten ist. Es gibt also 
eine zahlentheoretische Funktion (i, j,k, v), so daB die 

Koii,i, kv) (z,) 
Teilkonjunktionen der %,,;,(, 3) sind. Beachten wir ferner, daB die 
Ri (ys) & Rj (yo) & Giese (Yrs Yo) & By 5x (0, 3) 
M-Grundkonjunktionen sind und 


Ri, (v) & Ri, (v) 


nur bei 1, = 1, widerspruchslos ist, so erkennt man, daB j;;'"(y,, 2) 
die Form 


Kily,) & Kyo (z,) & Gj wo) wo (Yr» 2) 
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haben mu8. Entsprechend ergibt sich 
Ryze” (Y,. 2%) ~Kily,) & Row (Zr) & Gigi yo (i> 2) 
(10) Rij (Ya, 2) ~ RK; (yQ) & Ro (z,) & Gj poz) (Y, 2») 
Rye (Zur %) ~ Rye (Zu) & Rye (2%) & Goer gorw cu,» Zu» %)- 
Dabel sind mlb o>), vir), x(), @(u, ») 
zahlentheoretische Funktionen 
Ps 9 (i, j> k, v), v(t, j, k, v), x (i, ds k, v), w(t, J, k, B, v) 
gemeint. 
Aus (9) und (10) erhailt man 
E52 (0) & B52 (0, 3) ~ Exjx (0) & X [Kyiv (%) 
& Gig owe (Ys> 2%) & Gio x (Yq, %)} 
a} 6, @) 9) w(u, » (Zu, 2,) & Si 5x (0, 3) 


und hieraus, da alle Ausdriicke von %,,,(y, 3) mindestens eine Variable 
aus 3 enthalten, 


e 
Bi 5x(0, 3) ~ & (Koon (*) © Gige wo Yr» 2) & Gj pez (Yo %)} 
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(11) 
& ~ Somme, » (Zu, 2%) & Sex (0, 3). 
Ganz entsprechend ergibt sich fiir €,(y,,3) eine Aquivalenz der 
Gestalt ; 
€.(y,,3) ~ Z {Row (z,) & Giowmom(y,, 2,)} 
v=1 
(12) u 
& 2 Sewers (2,, 2,) & q, (¥%, 3), 
bei der T,(y,, 3) nur Ausdriicke enthalt, die mindestens drei verschiedene 
Individuenvariablen als Argumente besitzen, und 
o(r), o(y), t(u, ») 
zahlentheoretische Funktionen 


elt, »), oft, »), c(t, w, ») 
bedeuten. 
Fiihren wir jetzt ein (2s)-tupel u von Individuenvariablen u,, ..., ts, 
ein, so erkennt man an Hand der Aquivalenzen (11) und (12), daB sich 
ein Ausdruck U,,,(p, u) von der Gestalt 


Qe 
fant u) ~ _Z [Room (t) & Gigorym Yr» Ur) & Geez (Ys %)) 
(13) ee 
| &2 Gy woemeou,» (u,, uy) & Bi 52 (0, u) 
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bilden laBt, so da8 
(14) (Eu) Uy5n (0, u) > (£3) Bi sx (0, 3) & (£3) Ci (y,, 3) 


gilt und %,,,(y,u) nur Ausdriicke enthalt, die mindestens drei ver- 
schiedene Individuenvariablen als Argumente besitzen. 


Verstehen wir nun unter ,,K‘‘ die durch 


K~ (9) (¥: + ¥. > i IT (Ges (0) 
i,j k=1 
& (Eu)U,;,.(y, u)]} & 3 
definierte Formel, so gilt nach (8) und (14) 
KR>§ 


und es geniigt somit, unseren Satz fiir die Formel & zu beweisen. 

Bevor wir nun den Nachweis dafiir, da8 die Formel & in einem 
endlichen Individuenbereich erfiillbar ist, durchfiihren, wollen wir noch 
einige Eigenschaften dieser Formel festlegen. 

Die Konjunktionen €,;,() bilden bei Zuordnung der Variablenreihe 
yn’ = (y,, y,) geordnete M-Konjunktionen zweiten Grades, werden also 
nach Voraussetzung von Wt-Grundkonjunktionen ahnlich umfaBt. Dies 
ist nur méglich, wenn jede Konjunktion 


Ri (ys) & Ks (y,) & Giese (Ya, ys) 


(15) 


einer Konjunktion 
Ke (ys) & Ky (yg) & Ge je (yrs Ys) 

aquivalent ist. Da hieraus i’=j und j’ =i folgt, ist somit auch jede 
Konjunktion 

Gise (Ys, 9) 
einer Konjunktion 

Gjiv (Ys, Ys) 
aquivalent. Es gibt also eine zahlentheoretische Funktion #(i, 7, k) mit 


(16) Gijn (Yes 1) ~ Gjio,5,H (Yr> Ys) 


Wir wollen nun die Ausdriicke 8,,,(9, u) noch etwas zergliedern. Da 
diese Konjunktionen von solchen Ausdriicken sind, in denen mindestens 
drei verschiedene Individuenvariablen als Argumente auftreten, lassen sie 
sich darstellen in der Form 


(17) Bejx (0, U) ~ Bize(y,, u) & Blje(yy, u) & Qizx (0, u)- 
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Hierbei soll };,(y,,u) alle die Ausdriicke enthalten, in denen die Variable y,, 
aber nicht die Variable y, vorkommt, ebenso $};,(y,, u) alle diejenigen, 
in denen die Variable y,, aber nicht y, vorkommt, und schlieBlich Q,,; (9, u) 
alle iibrigen Ausdriicke aus %,;,(, u), also soleche, in denen sowohl y, 
als auch y, auftritv, und auBerdem diejenigen, in denen diese Variablen 
beide nicht vorkommen. 
Es sei nun 9g, (i,7,4) die Funktion, welche die Zahlentripel (i, j, k) 

des Bereiches 

i,jmil,....p; Buwl,..4g 
lexikographisch anordnet (die Funktion durchlaiuft die Zahlen 1, ..., p*4), 
und 

Q (2, ): k) _ pq + 0 (2, js k). 
Dann definieren wir 

Bo, i, (Yr> U) ~ Bise(y, ) 

Boo cj,» (Yo U) ~ Bie (yo, u) 

Qo. 50 (Yrs Yo» UW) ~ Disa (D, U) 

Qe. 1,5,0 (Yar Yrs 4) ~ Qise(D,_U)- 
Hierdurch sind die Ausdriicke 

Ply, 4), OQilyy, Yo 4) 
fir 1< 1 <= 2p’ gq festgelegt. 
Aus Formel (17) und den angegebenen Definitionen erhalten wir nun 

die Aquivalenzen 


(17a) { Bise (0, U) ~ Bo aie Yr» M1) & Bose, iw (Ys» 4) 
a & Do, 04,5, (Yr Yo» 4) 

un 

(17b) Bijx (0, U) ~ Bor a, i,m (Yrs U) & Bore,j,0 (Yas ¥) 


& Qo, 4,40 (Yor Yr» )- 

SchlieBlich geben wir noch Abschiitzungen fiir die in der Formel & 
auftretenden Zahlen p und gq an. 

p ist die Anzahl der untereinander verschiedenen Elementarkonjunk- 
tionen &;(y,). Ist m die Anzahl der in unserer Formel auftretenden 
Formelvariablen, so kommen in jeder Elementarkonjunktion &;(y,) genau 
n Ausdriicke vor, und es gibt also héchstens 2" untereinander verschiedene. 
Folglich ist 

Ps 2". 


Fiir die Zahl g war festgesetzt, daB fiir gewisse i,j die Ausdriicke 


Gi. (y;; Ys); ory GisalY, Y>) 
untereinander verschieden sein sollen. Ist Ah die héchste Stellenzahl der n 
in unserer Formel auftretenden Formelvariablen, so enthalt jeder Aus- 








are. * 


{ee ae ae ast ae 





Peat ae 


<2 
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druck ©; ;.(y,, ¥,) héchstens n.2"* Ausdriicke. THieraus ergibt sich die 
Abschatzung 

qs 2": ah 


§ 3. 
Angabe eines endlichen Modells, 
Wir wollen jetzt durch Angabe eines Modells beweisen, daB die 
Formel & in einem endlichen Individuenbereich erfiillbar ist. 


Zu diesem Zweck verwenden wir einen Bereich, dessen Individuen 
dargestellt sind durch die Quintupel 


(x, B, y, 4, é) 
mit 
a=1,2,...,2, 
Bp = 1,2,..., B, 
oo eres 
6=1,3,...,4, 
e=1,2,...,£. 


Hierbei sollen B, 4, E folgende Zahlen sein: 

B= 4sp?q°@e—v+1, 

A = pg’ (2p*q— 1), 

E=48.pBaA. 
p und gq sind die Zahlen, fiir die wir soeben die Abschitzungen 

pPx% qs gn.ah 
angegeben haben. wahrend n,s und fh die Konstanten unserer Ausgangs- 
formel 

(p) (#3) U(v, 3) 
sind, namlich s die Anzahl der in (£3) zusammengefaBten Seinszeichen, 
n die Anzahl der in U(y, 3) auftretenden Formelvariablen und A die 
héchste Stellenzahl derselben. 
Bezeichnen wir die Anzahl] der Individuen unseres Bereiches mit N, 

so ist nach der obigen Festsetzung 

N = p.B.7.4.E. 
Durch Einsetzen der Zahlen fiir B, 4 und E erhalt man hieraus 

N = 21. 4*. 8? pl, g2@e?—#+ | (2p? g? — 1). 
Um eine handlichere Zahl zu bekommen, sei fiir die Zahl N eine Ab- 
schitzung nach oben vorgenommen: Zunichst ergibt sich 
N < 21.4. s*. pi. gaae—st 8), 
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Mit Hilfe der Ungleichungen 


a<4#, 8 <e, pew goo 
erhalten wir hieraus 
N < 48t#tint+n.2h.(28%*—s+5). 
Da wir nun 
s=>l1, ne&l, AS? 
voraussetzen (fiir den Fall h = 1 ist niamlich unser Satz bereits be- 
wiesen), ist 
8+s8s+7n < l6ns* < 4ns*2", 
2?—s+5< 68’, 
und wir finden somit eine Abschatzung 
N < 41one2.2* 
Kénnen wir nun zeigen, daB die Formel 8 in dem angegebenen 
Individuenbereich erfillt werden kann, so folgt aus den vorausgehenden 
Betrachtungen, daB eine jede Formel der Gestalt 


(y,) (Ya) (2 3) U(y,, Ya, 3) 
entweder iiberhaupt aus den Axiomen widerlegbar oder aber in einem 
Bereich von héchstens 4*°"*-?" Individuen erfiillbar ist. 

Um in unserem Bereich die gewiinschte Erfiillung der Formel & 
angeben zu kénnen, wollen wir zuniichst dem Bereich durch die folgenden 
Definitionen eine bestimmte Struktur geben, mittels deren sich dann 
spaiter gewisse logische Funktionen in demselben definieren lassen. 

Definition 1. Wir fassen fiir alle in dem Bereich vorkommenden 
Zahlen «a, 8, y, 4 die Quintupel 

(a, B, y, 6,1), (a, B, y, 6, 2), ..., (a, B, y, 6, B) 
zu zwei Mengen von je $Z Quintupeln zusammen (£ ist eine gerade 
Zahl). Dies ist auf (;'p) verschiedene Weisen méglich. Wir nennen diese 


verschiedenen Mengenpaare 


Mier? yebrd (i *%&..5 (in): 


Unter denselben gibt es noch zu jedem i ein j mit 

Mier? _. Nj?r?, Np??? os o;*? 
Von je zwei solchen einander zugeordneten Mengenpaaren wihlen wir 
immer nur ein Mengenpaar aus, so da8 nur noch +( iz) verschiedene 
Mengenpaare bleiben. Von diesen wihlen wir beliebig 3p BAE Mengen- 


paare aus (den Beweis von +( iz) > 3pBAE werden wir nachholen). 
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Diese Mengenpaare nennen wit 


mePr?,  syahr? (i = 1,2, ..., 3p BAE). 
Es gilt dann also nur bei i = j 


meer? oe me??? gery? ait mg *?, 
mer? ae mF Pr? Keer? si mer? 
Nun ist noch der Beweis fiir die benutzte Ungleichung 
1/2 
x(4z) > 3pB4E 
zu erbringen. Wir machen die Abschitzung 


dagegen nie 





_ Hoty oo 
(0) = ee = — = [fis Fae > (+ Get 


Daraus folgt insbesondere 
1;£z ) z? 
3 (tz) > ie 
und, da nach Definition ZF = 16-3pBA ist, die verlangte Ungleichung 
1,;£ 
= (jx) > 3PB4E. 

Definition 2. Es sei g(i, k) die Funktion, welche die Zahlenpaare 
(i,k) mit 1si< ks 2p*¢ lexikographisch anordnet. Dann durch- 
lauft g(t, k) die Zahlen 

1,2,....4 (= pg (2p’¢ —1)), 
und es gibt zu jeder Zahl 6 mit 1 <= 6 < A eindeutig zwei Zahlen i. k mit 
gi,k) = 6, lgei<cks2p'q@’. 
Wir definieren nun fiir jede Zahl x aus der Reihe 
1,2, ..., 2p'@? 


apy 
ix 








eine Menge 


als die Vereinigungsmenge aus allen Mengen 
MP1 9% 2) KeP194% (A= 1,2,..., 2 p* q*), 
fiir welche g(x, A) bzw. g(A, x) definiert ist. 
Definition 3. Es sei h(a,6,c) diejenige Funktion, welche die 
Zahlentripel (a, b,c) mit 
a= 1,2, ....9, 
6 =), 2, ..., B, 
..5 S4E 
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lexikographisch anordnet. Dann durchliuft A (a, b,c) die Zahlen 
1,2, .... 3pBAE, 
und es gibt zu jeder Zahl i mit 1 = i = 3p BAE eindeutig drei Zahlen 
a, b, ce mit 
hA(a,bec)=t, loasp, 1S6SB, less. 
Wir verstehen nun unter 
Wale. 
die Menge 
‘ BF lab, xe 
Diese Definition liefert nur eine Umbenennung der Mengen; denn jede 
Menge ww?’ ., ist gleich einer Menge goer und umgekehrt ist jede 
Menge %,2" gleich einer Menge W})%,. 
Definition 4. Unter 
Re ey 
verstehen wir die Menge simtlicher Quintupe! 
(a, B, y, 6,2) (6 = 1,3,..., 4; ¢ = 1,3, ..., B) 
bei festgehaltenen «, 8, y. 
Eine jede derartige Menge besteht also aus 4.E Elementen. 
Definition 5. Unter 
i 
verstehen wir die Vereinigungsmenge aller Mengen der Form 
R«?9 (bei festgehaltenen «, f), 
fiir welche die Kongruenz 





g—y =z (mod 7) 
eine zu 0 inkongruente Lésung in z besitzt. 
Es ist also T%" die Vereinigungsmenge aus den Mengen 
ReF2, ReFo2, Ke«Fgs, 
wenn 9,, 9), g, die kleinsten positiven Reste der Zahlen 
y+l, vt+% y+ 
modulo 7 sind. 
Eine jede Menge T;" besteht demnach aus 34 E-Elementen. 
Definition 6. Das c-te Quintupel in der lexikographischen Anord- 
nung der Elemente von 3%" nennen wir 


a 3 
ye* 


Dabei durchlauft c also die Zahlen 
as eee) A 
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Definition 7. Es sei o(w,A) eine zahlentheoretische Funktion, 
welche fiir 
w= 1,2,...,¢@-); A=l,2,...,8(28— 1) 
definiert ist und Werte aus der Zahlenreihe 
By os G 
annimmt, und zwar in der Weise, da8 
a(w,1), o(w, 2), ...,¢(w,s(2s — 1)), 


wahrend w von 1 bis g*®*~» lauft, alle méglichen Systeme von s(2s — 1) 
Zahlen zwischen 1 und qg durchliuft. Dies ist gerade méglich, da es 
q*@*—» derartige Systeme gibt. 
Definition 8. t(v, w, v) sei die Funktion, welche die Zahlentripel 

(v, w, v) mit 

v= 1,2,...,2p%¢, 

w= 1, 2, ..., ge, 

y= 1,3,...,38 


lexikographisch anordnet. Die Funktion t(v,w,v) durchliuft also die 
Zahlen 
1, 2,..., B( = 48 p* g*@*—0+1), 
Demnach gibt es fiir jede Zahl 8 mit 1=< 4< B eindeutig drei 
Zahlen v, w, » mit 


tVv,.wovy =f lovs2pqg, lows eg?» lors 2s. 


Definition 9. (k,l) sei die Funktion, welche die Zahlenpaare 
(k,l) mit 
k= 1,2,...,4, 
t= 1,2,..., 29% ¢ 


lexikographisch anordnet. Dann lauft also 2(k,l) von 1 bis 2p*q*, und 
es gibt zu jeder Zahl x mit 1 = x < 2p’*¢ eindeutig zwei Zahlen k, | 
mtl<ockioqgisls 2p”. 

Mit Hilfe der hiermit eingefiihrten Bezeichnungen wollen wir nun 
einzelne logische Funktionen, deren genauere Gestalt erst spiter fest- 
gelegt werden soll, in unserem Bereich definieren, d. h. ihnen fiir be- 
stimmte Argumentwerte aus unserem Individuenbereich den logischen 
Wert ,,wahr“ geben. 

Wir werden uns dabei des Symbols ,,e‘ bedienen, welches in der 
Zusammensetzung eI bedeuten soll, daB — der Menge M angehért. 
Individuen unseres Bereiches bezeichnen wir mit §, 7, ¢,,...,¢9, und 
ahnlich. Unter H wollen wir das Individuenpaar (7,, 7.) und unter Z 
die Individuenreihe (¢,, ..., fo.) verstehen. 
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Die Definitionen werden in der Form eines Schemas 
4 


8 


angegeben werden, wobei & ein inhaltlich zu verstehender und $ ein 
formal-logischer Ausdruck ist. Das Schema soll bedeuten, daB fiir jedes 
Individuum unseres Bereiches, fiir das der inhaltliche Ausdruck & giiltig 
ist, der logische Ausdruck $ den Wert ,,wahr“ haben soll. 
Definition I: 
Ee RP 
RE (E) 


] tere 
G5 ex (Cher 0) 


Definition II: 


Definition III: 
Ee RNY ww), ” e RA27 &, w, ¥) Y, u<v 


©2, 2 0(w, £m, »») (E> 0) 





Definition IV: 
Df G* (£, n), D7 G* (n, £), Fe RAHM, ye RPM, &— y 


Gz, @_1 (§, n) 





Definition V: 
ay, t{v, w,”) 7 


ce Barcak, d 


Pr ( aA Z) 





Definition VI: 
FoR, eT, CeRHOwNy, |< 4 
Qa: (é, "> Z) 
Zur Erklarung dieser Definitionen sei folgendes bemerkt: 


1. Die in Definition III auftretende Funktion f(y, v) soll die zahlen- 
theoretische Funktion sein, welche die Zahlenpaare (u,v) mit louw<r 
< 2s lexikographisch anordnet. 





2. Eine durch Kommata aneinander gefiigte Reihe von inhaltlichen 
Ausdriicken in dem iiber dem Strich stehenden Ausdruck eines Definitions- 
schemas bedeutet, daB die gleichzeitige Giiltigkeit dieser Ausdriicke ge- 
fordert wird. 


3. Der in Definition IV verwendete Ausdruck Dj G* (é, n) soll be- 
deuten, daB weder durch Definition II noch durch Definition III dem 
logischen Ausdruck ©};,(&,7) fiir irgendwelche Zahlen i, j,k der Wert 
»wabr zugeordnet ist. Entsprechend ist D/ G*(n,¢) zu verstehen. 

4. E<n soll bedeuten, daB das Individuum & in der lexiko- 
graphischen Anordnung aller Individuen unseres Bereiches dem Indivi- 
duum 7 vorangeht. 














reac 
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5. Die in den Definitionen V und VI auftretenden Ausdriicke, in 
denen » als Parameter auftritt, sind so zu verstehen, da8 deren Giiltig- 
keit fiir alle y = 1, 2,...,2s8 gefordert wird. 

Durch die angegebenen Definitionen sind nun die Jogischen Ausdriicke 

SKF (E), Gie(E,n) (6,9 = 1, 2, .... p; R= 1, 2,..., 9) 
PF (E,Z), QFE, n, Z) (1 = 1, 2,..., 2p*q) 
fiir gewisse Argumente in unserem Individuenbereich als wahr definiert. 

Wir setzen jetzt fest, daB die 

RI, Gty, BF, QF 
diejenigen logischen Ausdriicke sein sollen, die aus unseren (fiir die 
Formel & festgelegten) Ausdriicken 

Ri, Gi 5x, ¥,, Q, 
entstehen, indem man die in denselben auftretenden Formelvariablen F, 
durch gewisse in unserem Individuenbereich noch zu definierende logische 
Funktionen ®, ersetzt. 

Hiernach bedarf es zur Rechtfertigung der Definitionen I bis VI 
jedoch noch des Beweises, daB diese aus passend gewihlten Definitionen 
der ®, abgeleitet werden kénnen. 

Ist dieser Nachweis erbracht, so geniigt es zum Beweis der von uns 
aufgestellten Behauptung, da die Formel & in unserem Individuenbereich 
erfiillbar ist, zu zeigen, daB die Formel &*, die bei Ersetzung der 

Ri, Gin, $, Q, 
durch die 

Ki, Gijx, PF, QP 
aus der Formel & entsteht, gemaB der Definitionen I bis VI in unserem 
Individuenbereich wahr ist. 

Wir wollen den Beweis fiir die Ableitbarkeit der Definitionen I bis VI 
aus passend gewahlten Definitionen der ®, erst spiter erbringen und zu- 
nichst zeigen, daB die Formel R* in unserem Individuenbereich wahr ist. 
Hierzu benétigen wir noch folgende Hilfssitze. 

Satz 1. Je zwei Individuen unseres Bereiches lassen sich stets in 
der Form Q%'."", Q32”* darstellen. 

Beweis: Aus Definition 4 folgt unmittelbar, daB je zwei Individuen 
unseres Bereiches stets gewissen Mengen R% %7: bzw, R272 angehéren. 
Ferner iiberzeugt man sich leicht, daB die Kongruenz 

v1, —%, =v —y* (mod 7) 
stets eine zu 0 inkongruente Lésung fiir x und y besitzt. 2,, y, sei eine 
solche Lésung. Bezeichnen wir den kleinsten positiven Rest modulo 7 
der Zahl y, — x} mit y, so gelten demnach die Kongruenzen 
%1—7 = ® \mod 7). 
2 —v=y | 





176 K. Schiitte. 


Aus diesen folgt nach Definition 5 die Giiltigkeit von 
KUN c ze", R22 2 V2 - Fa ), 


Somit lassen sich die betrachteten Individuen nach Definition 6 in der 
Form Q%'"', Q%°2 darstellen. 

Satz 2. Fiir je zwei voneinander verschiedene Individuen Q%'..", Q%%..* 
gibt es stets eine Zahl k, so daB Go, a,8 (Qys's Qi?) als wahr definiert ist. 

Beweis: Wie man aus den Definitionen II und III ersieht, ist der 
Ausdruck ©;;,(Q°1°", Q[22") fiir irgendwelche Zahlen i,j,k nur dann 
durch eine dieser beiden Definitionen als wahr definiert, wenn die Be- 
ziehungen 

ores = oA ore emily an 
bzw. 
pum g ROMO? Qi2" KIT »”»y' 
fiir bestimmte Zahlen }, y’,c, 8,l,v,w, u,v gelten. Aus diesen folgt un- 
mittelbar stets 
$=4,, j = 4,. 
Also ist, wenn fiir irgendwelche Zahlen i, j, k der Ausdruck Gi; » (Q%! Qi: . ah 2) 
gema8 einer der beiden Definitionen IJ und III wabr ist, der Ausdruck 
Ge, age Qyt;"s Oye") wahr. 

Ebenso ergibt sich, daB ©2,o,4(Q%%.”, Q:,') wahr ist, wenn 
Gijx(Qye,*, fr) gema8 einer der Definitionen II und III fiir irgend- 
welche i,j,k wahr ist. Aus unserer Bestimmung iiber die Zusammen- 
setzung der G?;, (sie sollen aus den G,,;, hervorgehen, wenn man die F, 
durch die ®, ersetzt) folgt nach der weiter oben abgeleiteten Formel (16), 


da8 der Ausdruck ©%,,.(n, &) stets mit einem bestimmten Ausdruck 


G3, 0, (€,) aquivalent ist. 

Es ergibt sich hiernach allgemein, daB der Ausdruck G3, a, + (Qy'.', Q72,” 
fiir ein bestimmtes k als wahr definiert ist, wenn gema einer der Defini- 
tionen II und III fiir irgendweleche Zahlen i,j,k der Ausdruck 
Gijx(Qyt', QF22*) oder der Ausdruck G7;,(Q52.?, Qft?') wahr ist. 

Ist jedoch weder durch an a II noch durch Definition II 
einem der Ausdriicke G7; (Q7',', Qf2."), Gijx (Qy2,?, OF") fiir irgendwelche 
Zahlen i,j, k der Wert ,,wahr“ gegeben, so a bei Verschiedenheit von 
Qoi?* und Q72"*, da dann ja entweder Q << ge! oder Qy*,” < Qi." gilt, aus 
Definition IV die Wahrheit von Go, a, : (Q5'..', aan) oder Ge,0,1 (Qy2,") Q'e;")- 


2) Das Zeichen ,,C“ in der Zusam tzung MCN soll bedeuten, daB 





jedes Element der Menge I auch Element der Menge M ist. 
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sm Falle der Wahrheit des Ausdrucks G3, «,:(Q7%., Q/:,') gibt es (wieder 


3 | 


nach Formel (16)) eine Zahl k, so daB auch Gi, 0,1 (Q% o Q%2.") wahr ist. 


“1? C2 

Wir haben somit gesehen, da8 bei Verschiedenheit von Q7',”" und Q'2!? 
stets fiir eine Zahl k der Ausdruck Gz, on 2 (Oyin's ng als wahr definiert 
ist, was zu beweisen war. 

Satz 3. Wenn die Zahlentripel (a,,6,,c,) und (a,,5,,c,) voneinander 
verschieden sind, haben die beiden Mengen 22%" be, x, und we tox, min- 
destens ein gemeinsames Element. 

Beweis: Aus Definition 1 ersieht man leicht, daB bei +, + i, sowohl 
Me? 7? als auch ni? 1? mit jeder der beiden Mengen mi,’ ad ni? ia 
mindestens ein Element gemeinsam hat. Ferner ist nach Definition 3, 
wenn (a,,6,,¢,) und (a,, b,,c,) verschiedene Zahlentripel sind, h (a,,6,,c,) 
+ h(a,,6,,¢,). Mit Hilfe dieser Tatsachen beweisen wir nun unseren 
Satz durch Fallunterscheidungen: 


1. Es sei x,<(x,. Dann gilt nach den Definitionen 2 und 3 


a By 9 (1, X2) apy BY 9 (4, ¥2) «py 
My, (ay, by, ey) S Was bye m1? Wi (a, ba, ¢2) S Was do cz x2" 


Da nun die Mengen WY f.7"".5? und NiO 4%'%.5” bei h(a, b,, ¢,) + h (ay, by, c,) 
mindestens ein Element gemeinsam haben, gilt dasselbe auch fiir die 


age we", ey 9 wih Cg %29 
womit unser Satz fiir diesen Fall bewiesen ist. 

2. Aus Symmetriegriinden ergibt sich daraus auch die Giiltigkeit des 
Satzes fiir x, > x,. 


3. Es sei x, =x, = 1. Dann erhalten wir aus den Definitionen 2 
1 2 

und 3 as a, 2) a 
My, Sen & wei, ¢; %> My, A Nara S welt, C2 #2 
und daraus, da Myh7% °°. und Min 42) bei h(a, b,,c,) + h (ay, bg, Cy) 
mindestens ein Element gemeinsam haben, den gewiinschten Satz. 

4. Ist schlieBlich x, = x, > 1 so folgt aus den Definitionen 2 und 3 

1 2 g 


REGIE AY Smee. RELLY S one hy 


a, by Cy %49 h (G2, be, C2) ag be C2 %2) 


woraus wir, da R72) und NEI bei h(a,,b,,c,) = h (ay, bg, ¢) 
mindestens ein Element gemeinsam haben, unseren Satz auch fiir diesen 
letzten Fall erhalten. 

Mit Hilfe dieser Sitze wollen wir nun zeigen, daB die Formel &* in 
unserem Individuenbereich wahr ist. 

Nach unseren Festsetzungen iiber die Bildung der Formel &* aus & 


und der fiir die Formel & abgeleiteten Aquivalenz (15) ist 


R~() [nee MT (hx(0) & (EwUtye(o, w]} & 3. 
i,j=mi.k=1 i 
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Dabei ist 3 durch die Aquivalenz 


¥ 3~(y) (E ys) 4 F Ys 
definiert. 


Da unser Bereich aus mehr als einem Individuum besteht, ist die 
Formel 3 in demselben wahr. Es braucht demnach zum Nachweis der 
Wahrheit unserer Formel R* nur noch gezeigt zu werden, daB es fiir je 
zwei voneinander verschiedene Individuen 7,, 7, unseres Bereiches stets in 
demselben gewisse Individuen ¢,,..., ;, gibt, so daB einer der Ausdriicke 

Ci; (A) & UR.(H,Z) (i,j =1,...p;k =1,...49) 
wahr ist. Dabei sind die Ausdriicke €};,(H) und U};,(H,Z) definiert 
durch 


CP). (H) ~ RF (y,) & KF (my) & Ghie (m,, Mg) 
und 


2e 
[ase GH, 2 ~ E (Kon(E) & Syoryon lin &) & Gy onze bo) 


2a 
& J Gperpomoe,n (Sus ¢.) & BP. (H, Z) 


(nach den Formeln (2) und (13)), und es gelten (nach (17a) und (17b)) 
die Aquivalenzen 
Bi. (A, Z) ~ Po, (n,, Z) & BE, (n, Z) & Ql. (My, Ne, Z); 
Brix (HZ) ~ o1 (7, Z) & Pe. (No, Z) & 2°, (ns, "> Z), 
wobei 0, und 9, fiir 9, (i,j,k) bzw. o, (t,j,k) stehen. 
Es seien nun 7, und 7, zwei voneinander verschiedene Individuen 
unseres Bereiches. Nach Satz 1 lassen sich diese in der Form 


iby be 
yey Ve: 


darstellen. Nach Satz 2 gibt es eine Zahl k, so daB 
Gijx (Qc, Qe) 
wahr ist. Da nach Definition I fiir unsere Individuen ferner auch 
Ki (y,) und KF (n,) 
wahr sind, gilt also fiir dieselben 
€?;, (H). 
Wir betrachten nun die Mengen 


gp? = w, YY gn’ (vy) tiv, w, 
i by Cy 7(W ), 04)? j bz C2 4 (x (), 2)" 


Diese enthalten nach Satz 3 mindestens ein gemeinsames Element, das 
wir ¢, nennen wollen. Nach den Definitionen I und II gilt dann 


Keo (¢.) & Gi, myo (m, ty) & Go 0) x0 (Nos ¢,). 





eee 
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Ferner ergibt sich, wenn wir » von 1 bis 2s laufen lassen, nach den 
Definitionen III und V 


28 
2 OF ur (*) o(w, f(a, )) (Cus Cy) & » Une (", Z) & » One (ns Z). 
a<y 


AuBerdem ist nach Definition VI, je nachdem n, <n, oder yn, < 7, gilt, 
QP (ny NZ) oder QF (Hy, m, Z) 


wahr. Setzen wir im ersten Fall v = 0, und im zweiten v = 9,, 80 
erhalten wir 


Pi, (n,,Z) & Pe. (N,Z) & bbe (> Ne» Z) 
Pe, ‘Ths Z) & p Oe (nq, Z) & 26, (%, Ny Z), 


Bi), (A, Z). 
Nach Definition 7 kénnen wir nun w so wiblen, daB fiir je zwei Zahlen 
wvymtlou<crs 2s stets 
a (w,f(u, v)) = w (yp, v) 


ist. Es ergibt sich demnach fiir unsere Individuen 7,, ,, ¢,,..., £9, die 
Wahrheit des Ausdrucks 


bzw. 


also stets 


€};,(H) & UP, (H, Z), 
womit bewiesen ist, da8 die Formel * in unserem Bereich den Wert 
,wahr hat. 
Wir haben somit die Erfillbarkeit der Formel & in unserem Indivi- 
duenbereich bewiesen, wenn wir noch zeigen, daB die Definitionen I bis VI 


aus passend gewihlten Definitionen fiir die logischen Funktionen ®, ab- 
leitbar sind. 


Bevor wir den Nachweis hierfiir erbringen, schicken wir noch einige 
Hilfssitze voraus. 


Satz 4. Zwei Mengen der Gestalt R*'*'” und Tf?" enthalten kein 
gemeinsames Element. 
Beweis: Der Satz folgt nach Definition 5 daraus, daB die Kongruenz 
y—y=2 (mod 7) 
keine zu 0 inkongruente Lésung in z besitzt. 
Satz 5. Es ist nie gleichzeitig Ra*: 7 S TS" und RE C72 | 
Beweis: Wiirden die beiden genannten Beziehungen gleichzeitig be- 
stehen, so miiBte es nach Definition 5 zu 0 inkongruente Zahlen z, y mit 
1-2 =2, vy—%, = y* (mod 7) 
geben, was wegen der Unlésbarkeit der Kongruenz 
x* + y? = 0 (mod 7) 
in zu 0 inkongruenten Zahlen unméglich ist. 


12* 
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Satz 6. Es ist nie gleichzeitig 
Qe e Wes seein und Oise e Web ae - 
Beweis: Wiirden diese beiden Beziehungen gelten, so miiBten, da 
sich aus unseren Definitionen 
yee Ty, Wabi, SRK 
ergibt, I: mit R2/272 und Tez mit Re?” mindestens je ein Element 
gemeinsam haben; dies ist nur bei 
a,=a, b= f, a,=%, b= 8, 
und somit nach Definition 5 nur bei 
RR — Teh, KAN bd 


moglich. Hieraus ergibt sich, da diese Beziehungen nach Satz 5 nicht 
gleichzeitig bestehen kénnen, sofort unser Satz. 


Satz 7. Die Mengen at und %2¢}2., haben nur dann ein 
Element gemeinsam, wenn x, = x, ist. 

Beweis: Da die Mengen me??? ge*r? nur Quintupel der Form 
(a, 8, y, 6, €) bei festen a, 8, y,5 enthalten und nach Definition 1 keine 
gemeinsamen Elemente besitzen, sind die Mengen 


meh, REPT, MREPT®, BEETS, ..., MEPTA, MEPTA 


paarweise elementenfremd. Da nun nach Definition 2 Bf{’ eine Ver- 
einigungsmenge derartiger Mengen und 87," bei x, + x, eine Vereinigungs- 
menge anderer derartiger Mengen ist, sind bei x, + ~, auch diese Mengen 
elementenfremd. Das entsprechende gilt fiir die Mengen 
bt Ae Bie om 
und somit nach Definition 3 auch fiir die Mengen 
WEL,» We Ey 
Demnach enthalten diese nur bei x, = x, gemeinsame Elemente, was zu 
beweisen war. 
Es soll nun gezeigt werden, da sich fiir die logischen Funktionen ®, 
in der Weise Definitionen angeben lassen, daB die Definitionen I bis VI 
aus denselben abgeleitet werden kénnen. 
Die Definitionen I bis VI beziehen sich auf die Ausdriicke 
SK? ’ Gj, $7, O? 
mit speziellen unserem Individuenbereich angehérenden Argumenten. Diese 
Ausdriicke sind, wie wir festgesetzt haben, Konjunktionen aus ,,Kom- 
ponenten der ®,“ bzw. aus Negationen derselben, wenn wir namlich unter 
»Komponenten der ®,“ diejenigen Ausdriicke verstehen, die aus den 9, 
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durch Einsetzung von Individuen unseres Bereiches in deren Argument- 
stellen hervorgehen. Wir kénnen demnach die Definitionen fiir die 
Kt , G}; k> py ? of 
in folgender Weise durch solche fiir die ®, ersetzen: 
Wenn einer der Konjunktionen 


RK?, Gijx, Bi, Q? 
fiir spezielle Argumente durch die Definitionen I bis VI der Wert ,,wahr“ 
gegeben ist, definieren wir dafiir die in dieser Konjunktion auftretenden 
nichtnegierten Komponenten als ,,wahr“, die negierten als ,,falsch“. Den 
durch diese Festsetzung noch nicht als ,,wahr oder als_,,falsch“ 
definierten Komponenten der ®, ist dann noch beliebig einer dieser 
beiden Wahrheitswerte zuzuordnen. 

Aus der angegebenen Festsetzung fiir die ®, sind nun die Defini- 
tionen I—VI ableitbar. Dabei mu jedoch noch bewiesen werden, da8 
unsere neuen Definitionen widerspruchsfrei sind, d. h. da8 durch diese 
keiner Komponente der , sowohl der Wert ,,wahr“ als auch der Wert 
»falsch“ gegeben ist. 

Um den Nachweis hierfiir zu erbringen, betrachten wir die Defini- 
tionen I bis VI, aus denen wir ja unsere Definitionen fir die ®, ge- 
wonnen haben. 

Zunichst kénnen wir uns leicht davon iiberzeugen, da8 stets nur 
fiir voneinander verschiedene Individuen £, 7 ein Ausdruck 

Gi;x(E, 0) 
als wahr definiert ist. Dies ergibt sich namlich fiir Definition II aus 
Satz 4, fiir Definition III daraus, daB bei u + » die Mengen 
Rt v, w, mY, Re2t lv, w, 7 
elementenfremd sind, und fiir Definition IV aus der dort auftretenden 
Voraussetzung § < 7. 

Ebenso sieht man aus den Definitionen V und VI, da8 nur fir 

voneinander verschiedene Individuen 


é, > Con Cw ee eg Cae 


PF (E,Z), QP (E, n, Z) 
als wahr definiert ist. Da8 namlich & und ., von allen ¢, verschieden 
sein miissen, folgt wieder aus Satz 4, und da® die ¢, untereinander ver- 
schieden sein miissen, aus der Tatsuche, da die Mengen 

Rut w, #) Y Reve w,”)Y 


bei « + vy elementenfremd sind, wahrend die Verschiedenheit von § und 7 


durch die in Definition VI auftretende Voraussetzung § <7» gewahr- 
leistet wird. 


einer der Ausdriicke 
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Hieraus ersehen wir, wenn wir die Zusammensetzung der 
Gi;., BF, Q? 
beriicksichtigen, da8 durch die Definitionen fiir die G?;, nur denjenigen 
Komponenten der ®,, in denen genau zwei verschiedene Individuen als 
Argumente auftreten, und durch die Definitionen fir die $7 und Qf nur 
solchen Komponenten der ®,, die mindestens drei verschiedene Individuen 
zu Argumenten haben, ein bestimmter Wahrheitswert gegeben ist. 

Da nun durch die Definition fir die R? nur Komponenten mit 
einem einzigen Individuum als Argument Wahrheitswerte zugeordnet sind, 
werden also durch die drei Gruppen I, II bis IV und V bis VI unserer 
Definitionen jedesmal andere Komponenten betroffen, und es geniigt 
demnach, fiir jede dieser Gruppen einzeln den Beweis der Widerspruchs- 
freiheit zu fiihren. Ist namlich jede Gruppe in sich widerspruchsfrei, so 
ist ja hiernach auch die Gesamtheit aller Defitiitionen widerspruchsfrei. 

Die Widerspruchsfreiheit der ersten Gruppe, die nur aus der 
Definition I besteht, ist unmittelbar ersichtlich. Diese Definition lautet ja 

Ee Re? 

Kz () 
Man erkennt, da® hierdurch fiir jedes Individuum unseres Bereiches, da 
es stets nur eine Zahl « mit eR*’? gibt, nur eine Konjunktion 8% (é) 
als wahr definiert ist. Somit wird durch diese Definition jeder Kom- 
ponente der ®, héchstens einer der beiden Wahrheitswerte gegeben. 

Um den Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die Gruppe der Definitionen 
II bis IV zu erbringen, haben wir zu zeigen, daB hierdurch fiir je zwei 
Individuen £, unseres Bereiches héchstens einer von allen Ausdriicken 


cui O%j0(E nm), Gly (n, 8) 
als wahr definiert ist. Haben wir den Beweis hierfiir erbracht, so sehen 
wir ja, daB dann durch diese Definitionen jeder Komponente der 9, 
héchstens ein Wahrheitswert beigelegt ist. 
Wir werden also annehmen, da8 fiir ein bestimmtes Individuen- 

paar £,7 einem Ausdruck der Form 

Gi, i, ky (€, ) 
durch die Definitionen II bis IV der Wert ,,wahr“ gegeben ist, und daraus 
beweisen, daS dann erstens fiir kein von (i,, 7,, k,) verschiedenes Zahlen- 
tripel (i,,7,, k,) ein Ausdruck 

Gi, i, ke (&, 9) 
und zweitens iiberhaupt kein Ausdruck der Form 


Gi; (n, €) 





als wahr definiert ist. 
Diesen Beweis fiihren wir in Falliunterscheidungen durch. 
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1. Es sei durch Definition II dem Ausdruck Gf, «,x,(&, 7) der Wert 


»wahr“ gegeben. 
Nach dem Schema 
s od Be as (k, D 
Goat (QF es n) 


dieser Definition muB8 es dann Zahlen },, f,, y,,¢,, 1, geben mit 


— om @ Air 
&= v1.9 7 € Was dye, 20k, 4)° 


Wir wollen zuniichst beweisen, daB fiir kein von (a,,«,,%,) ver- 


schiedenes Zahlentripel (a,, «,, k,) dem Ausdruck 
Ge, a, k, (F, 9) 


durch Definition Il der Wert ,,wahr“ gegeben ist. Ist ein derartiger 
Ausdruck nimlich gemai8 Definition II wahr, so muB8 es ja Zahlen 


by, Bas Yo» a, ly mit 
2 b @ 32 7 
&= "2 3) ne Was ba Cs 7 (kgs Io) 
geben. Daraus folgt 
ay b, —_ 2 be 
. na ~~ Qyies 
und hiernach 


6, =a,, 5, = 6,. 
Ferner erhilt man, da » den beiden Mengen 
a, f,7 a Boy 
Way braids» Was bs cs wets td 
angehdren soll, 


. ‘ . a, = Oy, B, =By 1 =e 
Somit ergibt sich 


Oo gaits 
“ Wie, ~~ ri C2 
und, da hieraus 
* =e 


folgt, auch 
ne w:} fs oh eth, i» née Wai ft et m (ka, Uy) 
woraus nach Satz 7 
a (k,,1,) = 2 (ky, l,) 


k, =k, 


und also auch 


folgt. Demnach ist (a,,«,,%,) das gleiche Zahlentripel wie (a,, «, k,), was 


wir beweisen wollten. 


Ferner kénnen wir beweisen, daB in unserem Fall keinem Ausdruck 


der Gestalt 
Gi, Go ko (n, é) 


durch Definition II der Wert ,,wahr“ gegeben ist. Ware dies namlich 
der Fall, so miiBten fiir bestimmte Zahlen },, B,, 7, ¢,, 1, die Beziehungen 


— (222 @2 Bo ¥2 
ees ¥2Co? gE é€ Wa; fe €q 7 (ke, lg) 
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gelten, und wir erhielten somit 


ay by @2 Bo ¥2 2b2 aan 
71 e1 © Was bo cg (ha, ta)» O72 2 6 Wai bt 2 wc, ty 


was nach Satz 6 nicht gleichzeitig méglich sein kann. 


AuBerdem kann gezeigt werden, daB in unserem Fall keiner der Aus- 
driicke 


Gre (é, n); Gj. (n, &) 
nach Definition III als wahr gelten kann. Diese Definition lautet ja 
FeRAM, y CRAG yi y 
Ge, a, 0(w./(u,»») (5 n) 
Wiirde nun einer der genannten Ausdriicke gemaB dieser Definition wahr 


sein, so miiSten demnach fiir bestimmte Zahlen a, «), 6;,f3,7' die Be- 
ziehungen 





EeR1hiy, ne Rear 
gelten, woraus wir in Verbindung mit 
b 
achst é = me» ne Warbe eds ty) 
zunachs 


. a=4, p=b, yy = 
und somit auch 


beri” Ee RUAN 
> oe. 
erhielten, was nach Satz 4 unméglich ist. 
SchlieBlich sehen wir, daB in unserem Fall auch keiner der Ausdriicke 
Gi. (En), Ghe(n, é) 
nach Definition IV wahr sein kann. Denn in dieser Definition, welche 
Dj G"(é, n), Di G" (mE Ee RW, ny eRE2P272, | < y 

Ge,051 (é, 0) 
lautet, treten als Voraussetzungen Dj 6* (¢,7) und Dj G*(n,&) auf. Einer 
der genannten Ausdriicke kann also nur dann gemi8 dieser Definition 
wahr sein, wenn Df G*(é,) gilt, was hier nicht der Fall ist, da wir ja 
annehmen, daB G3, «,2, (7) 
durch Definition II als wahr definiert ist. 

Wir haben somit unter der Voraussetzung, daf 

G3, ak; (é, n) 
gem&B Definition II wahr ist, bewiesen, da8 fiir kein von (a,,a,,k,) ver- 
schiedenes Zahlentripel (a,,«,,%,) einem Ausdruck 

Gi, 2 t, (€, 0) 
und ferner iiberhaupt keinen Ausdruck der Form 

Gj (n, é) 
durch die Definition II bis IV der Wert ,,wahr“ gegeben ist. 











Erfillbarkeit logischer Formeln. . lca 


2. Es sei durch Definition III dem Ausdruck G3, «, o(w, sw,» (§) der 
Wert ,,wahr“ gegeben. 


Dann mu es, wie wir aus dieser Definition ersehen, Zahlen v und y 
geben mit 
é € Rit Ww, w, mY, n € R227 (v, w, ”)Y, 
Wir bemerken zunichst, daB hiernach kein Ausdruck der Form 
GPa (E, n) oder GP; x(n, €) 
gem48 Definition II wahr sein kann, denn sonst miiBte fiir bestimmte 
Zahlen a,b,a,f,y’ entweder 


ety’, nen?” 


nec’, EeRr’” 
gelten. Hieraus wiirden wir aber y = y’ und schlieBlich entweder die 
Beziehungen 


oder 


fet, EeR?”? 
oder die Beziehungen 


net’, men?” 
erhalten, die in beiden Fallen nach Satz 4 nicht gleichzeitig méglich sind. 
Ferner erkennt man, da es fiir jedes Individuum £ unseres Bereiches 
nur in eindeutiger Weise Zahlen a,w, mit 
Ee Ret, ww 
gibt, ohne weiteres, daB fiir kein von 
(a,, a, 0 (w, f (u, v))) 
verschiedenes Zahlentripel (i,j,4) auch noch ein Ausdruck 
Gi; k (é , n) 
durch Definition III als wahr definiert sein kann. 
Ebenfalls durch die Eindeutigkeit von mu und » bei 
Ee R21 F, 0, My, 7] € R227, w,v)Y 
und die in Definition III auftretende Voraussetzung u < yv wird erreicht, 
da8 durch Definition III in unserem Fall auch kein Ausdruck der Gestalt 


G}; k (n, g ) 
als wahr definiert ist. 


SchlieBlich stellen wir fest, daB, genau wie im vorigen Fall, hier keiner 
der Ausdriicke 
Grin (E,n), Gre (nm, €) 
nach Definition IV (nimlich wegen der dort auftretenden Voraussetzung 
Dj G* (é,)) wahr sein kann. 
Es ist somit unter der Annahme, da8 ein Ausdruck der Form 


Gi, je, (€ ) 
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nach Definition III wahr ist, bewiesen, da® fiir kein von (i,,j,,%,) ver- 
schiedenes Zahlentripel (i,,j,,%,) ein Ausdruck 
Gi joke (, n) 
und iiberhaupt kein Ausdruck der Gestalt 
Gri. (n, &) 
nach einer der Definitionen II bis IV wahr ist. 
3. Ist schlieBlich ein Ausdruck 
Gz, @1 (é, n) 
nach Definition IV als wahr definiert, so besagen schon die in dieser 
Definition auftretenden Voraussetzungen D/ 6* (¢,) und Df G* (ny, é), daB 
dann keiner der Ausdriicke 
G75. (&,m), Grix (ny, §) 
nach einer der Definitionen II und III wahr ist. Aus der Voraussetzung 
& < » folgt sodann auch, daB kein Ausdruck der Form 
Gi jx (y, &) 
gemi8 Definition IV wahr ist. AuBerdem ergibt sich aus der Eindeutig- 
keit von a, und «, fiir 
Ee Rehr, n € Re2P2r2, 
daB fiir kein von (a,,a,,1) verschiedenes Zahlentripel (i,j,k) einem 
Ausdruck 
@?. jk (é ’ n) 
durch Definition IV der Wert ,,wahr“ gegeben ist. 
Wir haben also fiir den Fall, da8 
Gz, a,1(, n) 
gema8 Definition IV wahr ist, gesehen, daB dann fiir kein von («,,«,, 1) 
verschiedenes Zahlentripel (i,j,k) ein Ausdruck 
GPx (€ »%) 
und iiberhaupt kein Ausdruck 
G)x (7, &) 
nach einer der Definitionen II bis IV wahr sein kann. — 
Mit den soeben durchgefiihrten drei Fallunterscheidungen haben wir 
allgemein bewiesen, da8 fiir je zwei Individuen £,7 unseres Bereiches 
héchstens einer von allen Ausdriicken der Form 


Gi5x (&, ); GS}; (n, é) 
durch die Definitionen II bis IV als wahr definiert ist. 


Hiermit ist nach unseren obigen Uberlegungen der Nachweis fiir die 
Widerspruchsfreiheit der Definitionen II bis IV zu Ende gefiihrt. — 
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Es bleibt nun noch die Widerspruchsfreiheit der letzten Gruppe, die 
aus den Definitionen V und VI besteht, zu beweisen. 

Wir wollen zunichst zeigen, daB durch Definition V andere Kompo- 
nenten der ®, als wahr oder als falsch definiert werden als durch Defi- 
nition VI, so daB wir dann fiir diese beiden Definitionen einzeln die 
Beweise der Widersprucksfreiheit fiihren kénnen. 

Stellen wir die genannten Definitionen noch einmal zusammen. 
Definition V lautet: 


a,t(v,w,")Y 
4 € Wirentk, a) 


Pr (Q2?,Z) ” 





Definition VI: 
b yt (v, w, 
hen. ae 4 
O* (&, > Z) : 


Demnach ist durch Definition V ein Ausdruck 
$7 (é", Z*) 


a, by 
Fe, eee 





nur fiir solche Individuen 
BCT, Cay eons Obs 
als wahr definiert, fiir welche gewisse Beziehungen 
(1*) Bere”, Che gtr hr? 
gelten, und durch Definition VI ein Ausdruck 
O$ (*, 1’, Z*) 
nur fiir solche Individuen 


€*, n°, ti, G, eo eg Cie, 


fiir die gewisse Reziehungen 


(2*) Sexy, gery, CeKrhr 
giiltig sind. 
Da nun 

Pr (é", Z*) 
nach unseren Festsetzungen nur diejenigen Komponenten der ®, enthiilt, 
in denen &' auftritt, dagegen 

Oz (€?, 7’, Z*) 

nur die, in denen sowohl £ und » oder keines dieser beiden Individuen 
auftritt, und ferner in beiden Ausdriicken nur Komponenten mit mindestens 
drei verschiedenen Individuen vorkommen, kénnen diese beiden Ausdriicke 
nur dann gemeinsame Komponenten enthalten, wenn drei Individuen der 
Gestalt ; 

Bohs Org 
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bis auf die Reihenfolge dieselben sind wie bestimmte Individuen 
&, nf, Ch, 
C3.» Cher Cie- 
Es mii®te also, wenn wir das Ubereinstimmen bis auf die Reihenfolge 


durch das Zeichen ,,~‘‘ ausdriicken, fiir gewisse Zahlen »,, 4, 4,, Mg, Ms 
entweder 


oder 


(E*, ors 004) (8, 7, Ou,) 
(€*, os, >) = Eo Ch) 


sein. Dies ist aber, wie wir sehen werden, beides nicht méglich. 
Im zweiten Falle miiBte namlich ¢}, oder ¢}, gleich ¢3,,¢%, oder ¢3, 
sein. Daraus wiirden wir nach (1*) und (2*) aber 


y=y7 


oder 





und somit auch ae 
ety, Cremerhr” 
erhalten, woraus wir nach Satz 4 folgern kénnten, daB €é' von allen In- 
dividuen ¢? verschieden ist, im Gegensatz zu unserer Forderung 
(8,0 C8.) (C2 Cone Ons) 
nach der ja &' mit einem der Individuen ¢/,,¢%,,¢i, tibereinstimmen soll. 
Es bleibt demnach nur noch die Unméglichkeit der Beziehung 


(€*, Cr,2 On.) (8, 9°, Oh.) 
zu zeigen. Ware hier nun ¢), oder ¢}, gleich ¢%,, so hitten wir ebenfalls 
y=¥, 
und es miiBten (wieder nach Satz 4) & und 7? von allen Individuen ¢} 
verschieden sein. was mit unserer Forderung im Widerspruch steht, nach 
der eines dieser beiden Individuen mit ¢}, oder ¢}, iibereinstimmen muB8 
(denn wie wir weiter oben gezeigt haben, sind die Individuen £', f},, C}, 
und ebenso die Individuen £, 7*,¢%, alle untereinander verschieden). 
Hiernach bliebe nur noch die Méglichkeit 
& = os (Cr, ¢.) = (f, n°), 
bei der wir nach (2*) 
& RH Brey Y 


und 


Cet” ode Cet” 
und hieraus, in Verbindung mit den aus (1*) folgenden Beziehungen 
Pe", Gea’, 
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zunachst 
= Cus» b= Bu, 
und ferner im ersten Falle 
3 ; @,=a,,, 6, = £,, 
im zweiten 
a,=a,, 56, = £,, 
erhalten wiirden. Hiernach miiBte stets 
Be RU”, é' ex” 
und 
GeRmPny, fh eTinhn 
und somit nach Definition 5 
ROM ST, ginPn? S Tenhr 


sein, was nach Satz 5 nicht gleichzeitig méglich sein kann. 
Damit ist nun die Unméglichkeit der Beziehungen 


(€*, 03,200,) < (€, *, C5.,) 
(ECF Ota) Se (Cis Chas Cea) 


nachgewiesen, woraus, wie wir gesehen hatten, folgt, daB durch Defi- 
nition V stets andere Komponenten der ©, als wahr oder als falsch 
definiert werden als durch Definition VI. Es geniigt also jetzt, die Be- 
weise der Widerspruchsfreiheit fiir diese Definitionen einzeln durch- 
zufiihren. — 

Wir wollen zunichst die Widerspruchsfreiheit der Definition V_be- 
weisen. Durch diese werden gewisse Ausdriicke 


P7 (E,Z) 


und 


als wahr definiert. 


Betrachten wir nun zwei durch Definition V als wahr definierte 
Ausdriicke 
PREZ), PEE, Z*), 


welche gemeinsame Komponenten enthalten mégen. Aus Definition V 


a@, T(v, Ww,» 
ty s Darextk, 1) 


Br (Qe0 2) 
ersehen wir, daB die genannten Ausdriicke nur dann gema8 dieser Defi- 
nition wahr sind, wenn Beziehungen der Form 


1 fii hi 1 Gy T(V 1, Wy 
((1)) [= Qe, » Oe Wat ses tbh) 
und 

>. 22 2 at (vs we, )¥2 
((2)) c= QO €2’ g, . Was baes (ky 9) 








190 K. Schiitte. 


erfiillt sind. Da ferner in einem Ausdruck $7(é,Z) nur solche Kom- 
ponenten der ®, auftreten, die mindestens drei verschiedene Individuen 
enthalten, unter denen iiberdies stets das Individuum £ vorkommen muB, 
kénnen die beiden betrachteten Ausdriicke nur dann gleiche Komponenten 
enthalten, wenn fiir gewisse Zahlen »,,¥,, 4,,¢, mit », + ¥, “, + mM, die 
Beziehung 
((3)) FSi Cry) (8, Cay City) 
gilt. 

Aus den Beziehungen ((1)) bis ((3)), die also fiir unsere Ausdriicke 
zutreffen miissen, kénnen wir nun einige Folgerungen ableiten. 

Aus ((3)) folgt, da die Individuen &',¢},,¢), und ebenso die Indi- 
viduen £, ¢7.,,¢%, untereinander verschieden sein miissen, daB ¢}, oder ¢! 


S¥2 


gleich (1, oder ¢%, ist. Wir kénnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit 
1 = Ch 

annehmen. Daraus ergibt sich nach ((1)) und ((2)): 

((4)) Sy, = Hayy T(V,,W,,%) = T (Vp, Wy, My), Vy = Ye 

Hiernach erhalten wir aus ((1)) und ((2)) 


g e cea 2” € ert (2s wa, ")71 
Y1 > r 


und 
7 a Tee, Che gtrtenen yn, 
Aus diesen Beziehungen folgt nach Satz 4, daB é' von allen Individuen ¢? 
und £ von allen Individuen ¢} verschieden ist. 
Ferner finden wir, daB bei u~ + » stets ¢} von ¢2 verschieden ist, 
da namlich aus ((1)) und ((2)) die Beziehungen 


2 € R™ (vy, Wy”) 71 C € garnet (ers Wo, ") Yo 
7 , u“ 
folgen und die Mengen 
’ 
Gy T(ry, Wi," 7 @, T (U2, Wo, M) ¥2 
R ¥ ’ . R u 2 


bei « + »y elementenfremd sind. 
Es kénnen somit nur solche Individuen der Reihe 


Fe v0 Ge 
mit Individuen der Reihe 
é, C3, C3, ere ti. 


iibereinstimmen, die in den beiden Reihen an entsprechenden Stellen 
stehen, d. h. es kann £' nur mit &, ¢} nur mit ¢? iibereinstimmen. 

Demnach ergibt sich aus ((3)), daB &' mit & iibereinstimmt. Aus ((1)) 
und ((2)) folgt hiernach 


a,=a, 6b, = b, 
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auBerdem aber auch, da wir bereits y, = y, abgeleitet haben, 

C, = Cy. 
In Verbindung mit diesen Identititen folgt aus ((2)) und ((4)) die Be- 
ziehung 


2g oper, Tr My 11 
Cy EB arb cs wks le) a 
Da ferner nach ((1)) auch 


1 9 Gy, TCV ys Way M1) 11 
oy é Woh ,¢, «ths, 1h) 


gilt und ¢', = Ci, ist, haben also die Mengen 


Myers TCP wes YL 9 ey Cy, Wty) V1 
abe, thy) ? 1 641 7(Ko, lo) 


ein Element gemeinsam, und es ist nach Satz 7 


a (k,, 1) = x(k, l,) 
und insbesondere 
i, = l.,. 


Wir haben somit gezeigt, daB fiir die Ausdriicke 
PREZ), Bi (E,Z*) 
1, = 1, ist und daB die in den beiden Individuenreihen 


él 1 fl el 


1: S29 ++: S2e 

und 
e2 -2 #9 -2 
& >» Slo S29 ++.) S28 


gemeinsam auftretenden Individuen in beiden Reihen an den gleichen 
Stellen stehen. 

Hieraus ersieht man leicht, daB die in den beiden genannten Aus- 
driicken gemeinsam auftretenden Komponenten der ®, entweder durch 
beide Ausdriicke als wahr oder durch beide als falsch definiert sind. Es 
ist also durch die Definition V keiner Komponente der ®, gleichzeitig der 
Wert ,,wahr“ und der Wert ,,falsch‘‘ gegeben, was wir ja fiir diese Defi- 
nition beweisen wollten. 

Zum Schlu8 haben wir noch den Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die 
Definition VI zu fiihren. 

Zu diesem Zweck betrachten wir zwei durch diese Definition als 
wahr definierte Ausdriicke 


O1,(F9',Z"), OF, (&,7?,2"), 
welche gemeinsame Komponenten enthalten mégen. Zunichst ersehen wir 
aus Definition VI, die von der Gestalt 
g oxi", ne Tes", fe Kev tM s <7 
O* (£, n, Z) 
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ist, daB die betrachteten Ausdriicke nur dann gemi8 dieser Definition 
wahr sind, wenn Beziehungen der Form 


(1’) Fete, qheth, Gegrreormen, F <y 
und 

(2) Ferg’, Peay, CeAr*orn, F <7 
gelten. 


Es sei jetzt daran erinnert, daB ein durch Definition VI als wahr 
definierter Ausdruck O}(&,7,Z) nur Komponenten mit mindestens drei 
verschiedenen Individuen enthilt, und zwar auBer denen, in welchen é 
und » zugleich auftreten, nur solche, in denen keines dieser beiden Indi- 
viduen vorkommt. Hiernach erkennen wir leicht, daB die Ausdriicke 


Or, (, n', 2’), Qt (, 7, 2’) 
nur dann gemeinsame Komponenten besitzen, wenn fiir gewisse unter- 


einander verschiedene Zahlen y,,»,,7, und wuntereinander verschiedene 
Zahlen j4,, 4, #4, eine der folgenden vier Beziehungen gilt: 


(I) (E*, 9, O,) = (F, of, Ohi) 
(II) CE, 9, Ce) MS (Claas Chegs Ohea)> 
(III) (2,2 Orgs Cog) ~~ (8, 0°, CF.) 
(IV) (22. G3, 3) a: GGG). 


Im Falle der Giiltigkeit von (I) wiirden wir, wenn ¢}, mit & oder 7? 
iibereinstimmen sollte, aus (2’) eine Beziehung der Form 
on eT, 
und aus (1’), da in diesem Fall ¢%, mit £' oder 7 iibereinstimmen miiBte, 
eine Beziehung der Form 
cnet 
erhalten. Hiernach miiBten, wie man aus (1’) und (2’) erkennt, die 
Mengen 
D took RAs Try 11 
¥2? 
und ebenso die Mengen 
= HRT * a» ay Hr) Ya 
1? 
ein gemeinsames Element besitzen, was nach Satz 5 nicht gleichzeitig 
méglich ist. Da somit im Falle von (I) ¢}, nicht mit & oder 7° iiberein- 
stimmen kann, ist ¢}, in diesem Falle gleich ¢%.,. 
Beachten wir ferner, daB im Falle der Giiltigkeit von (II) oder 
von (IV) ¢}, mit einem der Individuen ¢3,,¢3,,¢2, und im Falle von (III) 


¢i, mit einem der Individuen ¢},, ¢?,, Ci, iibereinstimmt, so sehen wir, da8 
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allgemein, welche der Beziehungen (I) bis (IV) auch gelten mag, ein 
Individuum ¢}, mit einem Individuum ¢{, iibereinstimmt. Hiernach ergibt 
sich, wie man leicht erkennt. aus (1’) und (2’) 
% 7s = Te 
Mit Hilfe der soeben abgeleiteten Gleichung y, = y, kann man nun 
zeigen, daB &' von allen Individuen ¢? verschieden ist. Es miiBten 
nimlich sonst, wie aus (1’) und (2’) hervorgeht, die Mengen 
Ba by Re” T (v2, We, *) 71 
.- 


ein gemeinsames Element besitzen, was im Widerspruch zu Satz 4 steht. 
Ebenso ergibt sich, daB 7 von allen Individuen ¢? und sowohl £ wie 7? 
von allen Individuen ¢} verschieden ist. 

AuBerdem ersieht man aus (1’) und (2’), daB ¢i bei « + » von ¢? 
verschieden ist, da die Mengen 


Rr T(Vy, Wy, HY, tr thas We, ")¥2 
’ 


in diesem Fall elementenfremd sind. 

SchlieBlich bemerken wir noch, daB &' mit & und »' mit 7° iiberein- 
stimmt, falls sowohl £' wie 7' iiberhaupt mit irgendwelchen Individuen 
der Reihe gy? C3 C3 3 

>> en ee, osep Ge 


iibereinstimmen. Dies ergibt sich naimlich unmittelbar aus dem soeben 
abgeleiteten Ergebnis, daB é' und 7' von allen Individuen ¢? verschieden 
ist, und aus den in (1’) und (2’) geforderten Beziehungen 
F<, <q. 
Wir haben somit gezeigt, daB bei den Individuenreihen 
Es Gis Cay «+ +s Cae 


f, 7’, i, 3, cry Cie 
auBer einer eventuellen Ubereinstimmung von £' mit 7° oder 7 mit &, von 
denen jedoch héchstens eine zutreffen darf, nur Ubereinstimmung zwischen 
soichen Individuen, die verschiedenen Reihen angehéren und in den beiden 
Reihen an gleichen Stellen stehen, méglich sind. 
Da nun die Ausdriicke 
2 (',9',Z"), Ob, (7°, Z*) 
auBer denjenigen Komponenten der ®,, in denon £' und »' bzw. & und 7? 
beide nicht auftreten, nur solche enthalten, in denen diese Individuen 
beide zugleich vorkommen, und da sich ferner aus unserer obigen Ab- 
leitung v, = v, ergeben hat, erkennt man hiernach, da8 die in den ge- 
nannten Ausdriicken gemeinsam auftretenden Komponenten der ®, entweder 
durch beide Ausdriicke als wahr oder durch beide als falsch definiert sind, 


Mathematische Annalen. 110. 13 


und 
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Es kénnen also durch zwei gem&i8 Definition VI als wahr definierte 
Ausdriicke, welche gemeinsame Komponenten enthalten, keine Komponenten 
gleichzeitig als wahr und als falsch definiert sein, womit die Widerspruchs- 
freiheit von Definition VI allgemein nachgewiesen ist. — 

Hiermit sind nun die Beweise fiir die Widerspruchsfreiheit unserer 
Definitionen I bis VI zu Ende gefiihrt, und es ist gezeigt, daB wir dic 
Komponenten der ®, in der Weise als wahr oder falsch definieren kénnen, 
da8 simtliche Detinitionen I bis VI ableitbar werden. 

Damit ist auch die Erfillbarkeit der Formel & in unserem Indi- 
viduenbereich, wie wir mit Hilfe der genannten Definitionen bereits gezeigt 
hatten, jetzt endgiiltig nachgewiesen, und es gilt, da unser Bereich aus 
héchstens 41°***-2" Individuen besteht und nach einem bekannten Satz 
jede in einem endlichen Bereich erfiillbare Formel auch in jedem Bereich 
von gréBerer Individuenzahl erfiillbar ist*), folgender Satz: 

Eine jede Formel der Gestalt 


(Ys) (Ya) (B 2) - - -(B 2) U (Yas Yar 21s «+ +» Ze) 
die n Formelvariablen mit der héchsten Stellenzahl h enthilt, ist entweder 
durch die Axiome widerlegbar oder in einem Bereich von 4'°"*-*" Individuen 
erfiillbar. 
3) Siehe z. B. P. Bernays und M. Schénfinkel, Zum Entscheidungsproblem der 
mathematischen Logik, Math. Annalen 99 (1928). 


(Eingegangen am 3. 11. 1933.) 








Quadratische Zahlkérper ohne euklidischen Algorithmus. 
Von 
Nikolaus Hofreiter in Wien. 





Wir sagen, da8 in einem quadratischen Zahlkérper k(VD) der eukli- 
dische Algorithmus gilt, wenn sich zu je zwei ganzen Zahlen «, B des 
Kérpers, wobei 8 + 0, eine dritte ganze Zahl » des Kérpers so be- 
stimmen lat, da8 
(1) |N (a — By)| < | (A)|- 

Wie O. Perron gezeigt hat') kann man statt (1) auch die beiden Un- 
gleichungen 


(1a) |\(a — 2) — D(b—y)*| <1 falls D + 1 (4), 
(1b) \(a-2-$)'-D(o-$)|<1 falls D = 1 (4) 


betrachten. Hier sind a, 6 beliebige rationale Zahlen und z, y sind ganz 
rational. Unser Problem besteht nun darin, ob man zu beliebig ge- 
gebenen rationalen a, 6 stets zwei ganze rationale Zahlen z, y so be- 
stimmen kann, daB (la) bzw. (1b) gilt. L. E. Dickson hat in seinem 
Lehrbuch ,,Algebren und ihre Zahlentheorie“ 8. 150 u. f. bewiesen, daB 
in imaginér quadratischen Zahlkérpern der euklidische Algorithmus nur 
gilt, wenn D = —1, — 2, —38, —7, —11. O. Perron hat gezeigt, daB 
in den reellen quadratischen Kérpern k (VD) mit D = 2, 3, 5, 6, 7, 11, 
13, 17, 21, 29 der euklidische Algorithmus existiert. 

A. Oppenheim hat gezeigt*), daS das gleiche fiir D = 33, 37, 41 
gilt, dagegen nicht fir D = 23, 31, 53. Im folgenden werde ich zeigen, 
daB auch in allen Kérpern k (YD) mit D = 14+ 24n (n =0, 1,2, ...) 
der euklidische Algorithmus nicht gilt. Unter diesen K6rpern sind zabl- 
reiche, die die Klassenzahl 1 haben, z. B. k(YD) mit D = 14, 38, 62, 86, 
134, 158, 206, 278, 302, 398, 422, 446, 542, 566, 614, 662, 734, 758, 878, 
926, 974, 998, ... Die ersten vier Kérper stehen in der Tafel von 
J. Sommer in seinem Lehrbuch ,,Vorlesungen iiber Zahlentheorie“, die 
iibrigen hat mir G. Schrutka mitgeteilt. 


1) O. Perron, ,,Quadratische Zablkérper mit Euklidischem Algorithmus“. Math, 
Annalen 107, 489—495, ‘ 
2) A. Oppenheim, Quadratic fields with and without Euclid’s algorithm. Math. 
Annalen 10%, 349—352. 
13° 
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In unseren Kérpern ist D = 14 + 24m = 2 (mod 4). Wenn der eukli- 
dische Algorithmus gelten wiirde, so miiBte fiir alle rationalen a, b gelten: 
|(a — 2) — D(b— y)?| <1. 


Insbesondere miiBte diese Ungleichung fiir a = 6 = } gelten. Es wire 


dann 
(4 — 2)? —D(t—y)?| <1 


|(1 —22)' — Di —2yp'| <4 


oder 


oder 
\(l1— 22 —D+4+-4Dy—4Dy'| <4. 


Die linke Seite stellt nur ungerade Zahlen dar. Also kommt rechts nur 
1,3 in Betracht. Ich setze 1—2z2 =u und gehe zu Kongruenzen 
mod 2D iiber. Wir erhalten 


u’—D=+1, +3 mod 2D. 
Wir haben das System von Kongruenzen 
v= D—3, D—1, D+1, D+3 mod4 
w= D—3, D—1, D+1,D+3 mod 2. 
Da wu ungerade ist, so ist u® = 1(4). Also sind die Fille D—3 und 
D+ 1 nicht méglich. Es bleiben die Kongruenzen 


w= D-1, D+3 mod >. 


D-1,\_/-!\__, 
(5')-(z)-— 

2 \2 

da : von der Form 4n-+ 3 ist. Es ist 


Es ist 





/D» 


(F)-@--4) 


da 4 von der Form 4n-+ 3 ist. Da ; auch von der Form 3n -++ 1 ist, 


-(3)--4)-- 


so ist 


Die Kongruenzen sind also nicht lésbar. Damit ist gezeigt, daB in den 
K6rpern k (VD) mit D = 14+ 24n (n = 0,1,...) der ecuklidische Algo- 
rithmus nicht gilt. 


(Eingegangen am 27. 11. 1933.) 
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Uber irreduzible Ideale in kommutativen Ringen. 
Von 


Wolfgang Grébner in Wien. 


Inhaltsiibersicht. 
Einleitung. 


A. Irreduzible Ideale. 


I. Konstruktion und Eigenschaften des primiren Ringes 0: §1. Kon- 
struktion des Ringes 0 und eindeutiges Entsprechen der Ideale; 
§ 2. Charakteristische Eigenschaften von o. 

II. Basis und Kompositionsreihe von 0: §3. Die Idealquotienten 
| = n:p’, Basis von 0; §4. Elemente und Ideale der i-ten 
Stufe; § 5. Kompositionsreihen. 

III. Kriterium und charakteristische “Sitze fiir irreduzible Ideale: 
§6. Anzahl der irreduziblen Komponenten; §7—8. Charakte- 
ristische Eigenschaften der irreduziblen Ideale. 

IV. Ein Satz iiber Modulkérper, § 9. 


V. Folgerungen fiir irreduzible Ideale: § 10. Sitze iiber Basiselemente 
und deren Anzahl; § 11. Homogene Ideale. 


B. Regulire Ideale. 
§ 12. Definition der reguliren Ideale und Konstruktion des 
Ringes 0; §13. Darstellung des Ringes o als direkte Summe 
primirer Ringe; Kompositionsreihe von 0; §14. Satze iiber 
regulire Ringe (Ideale); § 15. Ein Kriterium dafiir, daB ein Haupt- 
ideal regular sei. 


Die vorliegende Arbeit beschiiftigt sich mit den Eigenschaften irre- 
duzibler Ideale, d.h. solcher Ideale, die sich nicht mehr als Durch- 
sehnitt echter Teiler darstellen lassen. Die Untersuchung ist in méglichst 
allgemeiner Form gefiihrt, fiir den zugrunde liegenden Ring wird im all- 
gemeinen nur die Giiltigkeit des Teilerkettensatzes gefordert. Da jedes 
Ideal sich mit weitgehender Eindeutigkeit als Durchschnitt irreduzibler 
Ideale darstellen la8t, ist es klar, daB die Untersuchung der Eigenschaften 
der letzteren von besonderer Bedeutung fiir die allgemeine Idealtheorie 
ist. Die wichtigsten Sitze iiber irreduzible Ideale wurden zuerst im 
speziellen Falle der Polynomideale von F. 8. Macaulay mit Hilfe seines 
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»inversen Systems“ aufgefunden'). Das Folgende gibt zugleich einen 
neuen, einfachen Zugang zu diesen wichtigen, aber schwer verstindlichen 
Resultaten. 

Das inverse System eines irreduziblen Ideales ist dadurch aus- 
gezeichnet, daB es ein ,,Hauptsystem“*) ist, woraus Macaulay eine Reihe 
wertvoller Schliisse zieht. Die Ubertragung des inversen Systems auf 
allgemeine Ringbereiche war nun allerdings nicht direkt méglich, es muBte 
ein anderer Weg gefunden werden, der gestattete, dieselben Resultate in 
allgemeinerer Form zu erreichen. Dies gelang durch Abbildung des 
,ldealkérpers“ des Ringes o auf sich selbst, wobei jedem Ideal a sein ,,in- 
verses‘ Ideal a’ = n: a zugeordnet wurde, und auf Grund des im wesent- 
lichen von Dedekind herriihrenden Modulsatzes in § 9. 

Die meisten Resultate lassen sich bei geeigneter Begriffsbildung auch 
auf solche Ideale iibertragen, die Durchschnitt von gegenseitig primen 
irreduziblen Idealen sind. Fiir solche Ideale hat Herr Macaulay den 
Namen ,,principal system“ vorgeschlagen; da sich dieser Name aber 
schwer ins Deutsche iibersetzen laBt, ohne zu Mifverstindnissen zu fiihren, 
wurde hier der Ausdruck ,,regulires Ideal“ gewahlt. Diese Ideale sind 
dadurch ausgezeichnet, daB sie die Anwendung des Modulsatzes (§ 9) 
erlauben. Ihre hauptsichlichsten Eigenschaften (und damit auch die der 
irreduziblen Ideale) werden in Satz 16a zusammenfassend aufgezihlt. Den 
SchluB der Arbeit bildet ein Satz, der zeigt, daB insbesondere in einem 
ganz abgeschlossenen Ring jedes Hauptideal (ausgeschlossen Nullteiler- 
ideale) regular ist. 

Fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fiir wertvolle Ratschlige bin 
ich Frl. E. Noether zu tiefstem Danke verpflichtet. 


A. Irreduzible Ideale. 
I. Konstruktion und Eigenschaften des primiren Ringes o. 


§ 1. 

Es sei R ein kommutativer Ring, in dem der Teilerkettensatz fiir 
Ideale gilt; q sei ein Primarideal in R, p das zugehérige Primideal und @ 
der Exponent von q, d.h. die kleinste natiirliche Zahl, fiir die p¢ C.q 
erfiillt ist. Es soli aber ausgeschlossen sein, daB das Einheitsideal als 

1) F. 8. Macaulay, On the resolution of a given Modular System into Primary 
Systems including some Properties of Hilbert Numbers, Math. Annalen 74 (1913) 
und The Algebraic Theory of Modular Systems, Cambridge 1916. Die erste Arbeit 
wird im folgenden mit M,, die zweite mit M, zitiert. 

2) ,,Principal system“, d. h. die Basis dieses Systems wird durch ein einziges 
Element gebildet. 
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zugehériges Primideal auftritt, da sonst die folgenden Entwicklungen ihre 
Giiltigkeit verlieren wiirden; diese Bedingung wird von nun an still- 
schweigend vorausgesetzt. 

Die Untersuchung bezieht sich nur auf diejenigen Primirideale von &, 
welche ebenfalls zu p gehéren und Teiler von q sind; es ist daher zweck- 
maBig, durch eine geeignete Umformung des Ringes & alle iibrigen Ideale 
zum Wegfall zu bringen. Das geschieht, wenn man von ® zuniachst zum 
Restklassenring ®’q iibergeht und sodann vom letzteren den Quotienten- 
ring bildet (in dem alle Nichtnullteiler als Nenner zugelassen werden) *). 
Diesen Ring wollen wir mit o bezeichnen. Es entspricht dann jedem 
Ideal von ® eindeutig ein Ideal von 0: Jedem Ideal aus R entspricht 
auf Grund der Homomorphie R - R/q ein bestimmtes Ideal des Rest- 
klassenringes R/q und diesem sodann sein Erweiterungsideal im Quotienten- 
ring 0. Umgekehrt ordnen wir jedem Ideale a von o das umfassendste 
Ideal von ® zu, welches durch den obigen ProzeB auf a abgebildet 
wurde‘). 

Zusammenfassend kénnen wir sagen: Es besteht eine eineindeutige 
Zuordnung zwischen den Idealen des Ringes 0 und denjenigen Primiridealen 
des Ringes ®, die zum Primideal p gehéren und Teiler von q sind; ins- 
besondere entspricht dem Primirideal q das Nullideal n von 0, dem Prim- 
ideal p das teilerlose Primideal p*®) von 0; bei dieser Zuordnung bleiben 
die Beziehungen =, C, > gewahrt und auch die Operationen der Summen-, 
Durchschnitt- und Quotientenbildung bleiben voll erhalten. Fiir das 
Produkt gilt dies jedoch nicht notwendig, weil das Produkt zweier Primiir- 
ideale q, und q, nicht notwendig wieder Primirideal sein mu8 und auch 
nicht mehr Teiler von q zu sein braucht. Den Primidealpotenzen p’ in 0 
entsprechen z. B. die Primarideale p’+q in R; daraus folgt aber, daB 
die Exponenten entsprechender Primirideale von R und o dieselben sind. 


§ 2. 
Wir kénnen also an die Stelle des Primirideales q des Ringes R, das 
wir untersuchen wollen, das Nullideal des Ringes 0 setzen, das in allen 


8) Eine ausfihrlichere Darstellung dieser Operation findet sich bei B. L. van 
der Waerden, On Hilbert’s Function, Kon. Akad. v. Wetensch. Amsterdam Proc. 
30, 2 (1928), p. 749—770; § 24. 

4) Uber Quotientenringe und das Entsprechen der Ideale siehe H. Grell, Be- 
ziehungen zwischen den Idealen verschiedener Ringe, Math. Annalen 97 (1927), 
besonders § 6. 

5) Wir bezeichnen die Ideale des Ringes 0 im allgemeinen mit denselben Buch- 
staben wie die entsprechenden Primarideale von ®, da Verwechslung nicht zu 
befiirchten ist. 
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wesentlichen Eigenschaften mit q iibereinstimmt, wahrend alles Unwesent- 
liche verschwunden ist, wodurch die Untersuchung bedeutend vereinfacht 
wird. Wir werden daher im folgenden allein im Ringe o arbeiten und 
die Resultate dann unmittelbar auf ® iibertragen. 


Darum seien die charakteristischen Eigenschaften des Ringes 0 noch 
einmal kurz aufgezihlt: 


I. © ist ein primarer Ring, d.h. das Nullideal n ist primir, p ist 
das zugehérige Primideal und der Exponent von n ist 9: p? = n. 
II. Es gibt nur ein (von o verschiedenes) Primideal p, alle iibrigen 
Ideale (+ 0) einschlieBlich n sind zu p gehérige Primirideale. 
III. Die Gleichung a-z = 6 besitzt in o immer eine eindeutige 
Lésung z = b/a, sobald a nicht Nullteiler ist, d.h. a + 0 (p). 


IV. o enthalt ein Einselement: 1 = a/a, a + 0 (p)’). 


V. In o gilt der Teilerkettensatz fiir Ideale, oder jedes Ideal besitzt 
eine endliche Basis. Da8 auch der Vielfachenkettensatz gilt, wird sich aus 
den folgenden Entwicklungen sofort ergeben. 


Il, Basis und Kompositionsreihe von o. 


§ 3. 


In o bilden wir nun die Reihe der Idealquotienten: 


(1) Loan, L=nu:p,... k= np... 
lL; = n:pe-'= p, L = n:pe = o. 

Es ist 

(2) Letcic...ckc...c§h_,ckh. 


Wegen p?-‘-p! = n ist 


(3) * & L;. 
Wegen pe—f—1.pf = pe—-! + n ist 
(4) i = pe-!—3 Chia. 


Daraus folgt, daB in (2) jedes Ideal echter Teiler des vorausgehenden 
Ideales ist. Ferner ist 


41 = niptt? = (nip): p = i: p, 
also 


(5) p-f4,5k. 


®) Dieser Punkt ware in dem oben ausgeschlossenen Falle, daB das Linheits- 
ideal das zugehdérige Primideal ware, nicht erfiillt. 


& 
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Da in o der Teilerkettensatz gilt, haben alle Ideale eine endliche Basis; 
wir kénnen daher [mit Riicksicht auf (2)] 


(6) iF = (1, Uy, Ug, «++, Ux) += 1,2,...,0 


setzen, und zwar soll keines der Basiselemente wu iiberfliissig sein. Jedes 
Element a € |; gestattet eine Darstellung 

@ = a+ a, ty + Og gt... + Op, Ue, a’ €l,_4, 
und wir kénnen annehmen, da8 alle Koeffizienten « +0 (p) oder = 0 
sind, denn ist etwa «a, = 0 (p), so folgt aus (5) a, u, = 0 (I;_,), und wir 
kénnen dann den Term «, u, streichen, wenn wir ihn in a’ einbeziehen. 

Wie auch immer die Elemente u der Basis (6) ausgewahlt sein mégen, 
immer ist ihre Anzahl k; (vorausgesetzt, da keine iiberfliissigen auf- 
genommen sind) dieselbe. Denn &; ist gleich dem Rang des Restklassen- 
moduls |,/l;_, in bezug auf den Kérper o/p. 

Die natiirliche Zahl k; ist also eine dem Ideal |; zustehende Invariante 
und soll die ,,Léange“ von |; oder auch die ,,Lange der i-ten Stufe“ heiBen; 
die Linge von |, sei gleich 0 gesetzt; die Linge von |, = o ist wegen 
|, = (l,—1, 1) immer gleich 1; im iibrigen ist k, > 1. 

Haben wir fiir jedes |, eine Basis (6) ermittelt, so erhalten wir durch 
Zusammenfassen eine ,,Basis“‘ fiir 0: 

(7) © == (u,, MH, ...,%), & = 2k; 

derart, daB jedes Element a eine Darstellung erlaubt: 

(8) @ = 4, Uj, +a, Uy + ... + opty, 

wo die Koeffizienten « entweder 0 oder +0 (p) sind. Diese Darstellung 
ist jedoch nicht eindeutig, da die Koeffizienten einer jeden Stufe erst 
modulo p bestimmt sind und eine Anderung derselben irnerhalb dieser 


Grenzen eine Anderung der vorausgehenden Koeffizienten bedingt, die 
diese Grenzen iiberschreitet. 


§ 4. 

Wir wollen ein Element a€o als ,,Element der i-ten Stufe’‘ bezeichnen, 
falls a = 0 (l,) und a +0 ([,_,) ist. Wegen (2) ist diese Definition zu- 
lassig und eindeutig. Es sind alle Nichtnullteiler von der g-ten Stufe, 
jeder Nullteiler héchstens von der (9 — 1)-ten Stufe und das Element 0 
das einzige von der 0-ten Stufe. 

Entsprechend soll ein Ideal a ,,von der i-ten Stufe“ heiBen, wenn 
a = 0(l,) und a + 0 (I,_,) ist.’ Ein Ideal der i-ten Stufe enthilt also 
Elemente von keiner héheren und mindestens ein Element der i-ten Stufe. 
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Satz 1. Ist das Ideal a von der i-ten Stufe, so ist p-a von der 
(i — 1)-ten Stufe (¢ = 1, 2,..., 9). 

Denn aus a C |; folgt mit Riicksicht auf (5) p-a C p-1l; Cl,_,. Wire 
aber p-a C [,_4, also p-a Cn: p'—*, sa folgte 

aC(n:p'-*):p = n:pf-? = |_,, 

was nicht der Fall ist. Eine direkte Folge dieses Satzes ist, daB ein 
Ideal der i-ten Stufe Elemente jeder Stufe < i enthilt. 

Satz 2. Ist das Ideal a von der i-ten Stufe, so ist auch das Ideal 
n:(n:a) von der i-ten Stufe. 

Zum Beweise benétigen wir folgenden Hilfssatz, der auch von all- 
gemeinerem Interesse ist’). 

Hilfssatz: Fiir irgend zwei Ideale a und b gilt immer 
(9) a:[a:(a:b)] = a:b. 

Beweis: Setzt man 


a:b =’, 

a:d = @”, 

a:e° = dq, 
so folgt: 
(I) a’-a” Ca also 86a’ Ca:a” = a”, 
ferner 
(II) b-a’ Ca daher bCa:a’ = a”, 
und 
(III) bea” Ca”-a”Ca also a” Ca:b =a’. 


Aus (I) und (III) folgt a’ = a” w. z. b. w. 
Insbesondere ist also immer 


(10) n:(n: 1) = n:[n: (n: p)] = n: pf = I, 
Der Beweis von Satz 2 ist nun: Aus 
acl, folgt n:a2n:|, 


folgt m:(n:a)Cn:(n:l) = | wegen (10). 


Andererseits ist wegen (II) aC n:(n:a), d.h. n:(n:a) kann auch von 
keiner geringeren als der i-ten Stufe sein. 


§ 5. 
Auf Grund der Bezeichnung in Gleichung (6) bilden die Ideale 
(11) -, c (y-3, &,) C (y_4, &,, &,) C... C (ya, &,.-- Ux, —1) “ang 





7) Siehe M,, § 26. 
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eine Kompositionsreihe zwischen |;_, und |,, denn jedes Ideal ist echter 
Teiler des vorangehenden und es ist nicht méglich, zwischen zwei auf- 
einanderfolgende Ideale noch eines einzuschieben, ohne diese Eigenschaft der 
Reihe zu stéren. (Der Restklassenring zweier aufeinanderfolgender Ideale 
ist némlich operatorisomorph dem Kérper 0/p.) Durch Zusammenfassung 


@ 
erhailt man eine Kompositionsreihe von n nach o, deren Linge k = J k, 
i=0 


ist*). Wir nennen die Zahl k die ,,Lange‘ des Primiirideals q*). 

Aus der Existenz einer Kompositionsreihe in o ergibt sich die oben 
bereits angefiihrte Tatsache, daB in o der Vielfachenkettensatz gilt, d. h. 
daB es keine unendliche Reihe von Idealen gibt, bei der jedes nach- 
folgende Ideal echtes Vielfaches des vorhergehenden ist, oder da8 es in 
jeder Menge von Idealen ein minimales Ideal gibt, das kein anderes Ideal 
der Menge umfaft"*). Diese sehr einschriinkende Tatsache ordnet unseren 
Ring o den Ringen mit Maximal- und Minimalbedingung zu, zu denen 
auch die hyperkomplexen Systeme gehéren, obgleich er im allgemeinen 
kein solches ist; letzteres trifft aber z.B. in dem Falle zu, daB q ein 
nulldimensionales Polynomideal ist. Immer aber stellt eine einzelne Stufe 
fiir sich ein hyperkomplexes System vor iiber dem Restklassenkérper o/p 
als Grundkérper: 


(12) L/;_, = ofp (u,, ty, ..., U,,). 


Es eriibrigt sich, auf die Saitze von Jordan und Hoélder iiber Kom- 
positionsreihen hinzuweisen, insbesondere darauf, daB man durch jedes 
beliebige Ideal von o eine Kompositionsreihe ziehen kann. 

Die Reihe der Ideale 


=n, hy h,.-» 1, = 0 








8) In dem oben ausgeschlossenen Fall, daB das Einheitsideal das zu q gehdérige 
Primideal ist, gibt es nicht notwendig eine Kompositionsreihe von q nach p. 
Beispiel: Es sei R der Ring aller ganzen rationalen Funktionen der Unbestimmten «, 
deren konstantes Glied verschwindet und die im iibrigen ganze rationale Zahlen 
als Koeffizienten aufweisen. Das Ideal q — (2*) ist Primiarideal, das zugehdérige 
Primideal ist R selbst. Jeder Teiler von q hat die Gestalt a = (z*,a2), wo a 
eine natiirliche Zahl ist; a ist wieder Primdrideal, zum Primideal R gehérig. Es 
gibt offenbar keine Kompositionsreihe von q nach ®, denn zwischen q und irgend- 
einem Teiler a = (x®,a x) 14Bt sich immer ein weiteres Primarideal, etwa (x*, 2a 2), 
einschieben. 

®) Diese Bezeichnung steht in Ubereinstimmung mit der v. d. Waerdenschen 
Definition, v. d. Waerden, a. a. O., § 26. 

10) Siehe E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen 
Zahl- und Funktionenkérpern, Math. Annalen 96 (1927), § 10. 
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bilden eine Loewysche Kompositionsreihe des Ringes 01"). In der Tat ist zunachst 1, 
das umfassendste Ideal, das direkte Summe von einjachen Idealen ist, d.h. solchen 
Idealen, die auBer dem Nullideal kein weiteres Ideal mehr umfassen. Ist nimlich 
Ly = (Wigs Bop oo % u,,) 
eine Basis von I, (§ 3), so ist I, direkte Summe von k, einfachen Idealen (einfachen 
o/p Moduln): 
1, = (ty) + (tg) + «++ + (ty,). 
Die Summe ist direkt, weil der Durchschnitt 


(ud ((u) + --- (uy _ D+ (mye De +H) = 8 

ist (anderenfalls wire das Element u,; in der Basis iiberfliissig). Jedes einfache 
Ideal von o ist aber notwendig von der ersten Stufe, also in |, enthalten; denn 
ist a einfach, so ist a-p — n (nach Satz 1 in §4 ist a-p von geringerer Stufe, 
kann also nicht gleich a sein), also a C n:p I. 

Dasselbe gilt fiir jedes Ideal, das direkte Summe von einfachen Idealen ist, 
d.h. 1, ist auch das umfassendste Ideal dieser Art. In gleicher Weise folgt, daB 
1/1, das umfassendste Ideal in 0/1, ist, das direkte Summe einfacher Ideale ist, usw. 
Das ist aber eben das Charakteristikum einer Loewyschen Kompositionsreihe. 

Aus der Loewyschen Kompositionsreihe folgt dann wieder die Existenz einer 
Jordanschen Reihe infolge des Umstandes, da8 sie endlich ist und jedes ihrer 
Glieder nur endlich viele Komponenten aufweist. 


If. Kriterium und charakteristische Sitze fiir irreduzible Ideale. 
§ 6. 


Ein Ideal hei®t irreduzibel, wenn es nicht mehr als Durchschnitt 
zweier echter Teiler dargestellt werden kann. Damit ein Ideal irreduzibel 
sei, ist notwendig, daB es Primirideal ist (bei Voraussetzung des Teiler- 
kettensatzes); es ist aber nicht umgekehrt jedes Primirideal irreduzibel, 
sondern es kann Durchschnitt echter Teiler sein, die dann aber not- 
wendig wieder Primirideale sind, welche zu demselben Primideal gehéren. 
Die irreduziblen Komponenten sind zwar nicht eindeutig bestimmt, wohl 
aber ist ihre Anzahl in verschiedenen Darstellungen immer dieselbe '*) 

Satz 3. Die Anzahl der irreduziblen Komponenten des Primérideales q 
des Ringes R ist gleich der Linge k, von |, in o. 

Beweis: Wie bereits gezeigt wurde, entsprechen sich die irreduziblen 
Komponenten von q in ® und von n in o. Wir kénnen daher alles, was 
fiir n gilt, direkt auf q iibertragen. Fiir n gibt es nun eine unverkiirz- 
bare Zerlegung in irreduzible Primirideale: 


(13) n = [@,, G,, .--» Qe}; 
11) W. Krull, Zur Theorie der allgemeinen Zahlringe, Math. Annalen 99 (1928), 


§ 4 bis 5. 
12) E. Noether, Idealtheorie in Ringhereichen, Math. Annalen 83 (1921), Satz IV. 
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wo die Komponenten a folgendermaSen bestimmt sind: a, ist eines der 
umfassendsten Ideale'’), fiir welches 


(14) a, 9 I, _ (u,, Ug, «+ oy Us—1y Ui tay eo oy Uy,) 


ist. a, ist irreduzibel, denn irgendein echter Teiler von a; muB der Voraus- 
setzung nach u, und also |, enthalten, so da8 der Durchschnitt zweier echter 
Teiler das Ideal |, > a, umfaBt Da der Durchschnitt (13) wirklich n 
ist, folgt so: In (13) kann kein Element der ersten Stufe enthalten sein, 
denn diese bilden einen o/p-Modul und in jedem a, fehlt das i-te der 
linear unabhangigen Basiselemente u,, u.,..., %,. Ware nun der Durch- 
schnitt (13) > n, also ein Ideal » der m-ten Stufe (m > 1), so enthielte v 
nach Satz 1, §4, auch ein Element der ersten Stufe, was nicht der Fall 
sein kann, wie wir soeben sahen. Die Darstellung (13) ist auch eine 
kiirzeste, denn wenn man ein a; fortlaSt, so ist im Durchschnitt der 
iibrigen das Element u; + 0 enthalten. 

Die irreduziblen Komponenten a sind in weitem AusmaBe willkiirlich 
(bei k, > 1), denn sie hangen zunichst von der besonderen Auswahl der 
Basis u,,..., u, ab, und sodann gibt es im allgemeinen immer noch un- 
endlich viele maximale Ideale zur Bedingung (14). Wenn k, = 1 ist, so 
ist n selbst, bzw. q irreduzibel: 

Satz 4. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap das 
Primédrideal q irreduzibel sei, besteht darin, daB |, = n:p in 0 Hauptideal ist. 

Fiir die Anwendung ist folgende Fassung dieses Satzes von Nutzen: 

Satz 4a. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap das 
Primdrideal q des Ringes R irreduzibel sei, besteht darin, daB zwischen q 
und q:p kein weiteres Primérideal eingeschoben werden kann. 


$7. 


Wir wollen nun die Struktur der irreduziblen Ideale, beziehungsweise 
des Ringes o bei irreduziblem Nullideal n eingehender erforschen. Fiir 
diese Untersuchung nimmt der folgende Satz eine wichtige Scbliissel- 
stellung ein: 


Satz 5. Ist das Nullideal n irreduzibel und bilden die Ideale 


(I) a=nca,cac...ca=0; k= Jk, 


13) Infolge des Teilerkettensatzes existiert in der Menge aller Ideale, die (14) 
erfillen, mindestens ein maximales, das von keinem anderen Ideal dieser Menge 
umfaBt wird. 
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eine Kompositionsreihe des Ringes 0, so bilden auch die inversen Ideale 
in umgekehrter Reihenfolge eine Kompositionsreithe : 
(II) NiQ = NCH: Q_,C...CN: a = O. 


Beweis: Bilden wir zur Reihe (I) die Reihe der inversen Ideale, so 
kénnen wir aufs erste nur feststellen: 


(15) Nia, =nCnm:g-,C...Cnia,cnia, = o. 


Denn wir wissen von zwei aufeinander folgenden Idealen noch nicht, ob 
das zweite echter Teiler des ersten ist, und falls es ein echter Teiler ist, 
ob zwischen sie kein weiteres Ideal eingeschoben werden kann. Im all- 
gemeinen Falle — bei reduziblem Nullideal — wird (15) auch keine 
Kompositionsreihe vorstellen™), es werden an gewissen Stellen die Gleich- 
heitszeichen gelten und an anderen Stellen wird es méglich sein, weitere 
Ideale einzuschieben. Da8 bei irreduziblem Nullideal die Teilerkette (15) 
tatsiichlich eine Kompositionsreihe ist, wird dann bewiesen sein, wenn wir 
gezeigt haben werden, daB zwischen zwei aufeinander folgende Glieder 
von (15) niemals ein neues Glied eingefiigt werden kann. Denn lieBe 
man dann diejenigen Glieder weg, fiir die etwa das Gleichheitszeichen 
gilte, so hitte man eine Kompositionsreihe von n nach 0; eine solche 
mu8 aber notwendig wieder k Glieder enthalten, so da kein Glied weg- 
gelassen werden durfte, oder mit anderen Worten, es gilt in (15) durch- 
weg das Zeichen Cc mit Ausschlu8 von =. 

Der noch ausstehende Nachweis wird so erhalten: Es sei a irgend- 
ein Glied der Kette (I). Dann ist das unmittelbar folgende durch (a, a) 
gegeben und es ist 


(16) a-p Ca. 


Denn der Restklassenring 0/a bildet wieder einen primaren Ring mit p/a als 
einzigem Primideal; es handelt sich also um die Tatsachen aus §5 SchluB. 
Aus (16) folgt 

(n:a)-apC(n:a)-a=n 


und daher 

(17) (n:a)-aCn:ip =|, 

Da |, ein einfaches Ideal ist, sind zwei Fille méglich: 
(A) (n:a)-a = n, 

(B) (n:a)-a = I, = (uw). 

Aus (A) folgt 


N:aCcniea 


1#) Vgl. den SchluB von § 8. 
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und daher 
n:(a,a) = [m:a, nia] = n:a. 
Die beiden entsprechenden Glieder der Reihe (15) wiren also in diesem 


Falle einander gleich; es kann daher jedenfalls kein neues Glied eingefiigt 
werden. 


Trifft jedoch die Gleichung (B) zu, so gibt es in n:a ein Element gq, 
so daB 


(18) q:a=u 
ist; fiir ein beliebiges Element w aus n:a gilt immer 
(19) Wa = C-U, 


wo c modulo p bestimmt ist und also als Element des Restklassen- 
ringes o/p angenommen werden kann. Aus (18) und (19) erhilt man 


(20) (c-¢g—w)-« =0 oder w=c-q (n:a), 


mit anderen Worten, das Ideal n: a bildet modulo m: « einen eingliedrigen 
o/p-Modul, d. h. 


(21) (n:a, m:a)/(m:a) ~ o/p. 

Nach dem bekannten Isomorphiesatz a+ b/b ~ a/aNb hat man nun: 
(22) (m:a)/n: (a, a) = (n:a)/[n:a, nia] ~ (nia, n:a)/(n:a) ~ o/p, 

so daB auch im Falle (B) zwischen die aufeinander folgenden Glieder n: (a, «) 
und n:a von (15) kein weiteres Glied mehr eingeschoben werden kann. 
da ja ihr relativer Restklassenring einem Kérper operatorisomorph ist. 
Damit ist dex erforderte Nachweis gebracht und es folgt noch nachtriglich, 


daB von den beiden obigen Fallen (A) und (B) immer nur der zweite 
verwirklicht sein kann. 


§ 8. 


Aus Satz 5 lassen sich eine Reihe interessanter Folgerungen ziehen. 
Die Lange der Kompositionsreihe fiir irgendein Ideal a nach o heiBt die 
»»Ldinge des Ideals a (§ 5); z. B. hat das Nullideal n (und entsprechend 
das Ideal q von ®) die Linge k = Eh. 

i=o 

Satz 6. Bei irreduziblem Nullideal ist die Summe der Langen eines 
Ideals a und des inversen n:a gleich k, der Lange des Nullideals. 

Diese Tatsache la8t sich unmittelbar aus den beiden Kompositions- 
reihen (I) und (II) des Satzes 5 ablesen, wenn man sich (I) durch das 
fragliche Ideal a gezogen denkt. 











W. Grébner. 





208 


Satz 7. Bei irreduziblem Nullideal n gilt ausnahmslos die Formel 
a = n:(n:a) fiir jedes Ideal a von o. 

Beweis: Nach Formel (II) von § 4 ist 
(23) aC n:(n: a). 

Da jedoch (Satz 6) die Langen der beiden Ideale einander gleich sind, 
mu8 in (23) das Gleichheitszeichen gelten. Satz 7 kann auch so aus- 
gesprochen werden: 

Satz 7a. Bei irreduziblem Nullideal n gestattet jedes Ideal a eine 
Quotientendarstellung a = n: b. 

Wir brauchen nur zu zeigen, daB aus dieser Fassung wieder Satz 7 
folgt. In der Tat folgt aus a = n:b mit Riicksicht auf den Hilfssatz 
von § 4: 

n:(n:a) = n:{n:(n:b)} = n:b = a. 

Es ist leicht zu sehen, daB Satz 7 und folglich auch die Satze 5 
und 6 bei reduziblem Nullideal nicht gelten; denn dann ist k, >1 und 
wir haben z. B. 

nN: (u,) = Pp, 

n:{n:(u,)} = n:p = Ll, + (u,). 
Wir kénnen also sagen, daB jeder der Satze 5, 6 und 7 charakteristisch 
fiir irreduzibles Nullideal ist; aus den Ausfiihrungen des folgenden Para- 
graphen ergibt sich naimlich unmittelbar, daB aus Satz 7 wieder Satz 5 
folgt und daher diese drei Satze einander aiquivalent sind"). 


IV. Ein Satz iiber Modulkérper. 


§ 9. 
Auf Grund des Satzes 7a kénnen wir eine Abbildung des Ideal- 
kérpers"*®) von o auf sich selbst herstellen, die eine Reihe bemerkenswerter 


15) Die Satze 6 und 7 wurden zuerst von F. 8. Macaulay fiir spezielle Polynom- 
ideale ausgesprochen (M,, §63, Theorem 14 und M,, §73). Es ist dort zu beachten, 
daB ein ,,simple module which is a principal system‘: unter den Begriff des ir- 
reduziblen Primarideals fallt. 

Ein erster allgemeiner (komplizierter und nicht verdffentlichter) Beweis fir 
den Satz 7 wurde mir von Fri. E. Noether mitgeteilt. 

16) H. Grell, Beziehungen zwischen den Idealen verschiedener Ringe, Math. 
Annalen 97 (1927), §1, definiert den ,,Modulkérper“ als eine Menge von Elementen 
a, b, ..., fiir die vier Verknipfungsarten a+ 6, af) b, a-b, a:b bestehen; fiir diese 
gelten die bekannten Rechenregeln, welche Grell axiomatisch begriindet; ebenso folgt 
eine ,,teilweise Ordnung’ der Menge mit Hilfe der abgeleiteten Beziehungen —, 
Cc, >. || (unvergleichbar). Ein /dealkirper ist ein Modulkérper, der einen Modul o 
enthalt, welcher alle anderen teilt und fiir den ao C a iet (a ein beliebiges Element 
des Idealkérpers). Insbesondere bilden die Ideale eines Ringes einen Idealkérper. 











———E 
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Eigenschaften zeigt. Duriiber kann der folgende allgemeine Satz aus- 
gesprochen werden, der sich im wesentlichen auf die Untersuchungen 
Dedekinds iiber ,,reziproke Moduln“ griindet’’). 


Satz 8. Ist M ein Modulkérper**) und n ein Modul aus M, in 
bezug auf welchen jeder Modul a € M Quotientendarstellung gestattet : 
a =n:b, 
so wird durch n eine cineindeutige Abbildung von M auf sich selbst 
definiert dadurch, daB jedem Modul a sein reziproker Modul a’ = n:a 
zugeordnet wird. Ferner gelten die folgenden Formeln : 
(I) (a) =a. 
(II) AusaCbd folgt a’D Pb’. 

(Ila) Ausacb folgt a’ > b’ mit AusschluB des Gleichheits- 

zeichens. 

(III) (a, 6)’ = [a’,b’) und [a, by’ = (a’, b’). 

(IV) (a-b) = a’:b = ba. 

Beweis: Ebenso wie bei Satz 7a oben folgt auch hier aus der 
Voraussetzung, da8 jeder Modul die Darstellung a = n:b erlaubt, die 
Formel (1) (a’)’ = n:(n:a) = a, 
und damit ist auch die Eineindeutigkeit der Abbildung festgestellt; man 
wolle dabei beriicksichtigen, daB der zu diesem Beweise nétige Hilfssatz 
von § 4 auch fiir Moduln gilt. 

Formel (II) ist eine einfache Folge der Grundregeln fiir die Modul- 
rechnung: Aus aC b. folgt a(n:b) C b(n:b) Cn, und daher n:b Cn:a 
oder a’ > b’. Die Verschirfung (Ila) ergibt sich daraus zufolge der Ein- 
eindeutigkeit der Abbildung. Forme! (III) ist eine Folge von (I) und (IT)"’); 
es ist 

t= , 
(A) : = > i: folgt . > wd oder (a, b)’ C [a’, b’}, 


17) Dedekind, Uber die Diskriminanten endlicher Kérper, Abhandlung Akad. 
d. Wissensch. Géttingen 29 (1882) oder Ges. Werke, Bd. I, S. 351—396; besonders 
§9 dieser Abhandlung. 

1*) Der Satz wird hier fiir Modulkérper ausgesprochen, um seine gréBere 
Allgemeinheit zu betonen. Die Anwendung im folgenden wird nur auf den Ideal- 
kérper von 0 gemacht; man erkennt leicht, daB im Falle eines Idealkérpers nur 
das Nullideal die Bedingungen des Satzes erfiillen kann. 

1%) Ebenso wie aus (I) und (II) die Formel (III) folgt, so folgt auch aus (1) 
und (III) wieder (II); denn ist a C b, also (a, b) = b, so folgt aus (III) [a’, b’] = b’ 
oder a’ > b’. Ist also eine eineindeutige Abbildung des Modulkérpers M auf sich 
selbst oder auf einen zweiten M’ vorgelegt, die immer die Zeichen C und > aus- 
tauscht, so werden durch diese Abbildung auch allgemein Summe in Durchschnitt 
und Durchschnitt in Summe iibergefiihrt; umgekehrt, falls Summe und Durchschnitt 
ausgetauscht werden, so werden auch die Zeichen C und > ausgetauscht. 

Mathematische Annalen. 110. 14 
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ferner ist 
BIC a! , WY S> (ay 
wvjeul ™* tex7>@y = 
und daher 
(B) [a’, b’] € (a, by’. 
(A) und (B) zusammen ergeben (a, 6b)’ = [a’, b’]; ersetzt man hier a und b 
durch a’ und 6’, so kommt ({a’, b’)’ = [a,b] und durch Ubergang zum 
Inversen auf beiden Seiten foigt 
(a’, b’) = [a, by. 
Noch einfacher wird (IV) bewiesen: 


a oder [a’, b’’ > (a,b) 


{(n:a):b = a’: b 
\(n:b):a = Bb’: a" 
Die Anwendung dieses Satzes auf die Ideale unseres Ringes 0 ist klar. 
Wir haben jedem Ideal a von o sein Inverses a’ = n:a zuzuordnen und 
es gelten dann die Formeln (I) bis (IV); insbesondere ist das Inverse 
der Summe (des Durchschnitts) zweier Ideale der Durchschnitt (die 


Summe) der inversen Ideale. 


(a-b)’ = n:(a-b) = 


V. Folgerungen fiir irreduzible Ideale. 


§ 10. 


Wir kénnen aus dem Ergebnis des vorigen Paragraphen einige 
Folgerungen ziehen*®). 

Satz 9. Einem Hauptideal (a) von o entspricht als inverses ein 
irreduzibles Ideal und umgekehrt. 

Beweis: Ware namlich (a)’ = n: a = [a;, a3] reduzibel, Durch- 
schnitt zweier echter Teiler a; und a;, so wiirde durch Ubergang zu den 
inversen Idealen (a) = (a,,a,) folgen; das Hauptideal (a) wire also 
Summe zweier echter Vielfacher a, und a,, was nicht sein kann; denn 
ist a ein Element der i-ten Stufe, so ist jedes echte Vielfache von (a) 
héchstens von der (i —- 1)-ten Stufe*'). Dann ist aber 


a-p-' = (a,, a,) - p t= (a, p’~', a, p om = , 


im Widerspruch damit, daB a ein Element der i-ten Stufe ist. 


20) Wenn nicht ausdriicklich anders bemerkt ist, bleibt die Voraussetzung eines 
irreduziblen Nullideals fiir den Ring beibehalten. 

%1) Sind namlich a C (a) zwei Ideale der i-ten Stufe, so sei b€ a ein Element 
der i-ten Stufe; dann ist ) = ¢-a und ¢ + 0 (p), also a = I/c-b =O (a), so daB 
a — (a) ist. 
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Ist umgekehrt a ein irreduzibles Ideal, so mu8 a’ = n:a Hauptideal 

sein; ware namlich a’ = (a,,..., @,), 80 folgte 

a= 1n:(a,,...,¢,) = [M:a,,..., 8:4) 
und a C n:a,, weil a’ > (a,); a ware also nicht irreduzibel, sondern Durch- 
schnitt echter Teiler. 

Satz 10. Hat das Ideal 
(24) a = (4,,..., 4) 
eine Basis, bestehend aus s Elementen, von denen keines iiberfliissig ist, 
8o besteht auch jede andere Basis von a aus genau s Elementen (wenn alle 
tiberfliissigen  Basiselemente weggelassen sind). Das inverse Ideal besitzt 
eine reduzierte Darstellung durch s irreduzible Komponenten : 

(25) @ = n:a = [n:4a,,..., 2:4, 

Beweis: Wir beweisen zuerst, daB (25) eine reduzierte Darstellung 
ist®*). Da8B die s Komponenten in (25) irreduzibel sind, wurde soeben 
gezeigt. Die Darstellung (25) ist eine kiirzeste, denn wire etwa 

N:a@, D> [M: a, ..., N: @), 


so wiirde (a,) C (a,,..., @,) sein, d. h. das Element a, wiire in (24) iiber- 
fliissig. Jede kiirzeste Darstellung durch irreduzible Ideale ist aber 
reduziert **). 

Aus dem bekannten Satz der Idealtheorie, daB in jeder kiirzesten 
Darstellung durch irreduzible Ideale deren Anzah] dieselbe ist**), folgt 
nun auch die erste Behauptung unseres Satzes, daB die Anzahl der not- 
wendigen Basiselemente irgendeines Ideales im Ringe 0 immer die gleiche 
ist; denn sonst gibe es fiir das inverse Idea] zwei kiirzeste Darstellungen 
mit ungleicher Komponentenanzahl. 

Die Anwendung des Satzes 3 von § 6 auf die Ideale |, = n: p‘ ergibt, 
daB die Anzahl der irreduziblen Komponenten von |, gleich k,., (der 
Lange der (i + 1)-ten Stufe oder der Lange der Kompositionsreihe von 
1, nach 1,,,) ist. Da p‘ das inverse Idea] von |, ist, folgt nun der Satz: 

Satz 1l. Bei irreduziblem Nullideal ist die Anzahl der notwendigen 
Basiselemente von p' gleich k, . ;. 

In diesem Zusammenhange wollen wir einen weiteren Satz iiber die 
Basiselemente der Ideale des Ringes 0 beweisen, der allgemein gilt, auch 
wenn das Nullideal reduzibel ist. 


22) Siehe E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Annalen 83 (1921), 
Definition I: ,,Eine Darstellung M — [(%,, ..., B,] heiBt reduzierte Darstellung, 
wenn kein 8, im kleinsten gemeinsamen Vielfachen A, der ibrigen Ideale aufgeht, 
und wenn kein %, sich durch einen echten Teiler ersetzen laBt.* 

23) E. Noether, a. a. O. §3, Hilfssatz II. 

24) Siehe E. Noether, a.a.O., Satz IV. 


14* 
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Satz 12. Ist (a,,...,a,) eine Basis fiir das Ideal a und ist ein 
Basiselement, etwa a, = 0 (ap), so ist a, =0(a,,...,a,), d. h. das Element a, 
kann in der Basis von a fortgelassen werden. 

Beweis: Es sei (p,,..., p,) eine Basis fiir das Ideal p; da a, =0 
(ap) sein soll und ap die Basis (...,a,p,,...) hat, gilt fiir a, eine Dar- 


stellung: 6, = Lepr rGeP; SnvEO; pwli,... 8 


ya l,...,8 
Vereinigt man alle Terme, die a, enthalten, auf der linken Seite, so folgt 


t 

a,(1 = = C1 Pr) = Ps Cuy Fy Py =0 (a,, ees a,). 
vy=1 oe *-28 
v= 1, ... 


t 
Da der Faktor (1 — E 1+.) =1 (p), also eine Einheit des Ringes o ist, 
vas] 


erhalten wir daraus a, = 0 (a,,...,4@,) w.z.b.w. In einer Basis fiir das 
Ideal a, die keine iiberfliissigen Elemente enthalt, kann also kein durch 
ap teilbares Element vorkommen; es kann aber auch kein lineares 
Aggregat c,a,+ ...+0¢,a, in ap enthalten sein, falls nicht alle Ko- 
effizienten c= 0 (p) sind, denn sonst kénnte die Basis immer so um- 
geformt werden, daB dieses Aggregat selbst als Basiselement auftriite. 


§ 11. 
Satz 13. Gilt bei irreduziblem Nullideal eine der drei einander dqui- 
valenten Beziehungen : 


(A) l, = n:p? = pe- $= 0,1,... 9, 
(B) p-, = U-, +=1,2,...,@, 
(C) L = (uw, w,.,.,00)*) i= 1,2,....0, 


so ist kj, , = ky; (i =0,1,...,9 —1) und daher die Anzahl der not- 
wendigen Basiselemente von p' gleich derjenigen von pe-'-'. 

Beweis: Wir zeigen zuerst, daB die drei angegebenen Bedingungen 
einander Aquivalent sind: 


(A) > (B): p-l, = p- pet = pe-/t? = |_,; 


(B) > (C): Es ist iF = (- ty Uys ees Uz,) (Formel (6)) 
= (p L, Uy, ++ 9 Ux,) (wegen (B)) 
ae (uy, s+ +» te) (wegen Satz 12); 


(C) + (B): Wegen 1,_, cl, = (u,,..., u,) erhilt jedes Element 
vel_, eine Darstellung v = ¢c,u, + ... + Cy, Uy, mit c=O0 (p), denn 


%) Das ist die Formel (6) entsprechende Basis; zur Unterscheidung der ver- 
schiedenen Stufen verwenden wir hier obere Indizes, was bisher, da wir immer 
nur eine Stufe fiir sich betrachteten, nicht notwendig war. In der folgenden 
Beweisfiihrung werden die oberen Indizes der Einfachheit halber wieder weggelassen. 
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wire auch nur ein c + 0 (p), so ware v + 0 (l,;_,). Daher ist |_, Sp-\, 
was zusammen mit Formel (5) die Gleichung (B) gibt. 

(B) + (A): Durch Ubergang zu den inversen Idealen und mit Riick- 
sicht auf Satz 8, (IV) bekommt (B) die Gestalt: 


(26) Yip=p-?, ¢=l,2,...¢@ 
und also 
(27) pipt=p-i:pi=-...=—p-', OSsksisea. 


Insbesondere fiir i = 9 und p¢ = n erhilt man: 
pe: pt = I, = pom’. 
Nun folgt die Behauptung des Satzes einfach so: 
k; ., = Anzahl der notwendigen Basiselemente von p*‘ 
= Anzahl der notwendigen Basiselemente von |,_; = ky _;. 
Es sei nun a ein Ideal unseres Ringes 0; wir kénnen dann das Ideal 
(28) a = (1;_,, [a, |) 
bilden und eine Kompositionsreihe von |;_, nach |, ziehen, welche durch 
a geht: 
(29) K-»,;CaC@Cc...cCa&=@C...C a, = I. 
@ tritt hier an der y-ten Stelle auf (0 < ~ < k,) und wir kénnen sagen, 
daB diese Zahl mw gleich der Anzahl der linear unabhiangigen Elemente 
der i-ten Stufe ist, die im Ideal a auftreten. Setzen wir nun wieder 
das Nullidea] irreduzibel und die Bedingungen des Satzes 13 erfiillt voraus, 
so ergibt (29) beim Ubergang zu den inversen Idealen: 
(30) po? =hig41:5Q5...04,=7%5...04,, =p =h-_-; 
und 
(31) a’ = (1, [a, UJ)’ = [P'~*, (@’, PY) = [p-s+ a (@', bs] 
= (I, — is [a’, lo—1+ 1). 
Es gibt also die Zahl (k; — mu) die Anzahl der linear unabhingigen Elemente 
der (o —i-+ 1)-ten Stufe des inversen Ideals a’ = n:a an: 

Satz 14. Unter denselben Voraussetzungen wie in Satz 13 ist die 
Anzahl der linear unabhiingigen Elemente der i-*en Stufe in einem Ideal a, 
vermehrt um die Anzahl der linear unabhiingigen Elemente der (9 — i + 1)-ten 
Stufe des inversen Ideals a’, gleich k; = ky_;4, (d.h. gleich der Gesamt- 
zahl linear unabhingiger Elemente der i-ten oder (90 — i + 1)-ten Stufe in 0) **). 


26) Die Saétze 13 und 14 entsprechen den Satzen Macaulays (My, § 70 und 74), 
welche fiir den speziellen Fall eines homogenen Polynomideals mit der einzigen 
Nullstelle z, = z, =... = 2, = 0 ausgesprochen sind (,,simple H-module“). 

Um den Anschlu8 zu diesen Saétzen zu gewinnen, zeigen wir, daB im Falle 
eines homogenen irreduziblen Polynomideals q, das zum Primideal p = (z,, .--, 7) 
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B. Regulare Ideale. 


§ 12. 
Definition der reguliren Ideale und Konstruktion des Ringes o. 


Viele der oben fiir irreduzible Ideale abgeleiteten Sitze gelten auch 
fiir eine umfassendere Klasse von Idealen, die zu diesen in einem engeren 
Zusammenhang stehen und die wir kurz als reguldre Ideale bezeichnen 
wollen. ® bedeutet wie bisher einen kommutativen Ring, in dem der 
Teilerkettensatz gilt. 


Definition I: Ein Ideal a des Ringes ® heiBt ein reguldres Ideal, 
wenn die Darstellung 


(36) a= [9,, Gy eeeyg a5] 


gehért, die Bedingungen (A), (B) und (C) erfillt sind. Da es sich um ein 
homogenes Ideal handelt, enthalt dieses mit jedem Polynom / (zx) auch jede einzelne 
Form, aus denen das Polynom zusammengesetzt ist; daher kénnen wir uns in der 
folgenden Diskussion auf die Formen des Polynombereiches beschranken 

Jede Form, deren Grad > 09 ist, ist wegen p® C q im Ideal q enthalten; da- 
gegen gibt es eine Form Po—1 des Grades 9 —1, welche nicht in q liegt, und 
infolgedessen ist 
(32) = q:p = (q, Pe _y) 
da q irreduzibel vorausgesetzt ist (Satz 4). Jede weitere Form (g — 1)-ten Grades 


ist, da in q:p enthalten, =c-g,_, (q) (¢ eine Konstante), so daB wir auch 
schreiben kénnen 


(33) 1, = (q, p®~'). 

Wir haben nur. zu zeigen, daB Bedingung (A) erfiillt ist, d h., daB allgemein 
die Gleichung gilt 
(34) 1, = (a, p*~*), 


o—i 


denn das Ideal p* miissen wir hier sinngem&B durch (q, y=") ersetzen. Damit 
nun eine Form / = 0 (q, p®~‘) sei, muB entweder {/ = 0 (p®~‘) sein, also / den 
Grad > (@ —#) haben, oder es muB / = 0 (q) sein (da q homogen ist). Daher ist 


(35) (a, p°—‘):p = (gz p, po‘). 
Gilt Gleichung (34) fiir einen bestimmten Index i> 1, so gilt sie auch fiir den 
nachstfolgenden Index i + 1: 


L,,=a:p** =b:p = (q:p, pe 41) = (q, pe! pt!) = q, pe?!) 
Da (34) wegen (33) fir i = 1 gilt, so ist (34) oder die Bedingung (A) in dicsem 
speziellen Fall allgemein erfillt. 

Es bleibt noch ausdriicklich zu bemerken, da8B die Bedingungen (A) bis (C) sehr 
oft auch bei nicht homogenen Polynomidealen erfiillt sind, z. B. beiq = (xf —2}. x}x3); 
es reicht also der Geltungsbereich der obigen Satze auch im Gebiete der Polynom- 
ideale iiber denjenigen der Macaulayschen Siitze hinaus. 


—_— + £ ok ee 
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von a als Durchschnitt gréBter Primiirideale folgende zwei Bedingungen 
erfiillt : 

(A) Die Primarkomponenten q,, beziehungsweise die zugebdérigen 
Primideale p, sind gegenseitig prim. (Es diirfen also keine eingebetteten 
Komponenten vorkommen) *’). 

(B) Alle Primirideale q, sind irreduzibel. 

Im folgenden setzen wir zunichst nur die Bedingung (A) fiir das 
Ideal a voraus. 


Definition II. Ein engerer Teiler des Ideals a ist ein Ideal b, 
das a teilt und nur Primarkomponenten besitzt, die zu den Primidealen 
Pi, +++) Ps gehdren. 

Ein engerer Teil b hat also eine Darstellung 
(37) b = [D,, Dy, .--, Ds], 
wo die Primarkomponente p,, falls sie tiberhaupt auftritt, zum Primideal p, 
gehért und q, teilt. 

Da es bei unserer Untersuchung nur auf die engeren Teiler des 
Ideals a ankommt, ist es von Nutzen, durch die bereits in § 1 angegebene 
Operation alle anderen Ideale in Wegfall zu bringen: Wir gehen zum 
Restklassenring R/a tiber und bilden von diesem den Quotientenring (alle 
Nichtnullteiler werden als Nenner zugelassen), den wir wieder mit 0 be- 
zeichnen. Jedes Ideal von R geht bei dieser Operation in ein bestimmtes 
Ideal von o iiber; wenn wir dann umgekehrt jedem Ideal von 0 das 
umfassendste Ideal von ® entsprechen lassen, das darauf abgebildet 
wurde, so ist eine eineindeutige Beziehung zwischen den Idealen von o und 
denjenigen Idealen von ® hergestellt, die engere Teiler von a sind. 
Summe-, Durchschnitt- und Quotientenbildung bleibt erhalten, ebenso 
die Zeichen =, C, >; insbesondere wird das Ideal a auf das Nullideal n 
von o abgebildet, die Primideale p,, ..., p, auf Primideale p,, ..., p,**) 
in o, die teilerlos sind, analog die zugehérigen Primirideale. Das Null- 
ideal n erhalt die (36) entsprechende Darstellung 


(38) n= [a,, Gg» +++ Gs], 


wo jetzt die einzelnen Primirkomponenten q, nicht nur gegenseitig prim, 
sondern teilerfremd sind. o enthilt ein Einheitselement 1 und zu jedem 
Nichtnullteiler a ein reziprokes Element 1/a. Ist a insbesondere ein 
reguliires Ideal, so ist auch n regular und o soll dann ein reguldrer Ring 
heiBen. 


27) Es wird auch hier wieder die Voraussetzung beibehalten, daB das Einheits- 
ideal nicht unter den zugehérigen Primidealen auftreten darf. 

28) Wir bezeichnen die Ideale in R und die ihnen entsprechenden in o wieder 
mit denselben Buchstaben, da Verwechslung nicht zu befiirchten ist. 
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§ 13. 


Darstellung des Ringes o als direkte Summe primirer Ringe; 
Kompositionsreihe von o. 

Aus der Darstellung (38) des Nullideals von o als Durchschnitt von 
8 gegenseitig teilerfremden Primaridealen kann man nach einem bekannten 
Satz**) eine Darstellung des Ringes 0 als direkte Summe von primiren 
Ringen herleiten. Setzt man nimlich 
(39) 0, = 0: Q; = [Q,, ---, Gi—1s W419 -+ +» Ae 
(40) 0 = 0, + 03+... + D,, 
so folgt zunichst, daB die Summe (40) tatsichlich o ist, weil sie durch 
keines der Primideale p, teilbar ist (es sind alle Summanden mit Aus- 
nahme des i-ten durch p, teilbar). Dagegen ist die Summe 0, + 0, +... +0, 
nur durch das Primideal p, teilbar und daher notwendig ein zu p, ge- 
hérendes Primfrideal; da weiter 0, C q,, 0; C q,, .--, 0, C q,,, ist auch 
0, +0,+...+0,£q,. Hier mu8 das Gleichheitszeichen gelten, da q, 
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache aller Primarideale zu p, ist *). 
Es gilt also 


(41) GQ = 0, + 05+... + O-1 + Of41+...4+0, 

und 

(42) 0 = 0 + gy = (MN: q;) + G. 

Aus (42) folgt, daB die Summe (40) direkt ist, denn es ist der Durchschnitt 
0, (0, +... + O31 + 0741+... +0,) = (n:q) NG = N. 

Die Ringe 0, annullieren sich gegenseitig: 

(43) 0,°0, &[o,, J =n, + + k. 

Weiter folgt aus (42) 

(44) 0, = n:q; ~ o/q;, 


d. h. 0, ist ein primarer Ring vom Typus der Ringe 0 in § 1, der isomorph 
dem Restklassenring von q; in o ist. Wie in §1 ausgefiihrt wurde, ent- 
sprechen die Ideale des Ringes 0, eineindeutig den zu p,; gehdrigen 
Primaridealen des Ringes 0. Insbesondere entspricht q,; das Nullideal n, 
von 0;, dem Primideal p; das Primideal }, des Ringes 0,;; der Exponent 9, 
von n, ist gleich dem Exponenten des Primirideals q,. Das Einselement 
von 0, sei e, Jedes Element a des Ringes o gestattet eine eindeutige 
Darstellung 

(45) a=4,+4a,+...+4, a, €0,; 

insbesondere ist 1 = e, +e, +... +6,. 


2°) Siehe etwa B. L. van der Waerden, Moderne Algebra, Berlin 1931, II. Teil, 
§ 85 SchluB. 

5°) Dies folgt sofort aus der Eindeutigkeit der isolierten Primarkomponente q, 
in (38). 
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Ebenso hat jedes Ideal ¢ von 0 eine eindeutige Darstellung 
(46) c=¢,+¢,+...4+6,, 
wo c, ein Ideal des Ringes o, ist; umgekehrt ist eine jede derartige 
Summe (46) ein Ideal in o. Beispiele dafiir sind: 
o=0,+0,+...+0,, 
nt+n+... +n, 
G = O40, + ---  O-1 +H + OH 41+...4 0, 
Py = 0, + Ot... HOH TPE + 41+... + 9,. 
Ist v,; ein zu p, gehdrendes Primirideal, 0; das ihm gem&B (44) in 0, ent- 
sprechende Ideal, so ist 
(47) DB = 0,+0,+...+5-1,+3;+ 04,4+...4+0,. 
Ist D=d,+...+0, die (46) entsprechende Darstellung eines 
weiteren Ideals D von 0, so bestitigt man leicht die Formeln: 


(48 a) (c, DB) = (¢,, D,) + (cy, D4) +... + (C4, D,), 

(48 b) [c, D] = [c,, 0] + [ce d,] +... + [c,, dg], 

(48c) cD = ¢,°D, + GD, +... + C°d,, 

(48d) c:D = ¢,:D, + ¢.:D, +... + C:D,. 
Ist also 

(49) b = [D,, Dg, .-.., B4] 


die Darstellung eines Ideals b von 0, 0; das v, entsprechende Ideal in 0,, 
so folgt 

(50) b= 5,+5,+...+ 5, 

(Falls in (49) eine Komponente pv, fehlt, d.h. »; = 0 zu setzen ist, so 
ist in (50) DB, = 0,). 

Aus der Darstellung des Ringes 0 als direkte Summe von s primiren 
Ringen kénnen wir sofort eine wichtige Folgerung ziehen. Da nimlich, 
wie in § 5 festgestellt worden ist, in den einzelnen Ringen der Vielfachen- 
kettensatz gilt, so gilt er auch in op: 

Satz 15. Im Ringe o gilt der Doppelkettensatz, d.h. jede Teiler- 
und Vielfachenkette von Idealen bricht im Endlichen ab. Damit ist gleich- 
bedeutend, daB eine. Kompositionsrethe 
(51) nca,ca,c...CcCag=0 
existiert. 

Die Lange K der Kompositionsreihe heiBt die Lange (des Nullideals) 
des Ringes 0, bzw. des Ideals a von ®. Sie ist gleich der Summe der 
Langen der Primarkomponenten q;. Fiir den Ring ® und das Ideal a 
ausgesprochen, lautet Satz 15 so: 

Satz 15a. Fiir ein Ideal a des Ringes R, das der Bedingung (A) 
geniigt, gilt folgendes: 
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Es existiert eine Kompositionsreihe 
aca,ca,c...ca;=8R 

derart, da alle Ideale a,, ..., ax engere Teiler von a sind, jedes Ideal 
echier Teiler des vorhergehenden ist und kein weiteres Glied in die Kette 
eingeschoben werden kann. Durch jeden beliebigen engeren Teiler von a 
lat sich eine derartige Kompositionsreihe ziehen. Die Linge K der Reihe 
ist invariant und heift die Lange des Ideals a. Sie ist gleich der Summe 
der Liingen der Priméirkomponenten von a. 

Bezeichnen wir mit |,, = n, 1, = 1,: Bp -- + |, = 0,: BF die in § 2 ein- 
gefiihrten Ideale in den Ringen 0,, so erhalten wir die Loewysche Kompositions- 
reihe fiir den Ring o in folgenden Idealen: 

2, =1,,+6,+---+], =™ 
(52) r=hith.t--- +h, 


&, = 1, +h, +---+h,- 


Ist 9, der héchste vorkommende Exponent, so ist 2, = 0. 


§ 14. 
Sitze iiber regulire Ringe (Ideale). 
Aus Formel (48d) folgt fiir irgendein Ideal ¢ = ¢,+¢,+...+¢, 
n:(m:¢c) = (n,:(m,:¢,)} +... + (n,2(n,:¢,)}. 
Soll fiir jedes Ideal ¢ von o die Beziehung gelten 
(53) n:(m:c) = ¢, 
so ist hierfiir notwendig und hinreichend (Satz 7), daB die Nullideale n, 
alle irreduzibel sind. In einem regularen Ring 0 gilt also die Formel (53) 
allgemein und es laBt daher jedes Ideal eine Quotientendarstellung 
can:¢ 

zu. Dieses Ergebnis erlaubt es, den Modulsatz 8 von §9 auf die Ideale 
des regularen Ringes 0 anzuwenden, und so kénnen die Sitze 5, 6,7 
und 7a auch auf regulire Ringe ausgedehnt werden: 

Satz 16. Fiir einen reguliéren Ring 0 sind folgende Eigenschaften (jede 
fiir sich) charakteristisch : 


I. Ist 
nca,ca,c...cCax=o0 


eine Kompositionsreihe, so bilden auch die inversen Ideale in umgekehrter 
Rethenfolge eine Kompositionsreihe : 


Nidy =NCNiag_,C...Cnhia, Cnin=o. 
Il. Die Summe der Langen des Ideals ¢ und des inversen Ideals n:¢ 
ist gleich der Liinge K des Nullideals. 
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ILI. Es gilt ausnahmslos die Formel n:(n:c) = ¢ fiir jedes Ideal c. 
IV. Jedes Ideal ¢ gestattet Quotientendarstellung : 
c=n:c’. 
Fiir den Ring R und das Ideal a ausgesprochen, lautet Satz 16 so: 
Satz 16a. Fiir ein regulires Ideal a des Ringes R sind folgende 
Eigenschaften (jede fiir sich) charakteristisch : 


I. Ist 
acacac...cag=8 


eine Kompositionsreihe (gemaiB Satz 15a), so bilden auch die inversen Ideale 
Q:0¢, ~aACQa:ag_-,C...Caia, ca:a=R 

eine Kompositionsrethe. 

Il. Die Summe der Léingen der engeren Teiler ¢ und a:c ist gleich 
der Liinge K von a. 

Ill. Es gilt ausnahmslos die Formel a:(a:c¢) = fiir jeden engeren 
Teiler c. 

IV. Jeder engere Teiler ¢ gestattet Quotientendarstellung : 

c=ma:¢. 

Satz 16 schlieBt die Satze 5, 6, 7 und 7a als spezielle Fille in sich. 
Eine bemerkenswerte Verallgemeinerung gelingt auch fiir den Satz 9: 

Satz 17. In einem reguliren Ring 0 entspricht einem Hauptideal (a) 
als inverses ein reguldres Ideal n:a und umgekehrt. 

Beweis: Sei nach Formel (45) a = a,+a,+...+4,, also 
(a) = a0 = a,-0,+a,-0, +... +4,-0,, dh. (a) ist direkte Summe von 
Hauptidealen (a,) der Ringe 0, Nach Formel (48d) ist 

n:@ = (n,:a,)+... + (u,:a,) = B, +... + D,. 

Hier sind nach Satz 9 die Ideale b,, ..., 0, irreduzible Ideale der 
Ringe 0,,..., 0. Nach (49) und (50) hat also n:a die Darstellung 
n:@ = [v,,..., 0,] mit irreduziblen Komponenten p,, w. z. b. w. 

Ist umgekehrt ¢ = [v,, ..., 0,] = 0, +... +0, ein regulires Ideal, 
so ist nach Satz 9 

N:¢ = (",:0,) 4+... +(n,:5,) = a, 0, +... +4a,0, = ad, 

wenn a@ = a,+... +4, gesetzt wurde. 


§ 15. 
Ein Kriterium dafiir, daB ein Hauptideal regulir sei*'), 
Wie bisher sei ® ein kommutativer Ring mit Teilerkettensatz, der 
noch der weiteren Bedingung geniigen soll, daB er ein Einheitselement 








3!) Die folgende Entwicklung beruht wesentlich auf B. L. van der Waerden, 
Zur Produktzerlegung der Ideale in ganz-abyeschlossenen Ringen, und Zur Ideal- 
theorie der yanz-abgeschlossenen Ringe Math. Annalen 101 (1929), S. 293—308 
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enthalte; S sei die ganze AbschlieSung von R innerhalb des Quotienten- 
ringes. Ist a ein Ideal von ®, so soll Ra denjenigen Quotientenring 
von ® bedeuten, bei dem alle Nichtnullteiler, die relativ prim zu a sind, 
als Nenner zugelassen werden. Dann gilt zunichst folgender Satz: 


Satz 18. Ist p ein héheres Primideal™) von R und umjapt R, die 
ganze AbschlieBung S von KR, so ist jedes zu p gehdrende Primérideal 
irreduzibel ; alle Primdrideale zu p werden von den symbolischen Potenzen*®) p 
geliefert. 

Bevor wir diesen Satz beweisen, leiten wir den folgenden einfachen 
Hilfssatz ab: 


Hilfssatz. Gilt dieGleichung a-c = b-d und ist c = 0 (p), D + O(p), 
so sind die zum Primideal p gehérenden isolierten Komponenten der 
Ideale a und b identisch. 


Beweis: Seia = [a,,a,], b = [b,, b,], wo ina, und b, alle Primar- 
komponenten zusammengefaBt sind, die durch p teilbar sind, wahrend 
a, und 6b, +#0(p) sind und also auch relativ prim zu a, und b,. 
(Besitzt a etwa keine durch p teilbare Primirkomponente, so ist fiir a, 
das Einheitsideal einzusetzen.) Dann ist: 


a,-(a,-c) &[a,,a,]-¢c = a-c=b-dObCH, 
also 


a, © b,:(a,-¢) = b,. 
In derselben Weise folgt b, © a, und somit a, = b, w.z.b.w. 


Beweis zu Satz 18: Ist a€p ein Nichtnullteiler, so ist p ein 
zu (a) gehdrendes Primideal und (a):p => (a). 6 sei ein Element aus 
(a): p, das nicht durch a teilbar ist, dann ist b/a ein echt gebrochenes 
Element des Quotientenringes. Wir kénnen auch voraussetzen, daB 6 so 


und S. 309—311. Von der ersten Arbeit ist fiir unsere Untersuchung von Be- 
deutung hauptsachlich der Satz: ,,Jedes héhere Primarideal ist aquivalent einer 
Primidealpotenz (§ 5); das Resultat der zweiten Arbeit ist, daB ein Hauptideal 
(a) (a2 Nichtnullteiler) nur Adhere Primérkomponenten besitzt, falls der Ring ganz- 
abgeschlossen ist. Wir verlangen oben nicht die ganze Abgeschlossenheit des 
Ringes ®, sondern nur, daB gewisse Quotientenringe die ganze AbschlieBung von 
R umfassen. Die Beweise sind in der Hauptsache den van der Waerdenschen 
Beweisen nachgebildet, aber ohne Benutzung des dort entwickelten Aquivalenz- 
begriffes. 

52) ,,Ein Adheres Primideal ist ein Primideal, das keine echten Primvielfachen 
auBer Nullteileridealen besitzt. van der Waerden, a. a. O. 


83) Die symbolische Potenz p™ ist die zum Primideal p gehérende Primar- 


komponente von p‘; W. Krull, Primidealketten in allgemeinen Ringbereichen, 
Sitz. Ber. Heidelberg 1928, 7. Abhandlung. 
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gewahlt ist, daB (a):b=0(p) ist™). b/a ist aber auch nicht ganz in 
bezug auf R, denn sonst wire nach Voraussetzung b/a€ S CR,, also 
b/ja = c/d mit d+ 0(p), b-d = c-a=0(a) undd =0((a):6) =0(p). 
Es ist nun ¢ = b/a-p ein (ganzes) Ideal des Ringes R*); es kann 
aber nicht ¢ = b/a-p [ p sein, denn daraus wiirde folyen: 
y= (Py Par ++ +s Pr)s 
bla- py = Oy, Pi +--+ Gie Pe, 
a le eR ae <a, ke A ay, ER, 
b/a- Py = Aer Py, + .-. + Gee De, 
also | a;, — 6;,6/a|-p = 0%). Da p kein Nullteilerideal ist, so muB der 
erste Faktor 0 sein, das wiirde aber bedeuten, da® b/a ganz in bezug 
auf ® ist. Es ist also 
¢ = b/a-p + 0(p). 
Ist weiter q ein beliebiges Primirideal zu p, o sein Exponent, also 
pe Sq, so ist 
ce = (b/a)e- pe S (b/a)?-q a O(p). 
Es mu8 demnach in der Reihe 0,1,..., @ einen héchsten Exponenten r 
geben, so daB (b/a)"-q Sp ist, wahrend 
dD = (b/a)'+'-q S (b/a)-p = 
zwar ein (ganzes) Ideal, aber D + 0 (p) ist. Multiplizieren wir mit p"*+', 
so folgt 
dD- prt? = cr7+1.q, 
Daraus nach dem Hilfssatz: 
q= pe +2, 
Es ist also jedes Primirideal einer symbolischen Potenz p' gleich; 
die symbolischen Potenzen kénnen aber in einer Reihe angeordnet werden: 
p 2 p® > p® > 2p”>.., 


und es ist klar, daB kein Glied dieser Kette Durchschnitt zweier friiherer 
Glieder, die echte Teiler sein miissen, sein kann. Es sind also alle 
Primirideale zu p irreduzibel, wie der Satz behauptet. 


54) Ist (a): p = (a, d,,..., b,) und ware (a):b, = 0O(p) fir # = 1, 2,..., 8, 
so wire auch (a): ((a): p) = (a): (b,, ..., b,) = [(a):6,, .-., (@):b,) 0 (p). Das 
ist aber nicht wahr, denn ist q die (isolierte) zu p gehérige Primirkomponente 
von (a), so ist (a): p #0 (q) und daher notwendig (a): ((a): p) =9(p). Wegen 
Formel II von § 4 ist sogar 

(a): ((a): p) = p. 

85) Fir diese Aussage ist die Voraussetzung, daB R ein Einheitselement ent- 
halte, Vorbedingung. 
=0 fir i+k 


36 
1%) 1 for i= k. 
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Satz 19. Ist a ein Nichtnullteiler des Ringes R (mit Teilerkettensatz) 
und umfaBt R, die ganze AbschlieBung S von KR, so ist das Hauptideal (a) 
regular. Insbesondere ist jedes Hawptideal (a) reguléir, wenn a Nicht- 
nullteiler und der Ring R ganz abgeschlossen in seinem Quotientenring ist. 

Beweis: Wir zeigen zuerst, daB das Hauptideal (a) der Bedingung (A) 
fiir regulare Ideale (§ 12) geniigt. Das ist jedenfalls dann der Fall, 
wenn jedes zu (a) gehérende Primideal ein héheres ist, da héhere Prim- 
ideale immer gegenseitig prim sind. Sei nun p ein zu (a) gehdériges 
Primideal, also (a): p > (a); ist 6 €(a):p und 6+0(a), so ist b/a ein 
Element des Quotientenringes, das nicht ganz in bezug auf ® ist; denn 
sonst ware nach Voraussetzung blac SC OR,, also bla =c/d mit d 
relativ prim zua; aber b-d =c-a=0 (a), b=0 ((a):d)=0(a) fiihrt 
zum Widerspruch. 

Ware nun p kein héheres Primideal, eo gabe es ein echtes Prim- 
vielfaches r von p, das nicht Nullteilerideal ist. 5/a-r ist ein (ganzes) 
Ideal von ®, und es folgt ebenso wie oben, daB 

b/a-t + 0 (r) 
ist, weil 6/a nicht ganz in bezug auf ® ist. Andererseits ist 
(b/a-t)-p = (b/a-p)-r = 0 (x), 
und, da r Primideal, notwendig p = 0 (r), d. h. p = r. 

Damit ist gezeigt, daB das Ideal (a) der ersten Bedingung fiir 
regulire Ideale geniigt; daB es auch der zweiten geniigt, zeigt Satz 18. 
Denn ist p ein zu (a) gehériges Primideal, so ist R, © R, und somit 
auch S € R,, so daB alle zu p gehérenden Primirideale irreduzibel sind *’). 


87) Satz 19 gibt eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung an. 
Es ist leicht einen Ring R anzugeben, der nicht ganz abgeschlossen ist und in 
dem trotzdem jedes Hauptideal regular ist. Ist namlich /(z,, z,) = 0 die Glei- 
chung einer irreduziblen Kurve, die im Endlichen einen singuliren Punkt besitzt, 
so ist der Restklassenring des Ideals (f) im Polynombereich K [x,, 2.] ein Ring R 
ohne Nullteiler, der nicht ganz abgeschlossen ist; trotzdem ist jedes Hauptideal 
dieses Ringes nach einem Satze Macaulays regular (Mg, § 71). 


(Eingegangen am 20. 11. 1933.) 








Die determinantenfreien Sitze bei linearen 
Integralgleichungen. 
Von 


Rudolf Iglisch in Aachen. 


I. Fiir die lineare Integralgleichung 
(1) y(z) — Af K(x, Ey (ede = f(x), 
in der der (nicht notwendig symmetrische) Kern K (z, &) zuniichst etwa 
als stetig vorausgesetzt sei und das Integral wie alle folgenden iiber irgend- 
einen (nicht notwendig eindimensionalen) abgeschlossenen Grundbereich 
erstreckt werde, kann man die determinantenfreien Sitze wie folgt aus- 
sprechen: 

1. Alternative: a) Entweder besitzt die homogene Gleichung 
(2) y(z) — Aj K(x, &) p(é)dé = 0 
nur die Lisung p(x) = 0; dann besitzt die inhomogene Gleichung (1) eine 
und nur eine Lésung; 

b) oder die homogene Gleichung (2) hat eine Lésung w(x)+0; dann 
besitzt (1) im allgemeinen keine Lésung. [In diesem Falle nennen wir A 
einen Eigenwert des Kernes K (z, &)]. 

2. Die Eigenwerte hiiufen sich nicht in der endlichen komplexen A-Ebene. 

3. Fiir jeden Wert 4 ist die Anzahl der linear unabhingigen Lésungen 
von (2) beschriinkt und gleich der Anzahl der linear unabhingigen Lésungen 
der adjungierten homogenen Gleichung 
(3) y (2) — Af K(é, 2) p(é)dé = 0. 

4. Ist A ein Eigenwert, so ist Gleichung (1) dann und nur dann lésbar, 
wenn f(x) zu allen Eigenfunktionen von (3) orthogonal ist. 

I. Relativ schnell und ohne groBe Miihe kann man nun (etwa nach 
der Fredholmschen Auflésungstheorie')) die Saitze 1 und 2, sowie 3 fiir 
den Fall, daB A kein Eigenwert von (2) ist, beweisen, ferner von 4 die 
Teilaussage, daB die genannte Orthogonalitaitsbedingung fiir die Existenz 
einer Lésung von 1 notwendig ist, und von 3 bei Vorliegen eines Eigen- 


1) Eine kurze Darstellung des hier Vorausgesetzten findet sich z. B. bei: Frank- 
v. Mises: Die Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik Bd. 1, 
2. Aufl., Braunschweig 1930, Kap. XII, § 1. 
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wertes A die Teilaussage, da8 die Anzahl der Eigenfunktionen von (2) und 
(3) beschrankt ist*). 

In § 1 der vorliegenden Arbeit sollen aus diesen als bekannt voraus- 
gesetzten Resultaten die noch fehlenden Teile der determinantenfreien 
Siatze in elementarer Weise abgeleitet werden‘). 


II. Es ist nun ein Nachteil der Fredholmschen Theorie, daB sie — 
nimlich bei Anwendung des Hadamardschen Determinantensatzes — die 
Beschranktheit des Kernes K (xz, &) voraussetzen mu8. Es treten jedoch 
in den Anwendungen haufig unbeschrinkte Kerne auf, die aber im Inte- 
grationsgebiet integrabel sind und die Eigenschaft besitzen, da8 ihr n-ter 
iterierter Kern K™ (z, &) ein der Fredholmschen Theorie zugiinglicher be- 
schrinkter Kern ist; dabei sind die iterierten Kerne rekursiv definiert 
durch die Formel 


(4) K(x, 8) =[K-%(z, 9) K(0,8)do; K(2, &) = K(z, &). 


Es ist sofort ersichtlich, da8 mit K)(z, £) auch alle folgenden iterierten 
Kerne K+™(z, &) beschrinkt sind. Schon Fredholm hat bemerkt, daf 
fiir solche Kerne die determinantenfreien Siatze bestehen bleiben. Die Be- 
weise sind spater stark vereinfacht worden, besonders von Erhard Schmidt, 
der unter der Voraussetzung, daB K (zx, £) symmetrisch ist, zu einer sehr 
einfachen Theorie solcher ,,uneigentlich singuliren‘’ Integralgleichungen 
gelangt‘). Fiir den nichtsymmetrischen uneigentlich singularen Kern fand 
ich jedoch bisher nirgends eine kurze Ableitung der determinantenfreien 
Satze; daher soll sich § 2 dieser Arbeit in engem Anschlu8 an E. Schmidt 
mit diesem Problem beschaftigen, zumal man in einem Hauptanwendungs- 
gebiet der Integralgleichungstheorie auf solche Kerne st6é8t, naimlich in 
der Potentialtheorie. So fiihrt ja in der Ebene die dritte Randwert- 
aufgabe auf einen Kern, fiir den der zweite iterierte stetig ist; beim rium- 
lichen Problem fiithren alle drei Randwertaufgaben auf Kerne, bei denen 
erst der dritte iterierte stetig ist’). 


*) Vgl. dazu etwa Erhard Schmidt: Math. Annalen 68 (1907), S. 445 und 410. 
In dieser Allgemeinheit findet sich der letzte Satz nicht in dem in Anm.'*) zitier- 
ten Buch. 

8) Uber den Kern K(x, 5) brauchte dabei nur vorausgesetzt zu werden, daB 
fir ihn die oben erwahnten Teilsitze schon sichergestellt sind. 

*) S. 447/48 der in Anm. *) genannten Arbeit. Vgl. auch die Reproduktion 
der Darstellung von E. Schmidt in dem in Anm.') genannten Buch, Kap. XII, 
§ 4, 2. Auf diese Darstellung werden sich in § 2 stets die eingeklammerten Seiten- 
angaben beziehen. 

5) Vgl.z. B. W. Sternberg, Potentialtheorie II (Sig. Géschen. 944, 1926), S. 119 
und 123 ff. 
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§ 1. 
Beschrinkter Kern. 

In diesem Paragraphen werden die Sitze des Absatzes I als giiltig 
angenommen und daraus die restlichen Teile der determinantenfreien 
Satze gefolgert. Ich beginne mit dem vollstindigen Beweis von Satz 3: 
P, (Z), --- Ym (xz) mégen ein normiertes Orthogonalsystem der Eigenfunk- 


tionen von (2) bilden, ebenso y, (z),... y,(x) von (3); es sei also 
‘as mS fiir w+ », 
J ru(a)G(a)da=) os. pail 


wenn mit dem Querstrich wie iiblich der Ubergang zur konjugiert-kom- 
plexen GréBe angedeutet wird. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 
kann »=>m angenommen werden. Zu beweisen ist: » = m. 

Wire im Gegenteil n >m, so bilde man den neuen Kern‘) 
(5) K, (2, &) = K(z, &) — ¥, (2) A (). 
Dieser Kern besitzt zum Eigenwert A als normiertes Orthogonalsystem der 
Eigenfunktionen gerade 9,(z), ... @m(x), K,(&, x) gerade yp, (z),... yp(z); 
die Eigenfunktionen g, (x) bzw. y,(x) sind also fortgefallen. Sei namlich 
etwa (zx) eine solche Eigenfunktion, d. h. 


(6) ® (x) — A K(x, &)@(é)d= = — AV, (2) (H,, ); 
dabei ist wie gebrauchlich abgekiirzt 


(t, 9) = f(z) g(z) dz. 
Multiplikation von (6) mit y,(z) und Integration liefert unter Beachtung 
der Normierungsbedingung (y,, ¥,) = 1 


(®, y,) — Aff vi (2) K (a, )@(8)dédz = —2G,, ). 


Da der Ausdruck linker Hand wegen (3) verschwindet, folgt die wichtige 
Gleichung 


(7) (9;, ) = 0, 


die sofort (x) + ,(x) nach sich zieht. Andererseits ersieht man wegen 
(7) aus (6), daB ®(x) Eigenfunktion von K(z, &) zum Eigenwert A sein 
mu8 und daB tatsichlich ¢,(z),..- @,(z) Gleichung (6) befriedigen, da 
wegen der Orthogonalitatsbedingungen (g,, y,) = 0 fiir »+ 1 die rechte 
Seite verschwindet. Damit ist aber unsere Behauptung bewiesen, wenn 


®) Urspriinglich hatte ich mit einem verwickelter gebauten transformierten Kern 
gerechnet. Herr O. Blumenthal machte mich freundlicherweise darauf aufmerksam, 
da8 man schon mit diesem einfachen transformierten Kern auskommt. Vgl. auch 
E. Schmidt, Math. Ann. 65 (1908), S. 387. 
Mathematische Annalen. 110. 15 
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man beziiglich der Aussagen iiber den Kern K,(&,z) noch bedenkt, da8 
der entsprechende Schlu8 auch fiir diesen Kern Giiltigkeit besitzt. 
Ebenso folgt, daB der Kern 


K, (x, =) = K, (x, &) — 0, (x) @, (&) 


auch g,(z), K,(&, z) auch y,(z) nicht mehr als Eigenfunktion besitzt usw. 
SchlieBlich ist daher fiir den Kern 


(8) K,,(2, §) = K(z, &) — Z%, (a) @, (é) 


A tiberhaupt kein Eigenwert mehr, wihrend y+, (z), ... yx (x) noch Eigen- 
funktionen zu AK,,(&,z) wiren, was dem schon bekannten Teil des 
Satzes 3 widerspricht. 

Um jetzt Satz 4 vollstindig zu erledigen’), setze man voraus, daB 
die rechte Seite f(z) von (1) zu allen y,(z) orthogonal ist. Hiatte (1) 
eine Lésung y(z), 80 ware 


(9) y (2) — Af Ku (x, Ey (dE = f(2) + ALG, (2)-a, 
it 
(10) a, = (y, G). 


Umgekehrt lése man (9) mit beliebigen Konstanten «,, was ja médglich 
ist, da K,,(z, &) nicht den Eigenwert / besitzt. Das erhaltene y(z) wird 
Lésung von (1) sein, wenn man zeigen kann, da (10) von selbst erfiillt 
ist. Dazu setze man zunichst mit dem erhaltenen y(z) 


Be = (y, 1); 
dann ist «a, = 8, zu zeigen. Das folgt aus (9) durch Multiplikation mit 
yu(z) und Integration, wenn man die Orthogonalitatseigenschaften 
(yu, ¥,) = 0 fiir » + uw beachtet. 
Damit sind die determinantenfreien Satze fiir eine der Fredholmsche: 
Theorie zugangliche Integralgleichung vollstandig bewiesen. 


§ 2. 
Uneigentlich singulire Integralgleichungen. 


Sei jetzt K (x, &) nicht mehr im ganzen Integrationsgebiet beschrinkt, 
aber K(x, &) ein der Fredholmschen Theorie zugiinglicher Kern. Nimmt 


7) Dieser Satz wurde iibrigens schon von E. Schmidt durch Zwischenschaltung 
einer Integralgleichung mit symmetrischem Kern in elementarer Weise bewiesen. 
Vgl. S. 459—461 der in Anm. *) zitierten Arbeit. 
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man zunichst an, y(xz) sei eine Lésung von (1), so folgt durch schritt- 
weises Ejnsetzen 
(11) y (x) — an [ K™ (a, &)y (E)dE = f(z) 
mit 
(12) fa(z) = fe) +AfK (a, Ef (@)AE +2] K(x, OF (OEE +... 
+ an-1 [ Ke—0(zx, 8) f (8d. 
Hat man umgekehrt das Problem (11), (12) gelést, so befriedigt die Lé- 


sung y(z) auch die Gleichung (1), wofern nicht 4" Eigenwert von Kz, &) 
ist; denn man verifiziert leicht durch Einsetzen, daB neben y(z) auch 


(13) y* (x) = f(z) +A/ K(x, &)y (8 dé 


Lésung von (11) ist (S. 539), und weil 4" kein Eigenwert von K™ (z, &) 
sein sollte, folgt 


y (z) = y* (2). 
Gleichung (13) besagt aber dann, daB y(x) Lésung von (1) ist. 
Wir stellen nach E. Schmidt noch folgendes fest: Hat K (x, &) den 


Eigenwert 4, so hat K® (x, &) den Eigenwert 4”. Umgekehrt folgt (S. 537): 
Hat K™ (xz, &) den Eigenwert 4", so hat K(z,&) mindestens eine der 


n Wurzeln VA" zum Eigenwert, und jede Eigenfunktion ® (x) von 2" K™ (z, £) 
ist darstellbar als eine Summe 


@(x) = 


ll Me 


®, (x), 

=1 

wo ®,(x) Eigenfunktion zu ¢,4 K(z,&) ist, wenn e, = yI fir y=1,2,...n 
je eine der n n-ten Einheitswurzeln bedeutet. Dabei ist also ®,(xz) = 0 
zu setzen fiir jedes v, fiir das ¢,A nicht Eigenwert von K(z, &) ist. Aus 
diesen Bemerkungen folgt sofort, daB unser Satz 1a) sicher dann zu Recht 
besteht, wenn 4" kein Eigenwert von K‘ (z, &) ist. 

Um aber Satz la) in vollem Umfang sicherzustellen, mu8 noch fol- 
gender Fall untersucht werden: / sei kein Eigenwert von K(z, &), woh! 
aber mindestens ein ¢,4. Zuniichst zeige ich, daB dann, obwohl K™(z, &) 
den Eigenwert 4" besitzt, das Problem (11), (12) fiir jedes f(x) lésbar ist. 
Dazu ist nur zu zeigen, daB 


(14) J fa(@)¥ (x) dx = 0 
gilt fiir jede Eigenfunktion ¥ (x) von 
(15) Y (x) — an K™ (E, 2) P(E) dE = 0. 


15* 
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Fiir das Folgende beachte man, daB A™(£,z) auch der n-te iterierte 
Kern zu K(é, z) ist. Wir wissen dann, daB K(&,z) mindestens einen 
Eigenwert ¢,A besitzt. Wir werden spiter zeigen, daB A selbst nicht 
Eigenwert zu K(é,z) ist. Dies zunichst angenommen, kénnen wir aus- 
sagen, daB sich (x) darstellen la8t als eine Summe von Eigenfunktionen 
des Kernes K(&, z) zu den Eigenwerten ¢,4, soweit diese Zahlen Eigen- 
werte sind. -‘Sei Y,(z) Eigenfunktion von K(é,z) zu ¢,4 mit e,+1 
(nach der Annahme). Es geniigt, (14) zu beweisen fiir Y(z) = WY, (z). 
Man berechnet sukzessiv 


f ta(a)¥, (2) dx = ff (x) ¥, (x) dx + =f fe—a(2)¥,(z) da 
1 


= fi(e)P,(x)d2 (1+ —) + 5) hr—aey¥ @)de 


\ &) 


= [i(a)¥, (2)de/1 +o+5t+... +3=i} 
Die letzte Klammer verschwindet aber fiir ¢, + 1. 

Es bleibt somit nur noch zu zeigen, daB, wenn A kein Eigenwert 
von (2) ist, A auch nicht Eigenwert von (3) sein kann. Dieses Kernstiick 
der Theorie kann man kurz so erledigen: Nehmen wir einmal im Gegen- 
teil an, A sei doch Eigenwert von (3). Dann ist 4“ Eigenwert von 
K™ (—,z) und fiir alle diese iterierten Kerne gilt bei mn die Fred- 
holmsche Theorie; aus dieser folgt, daB 4" auch Eigenwert zu K™ (z, &) 


ist. Dann wissen wir aber, daB zu jedem m mindestens ein A yl Eigen- 
wert zu K(x, &) ist, und zwar mit ¥] +1; das liefert: Mindestens ein 


x(Vi) ist Eigenwert zu K™ (zx, &). LaBt man m z. B. alle Primzahlen 
oberhalb n durchlaufen, so erhailt man auf dem Kreis vom Radius | |" abzahl- 


bar unendlich viele verschiedene Kigenwerte des Kernes K™ (z, £) (da yl=1 


ausgeschlossen war), was gegen Satz 2 verstéBt, der ja fiir K™ (zx, &) 
gelten muB. 


Wir wissen jetzt, daB (11), (12) lésbar ist. Nun folgt nach der an 
(13) angeschlossenen SchluBweise 
y (x) — y* (x) = (2), 
wo ®(z) wie friiher der Gleichung 
@ (2) — a | K (x, £)@() dE = 0 
geniigt. Dabei kénnen wir wieder setzen 
@ (xz) = @, (x) + D(z) + ... + O,_, (2), 
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wo @,(x) Eigenfunktion des Kernes K(x, &) zu ¢,4 ist mit e, +1. 
Mindestens ein ®,(z) ist nicht identisch Null. Dann verifiziert man 
leicht, daB 


n—1l 
é 
y(z) + »” ——@, (2) 
v=1 2s 
Lésung von (1) ist. DaB es die einzige ist, folgt wie friiher aus der Tat- 
sache, daB die homogene Gleichung (2) nicht lésbar ist. 

Damit ist unser Satz la) fiir den Kern K (zx, &) erwiesen. Satz 1b) 
folgt genau wie beim stetigen Kern. Satz 2 ist auch leicht einzusehen; 
denn ein Haufungspunkt von Eigenwerten von K(x, &) in der endlichen 
4-Ebene wiirde AnlaB zu einem ebensolchen Haufungspunkt von Eigen- 
werten fiir K™ (xz, &) geben, was nicht méglich ist. Der erste Teil von 
Satz 3, der die Beschrinktheit der Anzahl der linear unabhingigen Lé- 
sungen von (2) bzw. (3) behauptet, folgt ebenfalls leicht aus der Be- 
merkung, daB jede solche Eigenfunktion auch Eigenfunktion zu 4" K™ (z, &) 
bzw. A" K™/(&, z) ist. Damit sind alle in Absatz I aufgestellten Sitze 
fiir unsere uneigentlich singulire Integralgleichung bewiesen. Der Rest 
des Satzes 3 und Satz 4 folgt damit aus dem in § 1 Bewiesenen. 


(Eingegangen am 12. 3. 1934.) 








Uber indefinite Variationsprobleme. 


Von 


Wilhelm Damkéhler in Minchen. 





Ejinleitang. Zweck der Arbeit. Stellt man in der Variations- 
rechnung die Frage nach dem absoluten Minimum, so ist zu ihrer Beant- 
wortung der einzige bis jetzt bekannte Zugang das von Hilbert 
ersonnene Hiufungspunktverfahren. Dieses setzt fiir sein Gelingen 
wesentlich die gleichmaBige Beschrinktheit der Bogenlingen der Ver- 
gleichskurven voraus, wofiir es zwei Kriterien gibt: 

1. Es wird der Integrand g(z,y,2,¥#) positiv definit vorausgesetzt') 


g(z,y,7,/) >m>O0 fir (z,y)< 8, 24+ 7 =1. 


2. Es wird fiir alle geschlossenen rektifizierbaren Kurven C des Be- 
reiches 8 das Positivsein des Kurvenintegrals 


f o(2.y.#, ae >0 
c 


gefordert*). 

Im Kleinen, d. h. in einer gewissen Umgebung eines Punktes sind 
diese beiden Kriterien véilig aquivalent, wie in der ersten Hialfte des § 3 
der vorliegenden Arbeit dargetan wird [Formel (3, 6)]*). Die Frage erhebt 
sich nun, ob diese Aquivalenz auch im Groen statthat. Ihre Be- 
antwortung ist der Zweck dieser Untersuchung. 

Das Ergebnis ist dieses: 

Wird in einem einfach zusammenhingenden beschrinkten Jordan- 
bereich % (d. i. ein von einer Jordanschen Kurve begrenzter Bereich) 
der z, y-Ebene ein analytisches Variationsproblem 


No = f ote, y,, 9) dt = Min. 
2 


1) Vgl. L. Tonelli, Fondamenti di caleolo delle variazioni, Bd. II (Bologna 
1923) 8.10. Hier findet sich auch die Altere Literatur angegeben. Im folgenden 
wird dieses Werk als Fondamenti zitiert werden. 

2) Vgl. C. Carathéodory, Uber die Existenz der absoluten Minima bei regu- 





laren Variatic b] auf der Kugel, Ann. scuola norm. sup. Pisa (2) 1 (1932), 
8. 79/87. — L. ‘Tonelli, Sull’ esistenza del minimo in problemi di calcolo delle 
variazioni, Ann. scuola norm. sup. Pisa (2) 1 (1932) S. 89/99. 

5) Satz und Beweis verdanke ich Herrn Prof. Carathéodory. 
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in der WeierstraBschen Normalform gegeben‘), so gilt folgendes 
Theorem: Bedeutet € die Menge aller geschlossenen rektifizierbaren 
Kurven C aus 8 und 
f ole» & sae 


(E, 1) m = Unt. Gr. © ; 
e<é p Wipe 
Cc 





so gibt es zu jeder Zahl « > 0 eine in B eindeutige, stetige, mit stetigen 
ersten Ableitungen versehene Funktion (a, y), die 


(E,2) g(x,y, cos d,sin 8) + 9, (2, y)-cos? + y,(z,y)- sind > m—e 


macht fiir alle (x,y) << 8,0 [90 22. Da B ein einfach zusammen- 
hiingender Jordanbereich ist, kann (x,y) sogar als Polynom genommen 
werden. Hingegen darf man im allgemeinen in (E,2) nicht ¢ = 0 setzen, 
solange die Forderung nach der Stetigkeit der Ableitungen y,{x,y), Py(z, y) 
aufrechterhalten wird. 

Hieraus entnimmt man ohne Schwierigkeit die Aquivalenz der beiden 
obengenannten Kriterien im ganzen Bereich 8, sofern m > 0 ist; man 
beachte dazu nur, da8 zugleich mit 3, auch dasjenige Integral 3, ein 
absolutes Minimum annimmt, welches aus 3, hervorgeht, indem zum 
Integranden g(z,y,7,y) irgendein vollstindiges Differential hinzugefiigt 
wird, und umgekehrt. 


Methodisches: Zur leichteren Beweisfiihrung mache ich durch die 
ganze Arbeit hindurch die zusitzlichen Annahmen 





m > 0 
und 
1% N= Gr = — Fy = Gr SHO 
fiir (z, y) < 8, + y* = 1, 


von denen man sich jedoch zum SchluB ($15) ganz leicht wieder be- 
freien kann. Dann zerlege ich die Aussage des Theorems in zwei Teile: 


4) Vgl. Bolza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung (Berlin 1909), Kap. 5, 
§ 25, insbes. S.195 oben. Unsere Forderung hat als wichtigste Folgerung die 
positive Homogenitat 


g(z,yh-&,h-y) =h-g(z,y, zy) fir h =O, 
welche in der ganzen Arbeit eine groBe Rolle spielen wird. 
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1. Aus (E,1) folgt die Existenz wenigstens einer in 8 eindeutigen 
stetigen Funktion g (z, y) mit stetigen ersten Ableitungen ,(z, y), py(z, y), 
welche fiir alle (x,y) <8 und OS P= 2a 


(E,4) g(x,y, cos, sin 8) -+ p,- cos P+ gy-sind > m' > 0 


macht, mit einer gewissen Konstanten 0< m’ <= m; das fiihrt zum 
Existenzsatz des § 1. 


2. Zu jeder Zahl « > 0 gibt es eine in B eindeutige stetige Funk- 
tion y(z,y) mit stetigen ersten Ableitungen, welche (E,4) mit 
(E, 5) m' =m—e 
befriedigt (Satz 9 in § 13). 

Der Beweis von (E,4) beruht auf der folgenden fiir die ganze Unter- 
suchung grundlegenden Tatsache (§ 2, Satz 1): Ist g(z,y,z, y) ein positiv 
regulares analytisches Variationsproblem in der WeierstraBschen Form, d. h. 
also: ist 

9, (z,y,cosd,sin?)>u>0 fir 0S 0 < 22, 
und wird fiir festgehaltenes (x,, y,) <8 durch 
ous —§5 (Zp, Yo COS #, sin 0) 


a7 — 9; (Zor Yo, ©08 #, sin 8) 09S052n 


in einer a, b-Ebene eine einfach geschlossene konvexe Kurve gegeben, die 
Figuratrix des Variationsproblems g(z,y,z,y) im Punkte (z,, y,), so 
haben alle und nur die Punkte (a,5), die im Innern oder héchstens noch 
auf dem Rande des von ihr umschlossenen konvexen Gebietes ©,, ,, 
liegen, die Eigenschaft, den Ausdruck 


9 (Zp, Yo, C08 8, sin 8) + a-cos# + b-sind > 0 


zu machen fiir alle 0 <= # < 22, und das Gleichheitszeichen kann hier 
dann und nur dann eintreten, wenn (a, 5) ein Punkt der Figuratrix, d. h. 
auf dem Rande von 6,,,, ist. 

Deute ich mir daher fiir jedes (x, y) < B die GréBen p,(z, y), py (x, y) 
als die rechtwinkligen Koordinaten eines im allgemeinen mit 2, y ver- 
anderlichen Punktes einer a, b-Ebene 


a= 92(2,y), 6 = o,(z,y), 
so handelt es sich bei (E,4) doch nur darum, nachzuweisen, daB es, falls 
m > 0 ist, im Innern eines jeden G,, und in endlichem Abstand von 
seinem Rande einen solchen Punkt (9,, y,) wirklich gibt. Zu dem Ende 
mache ich die G,, veranderlich: Es lassen sich namlich zwei Polynome 
Po(Z,¥), Yo (x,y) in B finden, die, als Koordinaten eines Punktes 


a=p,(z,y), 6=4,(z,y) 
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gedeutet, fiir jedes (z,y)~< $8 im Innern des zugehérigen G,, gelegen 
sind und von dessen Rand einen Abstand > 5 haben (§ 3, Satz 2 und 


erste Hiilfte des § 4). Von (p,,q,) aus als Ahnlichkeitszentrum vergréBere 
ich dann ($$ 4 und 5) die G©,, in dem von z,y unabhangigen Verhiltnis 2 
(A = 1 fiihrt also zu G,, selbst) und suche die untere Grenze A* > 0 
dieser VergréSerungsverhiltnisse auf, so da8 es fiir kein 0< i < A* 
noch eine in 8 eindeutige stetige, mit stetigen ersten Ableitungen ver- 
sehene Funktion g(z,y) gibt, deren geometrische Reprisentanten 9, py 
fiir jedes (x, y)< 8% nicht auBerhalb des im Verhiltnis 4 vergréBerten 
konvexen Gebietes zu liegen kommen. Damit (E,4) iiberhaupt erfiilt 
werden kann, ist A* <1 notwendig und hinreichend. 

Man findet nun, und das ist das Hauptresultat der in den §§ 1 bis 
11 entwickelten Theorie, da8 diese untere Grenze A* zusammenfillt mit 
dem Maximum’) des Funktionals Z(C) (4,3) innerhalb der Klasse € aller 
geschlossenen rektifizierbaren Kurven C aus 8, und da dieses Maximum 
A* <1 wird, sobald m > 0 ist (Ende des § 4). Dieses Hauptresultat, 
das in der Gleichung (8,2) seinen priizisen Ausdruck gefunden hat, er- 
scheint auf Grund der Entwicklungen der §§ 9 und 11 als eine unmittel- 
bare Folge einiger Siatze aus der Theorie der ,,Funktionen geringster 
Steilheit“, die ich in $10 angefiihrt habe; sie erst erméglichen eine 
Verbindung der an sich so verschiedenartigen Bedingungen (E, 1) und (E, 2). 

Um was es sich bei dieser Theorie handelt, laBt sich schon an einem 
Beispiel leicht klarmachen: Es sei in einem Rechteck ® der x, y-Ebene 
ein mit Durchlaufungssinn versehenes Stiick M 
eines Einheitskreises gegeben, und es werde nach ZR 
denjenigen in R eindeutigen stetigen Funktionen Re 
f(z, y) von méglichst kleiner Seilheit*) 7, gefragt, R 
die langs M monoton wachsen mit einem Anstieg : 
=> 1; d.h. also: lings jedes Teilbogens MM’ von ihe 
M mit dem Anfangspunkt (z,,y,) und dem Endpunkt (z,, y,) gilt die 
Ungleichung 














(22 Ye) 
(E, 6) f (tay) —f(2y:) = f ds. 
(yy) 
Die Beziehungen nun, welche zwischen der Steilheit 7, und der Punkt- 
menge WM bestehen, sofern von 7, méglichste Kleinheit bei Aufrecht- 
5) Die Existenz dieses Maximums wird im Anhang bewiesen werden. 
6) Als Steilheit einer Funktion f(x, y) in R bezeichne ich: 


T. = Ob. Gr. | f (x2, Yo) — f (2 ¥;) | 


t @ <2 Veg — 2, + (ye—m)* 
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erhaltung von (E,6) verlangt wird, machen den Inhalt der Theorie der 
Funktionen geringster Steilheit aus. 

Der Beweis von (E, 5) griindet sich auf ganz ahnliche Betrachtungen 
wie der Beweis von (E,4) und besteht im wesentlichen in einer Uber- 
tragung der Formel (E,4) auf das im allgemeinen nicht mehr positiv 
regulire Variationsproblem 

F(a,y, 2,9) = g(x,y, 2, y) — (m — e)- Va? + y?, 
fiir welches 


> j(=, 9 2, 9)at 


Unt. Gr. —. =e>0 


c<€ fb Ves Fa 
¢ 





ist. Die Ubertragung wird durch den Umstand kompliziert, daB die 
Figuratrix von (x,y,z, y) nicht mehr eine einfach geschlossene konvexe 
Kurve zu sein braucht, sondern Spitzen und Doppelpunkte haben kann; 
hierin auBert sich eben die Tatsache, daB (2, y,z,y) nicht mehr positiv 
regular ist, d. h. 9, (z, y,cos #,sind) = 0 werden kann. Fiir die Einzel- 
heiten der Beweisfiihrung mu8 ich daher auf die §§13 und 14 verweisen 
und erwihne hier nur noch, daB der Beweis von (E,5) mit dem Beweis 
von (13,14) gleichbedeutend ist. 

In § 12 zeige ich an einem Beispiel, da8 im allgemeinen ¢ = 0 in 
(E, 2) verboten ist, solange die Ableitungen g,(z,y), p,(z, y) stetig sein 
sollen. 

SchlieBlich ist es auch noch méglich, die Voraussetzungen unseres 
Theorems etwas zu mildern: wir brauchen nimlich von dem Integranden 
g(z,y,Z,y) nur Stetigkeit in allen vier Argumenten und die positive 
Homogenitat 

g(z,y,ha,hy) =h-g(z,y,z,y) fir h>O 
zu fordern, da sich jedes solche g(z,y,z,y) mit beliebiger Genauigkeit 
(etwa bis auf den gegebenen Fehler c’ > 0) durch ein analytisches Varia- 
tionsproblem 9 (x,y, Z, y) in der Weierstra8schen Form approximieren laBt: 


|g (2, y, cos 3, sind) — g(x,y, cos 8, sin d)| < 
fir alle (z,y) <8, OS 0 < 22. 


§1. 
Ich wende mich zum Beweise des in der Einleitung ausgesprochenen 
Theorems und gehe zunichst darauf aus, den folgenden Existenzsatz auf- 
zustellen: 
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Existenzsatz: Ist in dem einfach zusammenhingenden ab- 
geschlossenen Jordanbereich 8 mit rektifizierbarer Randkurve’) das ana- 
lytische Variationsproblem g(z,y,Z,y) in der WeierstraBschen Form 
gegeben, ist dieses Variationsproblem in % positiv regular, d. h. also 
(1,1) 9,(%,y,2,y) =>eu>0 fir (z,y)<B und 2+ y'=1, 
und ist 


f ov y, x, y) dt 


(1, 2) m = Unt. Gr. — >0 
c<e ey ea 
Cc 





innerhalb der Klasse € aller geschlossenen rektifizierbaren Kurven C aus 8 
(die auf einen willkiirlichen Parameter ¢ bezogen sein mégen), so gibt es 
in 8 eindeutige stetige Funktionen (z,y) mit stetigen ersten Ab- 
leitungen yz, ,, die 

(1,3) g (2, y, cos B, sin #) + p,-cosd + g,-sind > m’ > 0 


machen fiir alle (z, y)< 8,0 <= 0 < 22. Der einfache Zusammenhang 
des Bereiches B® gestattet, die m(z,y) sogar als Polynome zu wihlen. 
Wegen (1,3) gilt natiirlich stets die Ungleichung m > m’. 

Ich werde im folgenden haufig die bequemere Schreibweise 
g(x,y, cos #, sin #) = g[x, y, 0], 9, (x, y, cos #, sin #) = g, [z, y, 0] usw. 
gebrauchen und statt dessen gelegentlich auch g(#)... schreiben, wenn 
es nicht auf die Bezeichnung der z,y ankommt. 


§ 2. 

Zum Beweise dieses Existenzsatzes ist es nun von grofem Vorteil, 
fiir jeden festen Wert (z,y)< 8 die Funktionen 
(2, 1) g (8) + a-cosd + b-sin#, 0s 022 
in ihrer Abhangigkeit von den Konstanten a, 6 zu untersuchen und diese 
Konstanten als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes in einer a, b-Ebene 
zu deuten. Da schlieBlich die Forme] (1,3) herauskommen soll, liegt es 
nahe, einmal fiir jedes feste (x,y) <8 in der a,b-Ebene die Menge 6,, 
jener Punkte (a,b) zu betrachten, fiir welche 
(2,2) g(@)+a-cs#+b-sn0>0, 0S 0 < 27, (a,b) < G,, 
ist. Uber diese Menge besteht der 


7) Diese nur durch die Methode gerechtfertigte, aber keineswegs das Wesen 
des Satzes betreffende Einschrinkung wurde gemacht, um den Beweis nicht all- 
zusehr in die Lange zu ziehen; wir werden uns spiter (§ 14) sowieso von ihr 
befreien. 
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Satz 1. Ist das Variationsproblem positiv regulidr: 
(1, 1) n{%y, I> u>d, 


so ist fiir jedes (x,y) <8 die Menge G,, nicht leer und konvex, und 
mit dem Innengebiet plus Rand der eine einfach geschlossene Kurve dar- 
stellenden Figuratriz 


(2, 3) a=-—g,[z,y,0], b=—g-[zy,9, 050522 

des Variationsproblems g{x,y,0] identisch. Fiir jeden Punkt (a,b) des 
Aufengebietes der Figuratrix (2,3) aber gibt es Werte 0 = yA S22 mi 
g(8) +a-cos 0 +5-sind?’ >0, 

g (8) + a@-cos 8” + b-sind” <0, 


und das Gleichheitszeichen in (2,2) kann nur auf der Kurve (2,3) an- 
genommen werden. 


(2, 4) 


Beweis: 1. Die Kurve ist einfach geschlossen: Denn die WeierstraB- 
sche E-Funktion la8t sich wegen (1,1) mit Hilfe eines geeigneten 
0< 0 < 22 in der Form 


E([z, y, ?,,9,] = g[2, y, 9,] — (cos 0, - 9; (x,y, 9,] + sind, - 9; [z, y, 8,)) 
= 9, (8)-[1 — cos (8, — #,)] > wu -[1 — cos (8, — #,)} 
schreiben, woraus folgt, daB die beiden Gleichungen 
9, (2, y, 9.) = g;[z,y,%), 9, [z,y,9,) = 9; [2, y, 94) 
nur fiir 0, = 0, (mod 22) zugleich bestehen kénnen; auBerdem haben 
die rechten Seiten von (2,3) in @ die Periode 2 z. 
2. Die Kurve ist konvex: In der Tat ist wegen (1,1) die Kriimmung 
1 


7,08) nicht negativ. 


Also hat die Figuratrix (2,3) Stiitzgeraden, und diese machen fiir 
variables 0 <= # < 2a” genau die Geradenschar 
(2, 5) 9 (0) +a-cos?+b6-sind =0, OS S22 
aus. Damit ist (2,4) gezeigt und des weiteren, da8 nur fiir Punkte (a, 5) 
des Innengebietes der Figuratrix (2,3) die Funktionen (2,1) im ganzen 
Intervall 0 <= # < 22 konstantes Vorzeichen haben, sowie daB dieses 
Vorzeichen fir alle Funktionen (2,1) dasselbe ist, wenn nur (a,b) auf 
das Innengebiet beschrinkt bleibt. Uber die Art dieses Vorzeichens aber 
entscheidet die Betrachtung des speziellen Punktes 


a= —g,(0)+ Fest, b=—g,(6)+Fsind 
(0 < 6 < 22 beliebig, aber fest gewahlt); 
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man hat 
g(#) + acos # + bsind = E[z, y, 8, 0] + 5 cos (# — i> => 0, 


0s 0S 22, 
also positiv. Wie ein Blick auf (2,5) lehrt, ist damit alles bewiesen. 


§ 3. 

Dieser Paragraph enthalt das Ergebnis Carathéodorys iiber unseren 
Existenzsatz im Kleinen (siehe Einleitung) und noch manches andere 
(Satz 2), was fiir die Fortfiihrung der Untersuchung von Nutzen sein 
wird. 

Ich nehme einen beliebigen Punkt (z,,y,) <8 und eine Folge posi- 
tiver, monoton gegen Null abnehmender Zahlen r, > 17,4, 0. Es be- 
deute R, den Kreis vom Radius r, um (z,,y,) als Mittelpunkt und €, 
die Gesamtheit der geschlossenen rektifizierbaren Kurven C innerhalb 
des Durchschnittes ®-R,. Ich setze schlieBlich 


> g(x,y, x, y)dt 


(3, 1) m, = Unt. Gr. © 
3% p V+ peat 
Cc 





Dann ist gewiB 
(3, 2) My S M+ 
und es existiert daher der Grenzwert 


(3, 3) M (Lo, Yo) = lim m,, 
k—> oo 


von dem man leicht nachweist, daB er von der speziellen Zahlenfolge 
{r,} nicht abhingt. 
Weiter setze ich 


(3, 4) Min (g[z,, yo, 8] + a-cos?+ b-sind} = m(a,b) 
SF Sa2 


und beschrinke hierin (a,b) auf das konvexe Gebiet G,,,,. m(a,6) ist in 
G,,2, eine stetige Funktion seiner Argumente und nimmt somit in min- 
destens einem Punkt (a,,b,) < G,,,,, der sogar innerer Punkt von G,,y, 
ist, sein absolutes Maximum an: 
(3, 5) M(Zo,Yo) = Max m/(a,b) = m(a,b,). 

(a, 1) < Gz, y, 


Dann gilt nach Carathéodory die Gleichheit 
(3, 6) M (Ly Yo) = M (Lp, Yo)- 
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Zu ihrem Beweise zeige ich zunichst 
b 9 [%o Yo OP] de 
(3, 7) Unt. Gr. © = ii (x4, ¥,), 


e<€ > ds 
c 

worin ds, wie stets im folgenden, das Element der Bogenlinge und (z,, y,) 
den festgewahlten Punkt von vorhin bedeutet. Das léBt sich in zwei 
Schritten machen: 

1. Schritt. Ich markiere auf der Peripherie des Einheitskreises 
diejenigen Punkte @, in welchen die Funktion 
(3, 8) f (8) = g [x.y 9] + a, cos 8 + b, sind 
ihr absolutes Minimum i(z,,y,) annimmt. Diese Punkte bilden eine 
Menge 9, von der ich zeigen will, daB sie in keinen Teilbogen des Ein- 
heitskreises von einer Linge < 2 eingeschlossen werden kann. An- 
genommen dies wire méglich, so bezeichne ich die Endpunkte des besagten 
Kreisbogens mit #’, 0”, wobei # < #” ist, wenn der Einheitskreis im 
positiven Sinne durchlaufen wird. Ich setze 
(3, 9) 6,= 74° 
und bilde mit einer noch zu _ bestimmenden Konstanten 4>0 die 
Funktion 








{(0) + A-cos (8 — #,); 
nun ist wegen (3,9) und der Annahme #” — #’ < 2 auf dem ganzen 
Kreisbogen #& <= @ <= #” und daher auch in jedem Punkte der Menge O 
cos (# — 8,) > 0, 
wihrend auBerhalb des Kreisbogens 


{(8) >} m(x,y.) + 
mit einem gewissen ¢ > 0 ist. Aus beidem folgt, daB sich die positive 
Konstante 4 so bestimmen laBt, daB fiir jedes O< #8 = 2a 


f (8) + A-cos(& — B) > m (x, yo) + > 
gemacht werden kann, im Widerspruch zur Definition (3,5) der GréBe 
M (Lo, Yo)- 

2. Schritt. Ich nehme jetzt zwei Punkte #, und #, der Menge O 
(soviele existieren nach dem soeben Bewiesenen mindestens) und unter- 
scheide zwei Fille: 1. Fall. &, und #, begrenzen einen Halbkreisbogen 
von der Linge x. 2. Fall. #, und @, begrenzen einen Kreisbogen von 
der Linge <2. In diesem letzteren Falle laBt sich von jedem @, aus 
ein Halbkreisbogen A(#,) beschreiben, der den anderen Punkt im 
Inneren enthalt, und ich bezeichne mit C(h(0,)+ A(#,)) den auf der 
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Kreisperipherie verbleibenden Rest, sobald die h(#,) beide daraus entfernt 
sind. Nach dem oben Bewiesenen mu8 es auf C(h(0,) +h (@,)) min- 
destens einen weiteren Punkt #, der Menge @ geben und man macht 
sich geometrisch sofort klar (siehe etwa die neben- 
stehende Figur), daB die nach den Punkten #,, 0,, #, 
hinzielenden Radienvektoren so gelegen sind, daB sie 
sich zu einem Dreieck zusammenschlieBen lassen, welches 
im Sinne dieser Vektoren durchlaufen wird. 

Im ersten Falle schrumpft dieses Dreieck auf eine 
doppelt durchlaufene Strecke zusammen. 

Nun 14Bt sich dieses Dreieck bei hinreichender Verkleinerung seiner 
Seiten (auf deren Linge es aber nicht ankommt) ganz in der Um- 
gebung B-R, des Punktes (z,,y,) unterbringen und bildet dort eine 
Kurve der Menge €,, auf welcher die Funktion (3,8) iiberall den 
konstanten Wert im(z,,y,) annimmt; das liefert unmittelbar die Glei- 
chung (3,7). 

(3,6) gewinnt man nun so: Wird e > 0 beliebig vorgegeben, so ist 
bei hinreichend kleinem Radius r, des Kreises §, 


\g(z,y,9)—glty, Als, OS VS 22, 
d. h. aber 


' 
> of. ¥, ae $ oten vo Ade 


Cc c 


| — sé, C < €,., 
ds 
| 





Fig. 2. 





> ds 
c c 
und daraus fol, - 
e | m, -- (2 ¥)| Se, 
sowie, durch Grenziibergang r, > 0, e + 0 und (3,3), gerade (3,6). 

Wir ziehen einige Folgerungen aus der Gleichung (3,6): Zunachst 
bedeutet sie offenbar unser Theorem fiir das unendlich Kleine (siehe Ein- 
leitung). 

Mehr aber interessiert uns dieses: Schreibe ich 


0 < M(x, Yo) S Y [Los Yo: 8] + a, - cos H + 5b, -sind 
= (9; [40 Yor 9] + 4) cos O + (9; [Zp Yo, 9] + 5,) sin d 


S V9; [20 Yo, ] + %)* + (9; [0 Yo P+), OS PO S22, 
so hei®t das: die Begrenzung des konvexen Gebiets G,,,, verliuft ganz 
auBerhalb des Kreises vom Radius ii(z,,y,) um den Punkt (a,,6,). 
Dieser Kreis liegt also ganz innerhalb ©,,,,, und zwar ist er der groBte 
seiner Art, weil m(z,,y,) nach (3,5) das Maximum der Abstiinde m (a, b) 
(3,4) der Punkte (a,b) vom Rande des 6,,,,, darstellt. 
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Er ist aber auch der einzige Kreis von gré8tméglichem Radius in 
6,,,,- Gabe es nimlich deren zwei: R(M,) und R(M,) mit den Zentren 
M, und M,, so lage auch die konvexe Figur &* (siehe Fig. 3), bestehend 
aus dem Rechteck A, A, B, B, (mit den zur Verbindungsstrecke M, M, 
der Kreismittelpunkte parallelen Seiten A,A,, B,B,) und den beiden 
auBerhalb desselben verlaufenden Halbkreisbogen von 8(M,), R(M,), im 
Innern von @,,,, und die Strecken A, A,, B, B, kénnten héchstens ihre 
Endpunkte auf der Begrenzung von G,,,, haben; 
denn diese Begrenzung enthalt keine geradlinigen 
Teile, weil die Funktionen (2,3) eindeutig von # 
My abhangen, das gleichzeitig den Winkel mi8t, welchen 
die ins Innere von 6,,,, gerichtete Normale mit 
der + a-Achse bildet. Das im Halbierungspunkte 

Fig. 3. M, der Strecke M,M, errichtete Lot trife also 

den Rand von G,,,, auBerhalb R*, und es liebe 

sich infolgedessen um M, ein Kreis von einem gewissen Radius r > m(z,, y,) 
schlagen: ein Widerspruch zur Definition (3,5) der GréBe mi (z,, y,). 

Aus der eindeutigen Bestimmtheit des gréBten Kreises in 6,,,, liBt 
sich nun leicht folgern, daB die Koordinaten a,(z,y), 5,(z,y) seines 
Mittelpunktes stetig von z, y abhingen. Dazu stiitze ich mich auf die 
leicht festzustellende Tatsache, daB sein Radius m(z,y) (3,5) eine stetige 
Funktion von z,y ist und da8 die konvexen Gebiete G,, stetig mit z, y 
variieren. Waren niamlich a,(z,y), 6,(z,y) im Punkte (z,,y,) nicht 
stetig, so kénnte ich zwei gegen (z,,y,) konvergierende Punktfolgen 
(€,,-) und (&;, 7) in ® finden, fiir welche die Grenzwertpaare 











@ (Zp, Yo) = lima, (&;, y:) 4 (Xp, Yo) = lim a, (E;, 7) 

; eo a. cee ie hea 

by (Zp, Y>) = lm b, (é,, Ny) by (2; Yo) = lim b, (é;. ’ Nv) 
> oo 2 


voneinander verschieden wiren, d. h. mindestens eine der beiden Un- 
gleichungen 


Mo (Zo, Yo) F Go(Lo» Yo), 40 (Zo Yo) F 40 (Tos Yo) 
bestiinde, wihrend dagegen fiir die Radien 
lim 1 (EF), 95) = lim im (Er, ny) = i (aq Yo) 


und fiir die konvexen Gebiete 


lim 6. 


¥=<pc Fr >a 


= lim 6,» 


f ty 


_ 6,, Yo 


gilt. In 6,,,, gabe es also zwei verschiedene gréBte Kreise, entgegen 
dem vorhin Bewiesenen. 
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Beachtet man noch die Gleichung (3,6) und die Definition (1, 2) 
der GréBe m, die wegen (3, 2) 

m <n (x,y) 
ist, so kann man den Satz aussprechen: 

Satz 2. Jedes konvexe Gebiet G,, enthilt einen und nur einen Kreis 
von gréptméglichem Radius ii (x,y) > m > 0 (m ist durch (1,2) definiert) 
in seinem Innern, dessen Mittelpunkt (a,(x,y), b)(z,y)) stetig mit dem 
Punkte (x,y) <8 variiert und von dem Rande des G,, einen oberhalb 
der von x,y unabhingigen Zahl m > 0 gelegenen Abstand hat. 


§ 4. 

Jetzt komme ich zum wesentlichsten Kunstgriff der ganzen Arbeit, 
der es erméglichen wird, von (1,2) nach (1,3) zu gelangen; er besteht in 
der Einfiihrung einer gewissen linearen Schar von Variationsproblemen, 
namlich (4,1), und der Betrachtung des damit zusammenhingenden ober- 
halb stetigen Funktionals Z(C) (4, 3). 


Es seien p,(x,y), %(2,y) zwei Polynome derart, daB in der 
a,b-Ebene der Punkt mit den Koordinaten: 


a=p,(z,y), 6=4q,(z,y) 
im Innern von ©,, gelegen ist, und von dessen Rand einen Abstand 


=> “ hat. Die Existenz zweier solcher Polynome folgt direkt daraus, 
da8 sich in B die stetigen Funktionen a,(z, y), b,(2,y) des Satzes 2 
stets gleichmaBig bis auf jeden beliebig klein vorgegebenen Fehler durch 
Polynome approximieren lassen. Mit Hilfe der p,(x,y), q)(z,y) lautet 
dann die erwihnte lineare Schar von Variationsproblemen: 


g(x,y, %,y|A) _ A- F (x, y, &, y) peg (py (2, y) + + Yo (2, y)-¥) 
41 (A ist der Parameter), 
(4,1) worin abkiirzend 





F (x,y, &, 9) = g(x,y, %,9) + Py (ty): 2+ Go(2,y)-9 
gesetzt wurde. Es ist offenbar 
(4, 2) F[zy 0 >>>0 
fiir alle (7, y)<8,0< 8 <= 22. 
Nun bilde ich mit (4,1) als Integranden den zu (1,2) analogen 


Quotienten -¢ 
> g(x,y, x, y\A)dt 





‘ , O<€ 
b V2 + y2 dt 
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und suche hierin A so klein zu bestimmen, daf er noch fir kein C < € 
negativ wird. Ein solches kleinstes 4 existiert und ist sogar positiv; 
denn fiir A = 0 wird der Quotient wegen (4,1) gleich 


} (Po = + qo y) at 





c 
p Va? + 9° dt 
é 


ist also sowohl positiver als negativer Werte fahig, und fiir 4 < 0 nimmt 
er wegen (4,2) erst recht stets auch negative Werte an. Wird dieses 
kleinste 4 mit A bezeichnet, so ist daher 


f g(z,y,z, y|A)dt 
Cc 


bere a 


Cc 





=O fir alle C<G, 


und man sieht sofort, da8 A zusammenfallt mit der oberen Grenze A* 
des Funktionals 


Podzx+qdy 





(4, 3) zZ(c) =— 
> F (zx, y, x, y) dt 
c 


innerhalb der Klasse € aller geschlossenen rektifizierbaren Kurven C 
aus 8: 


(4, 4) A* = Ob. Gr. Z(C); 
C<E 
in der Tat, dies ist ja eine unmittelbare Folge der Identitat: 


h vey wylnae f Flan e nat 
c 





= < -{A—Z(C)}. 
area yar Rae 
c Cc 


Beriicksichtigt man ferner, daB die Schar (4,1) das Variationsproblem 
g(z,y,Z, y) fir den Parameterwert 4 = 1 enthilt, so la8t sich aus unserer 
Identitét noch ablesen, daB A* <1 wird fir m > 0. 
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§ 5. 
Nun handelt es sich darum, das Funktional Z(C) (4,3) mit den 


konvexen Punktmengen 6,, (2,2) in Verbindung zu bringen. Das ge- 
schieht iiber die Figuratrizen 


a= —9,[2,y, [A] = p, — A(9; (2, y, 8] + 9), 
(5, 1) b= — 9, [z,y, | A) == A; (x, y, 9] + q), 
A=> 90, 0s P= 22 
der Schar (4,1). Sie sind in der a, b-Ebene ((z, y) < 8 ist jetzt fest- 
zuhalten!) ahnlich gelegene konvexe Kurven mit dem Ahnlichkeitszentrum 


a=p,(z,y), b=4q(z,y) 
und befinden sich alle fiir 0 = 4 <= 1 nicht auBerhalb G,,. 

Wenn wir noch das von der Kurve (5,1) in der a, b-Ebene be- 
grenzte abgeschlossene konvexe Gebiet mit ©,,(A) bezeichnen, so daB 
also fir A= 1 ©,,(1) = G,, wird, so kénnen wir sagen: 

Der Existenzsatz des §1 ist genau dann richtig, wenn es auf Grund 
der Ungleichung (1, 2) ein 4’ < 1 und in % eine eindeutige stetige Funk- 
tion p(z,y) mit stetigen ersten Ableitungen ,(z, y), py(z, y) gibt, deren 
geometrischer Reprisentant’*) mit den Koordinaten 


a= 9,(z,y), b= py(z, y) 

fiir jedes (x, y) <<. ® im Innern oder héchstens noch auf dem Rande 
von ©,,(4’) gelegen ist. Wir miissen solches aus der Annahme A* < 1, 
die ja mit m > 0 dquivalent ist (§ 4), zu folgern trachten. 

Dazu mache ich durch die Koordinatentransformation 
(5, 2) u=a—p(z,y), v=b—gq(z,y) 
den Punkt a = p,(z, y), 6=4q,(z,y) zum Ursprung eines mit dem 
a, b-System gleichgerichteten Koordinatensystems der u,v. Durch den 
beliebigen Punkt (u,v) der neuen Koordinatenebene lege ich dann vom 
Ursprung « = v = 0 aus einen Halbstrahl, welcher den Rand (2, 3) von 
6., in dem eindeutig bestimmten Punkte (u, +) trifft, dessen Koordinaten 
analytische Funktionen der z, y, u, v sind: 

u = u(u, v|z,y), & = 0(u, v|z, y) 
(eine Folge der Analytizitét der Funktionen p, (x, y), 9,(x, y), g[z, y, 8)). 
Den gemeinsamen Wert der Quotienten 
u v 

(5, 3) & (uw, v| 2, y) os 0 (u, v| 2, y) 
nenne ich = C(u, v|z, y) 





7a) So werde ich im folgenden haufig den Bildpunkt nennen, der durch ein 


Funktionenpaar [z. B. a= gy, (z, y), b= , (2, y)] im der a, b-Ebene von (z, y)<® 
entworfen wird. 


16* 
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und erhalte damit die von Minkowski*) so genannte Distanzfunktion mit 
der konvexen Eichkurve (2,3). Ein Vergleich von (5,3) mit (5, 1) 
lehrt uns 

A= C(u, v|z, y); 
oder durch Riickgang zu den urspriinglichen Koordinaten a, b: 
(5, 4) A= C(a— py, 6—q,|2, y)*). 


Die Distanzfunktion {(u,v|z,y) hat einige einfache Eigenschaften, die ich 
des sp&teren Bedarfs halber hierher setzen will: Es ist 


5, 5) { C(hu,hv|z,y) =A-C(u,v|z,y) ASO 

é (und C(u,v|z,y) = 0 nur fir u—v= 0; 
(5, 6) £ (ty tgs 0, + Q| 2, y) SC (Uy, | ZY) + C (thy, 0Q| ZY), 

(5, 7) aes + tg, 0, + 0, | 2%, y) SF (u, 0, | 2 y) + Hg-C, (um | 2 y) 


+ 02-0, (u,, | 2, y), 


von denen (5, 5) und (5, 6) bei H. Minkowski (J. c. §2) stehen, und (5, 7) so ein- 
gesehen werden kann: Es sind doch offenbar 


a 
oy oe, 


FETE TE te Suhr nle a) wow) 
ie | wy % 


die Komponenten der duBeren Normale in einem Punkte (d, #)'°) der konvexen 
Kurve 


(5, 8) C(u,v|z,y) = C (uw, + uy, v, + 0, | 2, y). 
Dann ist 





(w+ Ug)-Cy, + (¥; + %%)- Ces 
VE, + £2, 
der gerichtete Abstand einer Geraden mit der Normalen a ou, oka » durch den Punkt 
(u, + tg, 1; + ,) auf (5,8) vom Nullpunkt wu = v = 0 der u, v-Ebene. Dieser 


gerichtete Abstand ist aber nicht gréBer als der gerichtete Abstand der Stiitz- 
tangente in (a, #) an (5, 8): 





$C, 46-6, _¢ (u, ele) _ C (u, + Ue, v; + 9/2, y¥) 
c+ 6, ye, + § e8 <4 


uy 








Das ist ja eine unmittelbare Folgerung aus der Konvexitét der Kurven (5, 1). 
Dieser Sachverhalt wird aber gerade durch die Ungleichung (5, 7) ausgedriickt, wie 
mit Riicksicht auf (5, 5) einleuchtet. 


%) H. Minkowski, Theorie der konvexen Kérper, § 2; Ges. Abhandl. Bd. IT. 
8.131 ff. (Berlin 1911). 

®) Der Leser, dem es um das Verstaindnis des Aufbaues zu tun ist, mag jetzt 
bei § 6 fortfahren. 

10) (a, ) ist der Schnittpunkt des von u = v = 0 nach (u,, v,) gezogenen 
Halbstrahles mit der konvexen Kurve (5, 8). 
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§ 6. 
Des weiteren fiihre ich die Menge $ aller in B eindeutigen stetigen 
Funktionenpaare p(z, y), q(z,y) ein, welche fiir jedes C < €") der 
Integralgleichung geniigen: 


(6, 1) hp +pdde+ a+ addy = 0. 
Cc 


Fir (p,q) < ® betrachte ich die Funktion ¢(p(z, y), q(x, y)|\z,y) in 
ihrer Abhangigkeit von (z, y) < 8, und setze 


(6, 2) Max ¢(p,q|2, ¥) = Ze 
(2,y) <8 
(6, 3) Unt. Gr. z,, = 2°, 
(P< B 
Ferner nenne ich ein Funktionenpaar p(z, y), q(z, y) aus PB mit 
(6, 4) Zyq = 2 


eine Minimallésung der Gleichung (6,1), und eine Folge p,(z, y), 
q(x, y) (k = 1, 2,...) von Funktionenpaaren aus $ mit 


(6, 5) lim 2,9, = 2* 
k—> 


eine Minimalfolge von Lésungen der Gleichung (6, 1). 

Mit Hilfe dieser neuen Begriffsbildungen kénnen wir sagen: Der 
Existenzsatz des §1 ist genau dann richtig, wenn aus A* < 1 
(6, 6) 2z*< 1 
gefolgert werden kann. In der Tat, da8 aus der Giiltigkeit des Existenz- 
satzes A* <1 und z* <1 entspringen, ist trivial. Wenn aber um- 
gekehrt A* <1 (6, 6) nach sich zieht, so existicren in $ mindestens 
zwei Funktionen 7 (z, y), q(x, y) mit 2, <1; durch die Gleichungen 


52 =Pley)+r(z,y), 52 = Gey) + (29) 


wird dann eine in $ (wegen des einfachen Zusammenhanges von %) ein- 
deutige stetige Funktion y(z, y) mit stetigen ersten Ableitungen nach z, y 
definiert, deren geometrischer Reprisentant 


G= g2(z,y), b= gy(z, y) 
fiir kein (z,y)< 8 auBerhalb G,,(z;,) zu liegen kommt. Nach dem 
in §5 Gesagten bedeutet das aber “ted Giiltigkeit des Existenzsatzes. 


Wir miissen also versuchen, aus A* <1 die Ungleichung 2* < 1 
herzuleiten. 


11) Wegen der Definition von € vergleiche den Existenzsatz des § 1. 
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§ 7. 
Das fiihrt dazu, den Zusammenhang zwischen den GréBen A* und z* 
klarzustellen. Ein erstes Ergebnis in dieser Richtung bildet die Un- 
gleichung 





(7, 1) A* s 2, 

welche jetzt bewiesen werden soll. Ware im Gegensatz zu (7, 1) 
(7, 2) a? > #, 

so gabe es zu 

(7, 3) a1“ <a 


ein Funktionenpaar pj (z, y), @(z, y) in ® mit 


(7, 4) ¢(p, a\z, 9) < =~. 


Dann 1aB8t sich wegen (6, 1) das Funktional Z(C) (4, 3) auch 


part qdy 


zZ(c) = -~< , C<€ 
ree y, x, y)dt 


C 





schreiben, und es sei C* eine Kurve aus €, auf welcher Z(C) seine obere 
Grenze A* annimmt"™), d. h. also 


(7, 5) —  G cond + jsin 8) de = Aq Fle, y, 8) ds 
é ce 
ist. 
Nun ordne ich dem Linienelement*) z, y, ® von C* denjenigen Punkt 

(a, 6) auf der zu (2, y) < ® gehérigen Figuratrix (2,3) zu, in welchem 
die ins Innere von ©,, weisende Normale 
den Winkel # mit der + a-Achse einschlieBt, 
(¥%9%) und gehe durch die Transformation (5, 2) 
\) von der a, b-Ebene zur u, v-Ebene iiber; ich 

usw nenne (%, 6) den auf der Kurve 


f(u, vj az, y) = C(p,9\2, y) 






Fig. 4. 
12) DaB es stets solche Kurven (Extremalen) fir Z(C) gibt, wird im Anhang 
bewiesen werden. 
13) Da die Menge der Punkte von C*, in welchen keine bestimmte Tangente 
existiert, auf C* das lineare MaB Null hat, so kann sie fir den hier interessierenden 
IntegrationsprozeB auBer acht gelassen werden. 
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gelegenen Punkt, in welchem sie der von u = v = 0 nach 


u = —9;[,y, 9] — (2, y), % = —g, (2, y, 8] — 9% (2, y) 
zielende Halbstrahl schneidet. Offenbar ist dann 


Cult O] ey) pg felG ele) _ ind 
Verse eee j+c. ee 
und 
7,6) Pis,y, 0) = “SENS 





Vee+ce = vet+et’ 

sowie wegen der Konvexitat 

peg tats %65+ 005 

Vite ~ ye+e 
= § Ver < “1. Pie, y, 6] (oach (7,4) und (7,6)) 
< A*-F[z, y, 8] (nach (7,3)). 

Das liefert aber 


— (oon + qsind)ds < Av Fz, y, Oj ds 
ce c 


— (pcos? + gsin#?) = 








im Widerspruch zu (7, 5). 


§ 8. 
Nach dem zu Ende des §6 Dargelegten wiirde das Gleichheitszeichen 
in (7,1) den Existenzsatz ergeben. Was aber passiert, wenn in (7, 1) 
das Kleinerzeichen steht, lehrt uns der 
Satz3. Fiir 
(8, 1) A* < 2* 
ist der Existenzsatz falsch; es gibt dann also ein positiv reguldres Variations- 
problem g(x, y, Z, y) mit 
g(x, y, z, y)dt 
Unt. Gr. © > 0, 
wae pyerea 
c 


zu welchem aber keine in B eindeutige stetige Funktion (x, y) mit stetigen 
ersten Ableitungen o.,p, gefunden werden kann, die fiir alle (x, y) < 8 
und alle OS OS 2a 


9[z, y, 8] + y.- cos? + —,-sind > 0 
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macht. Ist dagegen 

(8, 2) A® = 2°, 

so ist der Existenzsatz richtig, es folgt dann aus (1, 2) stets (1, 3). 
Beweis: Es gelte (8, 1); dann fasse ich das Variationsproblem 





A* + ie) 





g(z,y, 2, y) = 9(z, y, ty 





= 9(z, y, 2, y|- 
der Schar (4,1) ins Auge. Zufolge des § 4 ist fiir es 


z, y) 


9 (x, y, x, y)dt 


Unt. Gr. 2 > Se-“) > 0, 
c<€ ia 





wihrend es andererseits wegen (8, 1) fiir jedes Funktionenpaar (p, 7) < 
Punkte (z, y) in 8 mit 
1 1 A* + 2% 
C(p,q\z,y) => 3 4*4+(1 —3)*> — 
gibt, d.h. aber: Fiir jedes in 8 eindeutige stetige g(x,y) mit stetigen 
ersten Ableitungen gp, (zx, y). gy (2, y) = es in 8 Punkte (z, y), in denen 
A* as 2* 





b(Ge— Po Gr — Git y) = ZAt +5 > 
gilt. Also liegt fiir kein (zx, y) der hat mit den Siaidieabin 


a= 9,(z,y), b= oy (2, y) 
fiir jedes (z, y) <. 8 stets im Innern oder héchstens noch auf dem 


z*4 A*® 


Rande von 6, , der dem Variationsproblem (zx, y, z, y) gemaB 
v 2 P g\t, ¥, % Y 








§ 2 zugeordneten konvexen Gebiete. Damit ist der erste Teil des Satzes 3 
bewiesen; der zweite folgt aber sofort aus der am Schlusse des § 6 ge- 
machten Bemerkung. 


§ 9. 

Die Entscheidung zwischen den Relationen (8,1) und (8, 2) enthalt 
also den Beweis oder die Widerlegung des Existenzsatzes in §1. Der 
Gedanke ist nun im Grunde genommen recht einfach, mit dem man ver- 
suchen kann, diese Entscheidung herbeizufiihren. Er besteht in folgen- 
dem: Wenn ich wiiBte, daB eine Minimallésung p,q der Gleichung (6, 1) 
existiert, so betrachte ich die Menge M,, aller Punkte (xz, y) < 8, in 
denen das Maximum 


(9, 1) C(p(z, y), 9(2, y)|z,y) = 2* fir (z,y)<M,, 
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angenommen wird, und ziehe die Differentialgleichungen 


(9, 2) t= —C,(p,9q\%y), y= —Ca(p. giz, y) 
heran. Ordne ich nun wieder, ahnlich wie in §7, jedem Linienelement 


x,y, ® einer Integralkurve von (9,2) denjenigen Punkt (u,v) auf der 
Kurve 


(9, 3) C(u, v|z, y) = C(p, 9|2, y) 
zu, in welchem die innere Normale mit der -+- u-Achse den Winkel # 
einschlieBt, so werden die Koordinaten dieses Punktes gerade durch die 
Funktionen 
u=p(z,y), v =49(z, y) 

gegeben. Wenn es also auch noch geschlossene Integralkurven C° der 
Gleichungen (9,2) auf der Menge M,, giibe, so hatte ich, genau nach 
den Methoden des §7 und wegen (9, 1) 

— (pcos + qsin 0) as = pty t aby ds = o(p 412, y) ds 
mh) 


3 »3 »2 
ye i °q to yo aa ‘+ 











ce 


= *- PF ls, y, Olds 


co 


oder 
Z(C°) = &* = A* = OD.Gr. Z(C). 
e<€ 
Nun besteht aber (7,1) und deshalb ist 
(8, 2) z* == A*. 


Leider) stellt sich bei naherem Zusehen heraus, daB die Existenz 
einer Minimallésung (p,q) < $ eine Voraussetzung darstellt, die nicht 
immer erfillt zu sein braucht. Immerhin ist es interessant zu wissen, 
was aus der alleinigen Annahme der Existenz mindestens einer Minimal- 
lésung (p,q) < $ fiir unser Problem gefolgert werden kann. Das enthilt der 

Satz 4. Gibt es mindestens eine Minimallisung der Gleichung (6, 1), 
so ist fiir das Bestehen der Gleichung (8, 2) notwendig und hinreichend, dag 
auf der Menge M,, mindestens eine geschlossene Inteyralkurve des Glei- 
chungssystems (9,2) liegt. Im Falle des Bestehens der Gleichung (8, 2) 
geniigt dann jede Extremale*) C* < € des Funktionals Z(C) dem 
System (9, 2), hat also eine wiberall stetig drehende Tangente, und liegt ganz 
auf der Menge MN, ,. 

Ich wende mich dem Beweise des ersten Teiles des Satzes zu: Dab 
die Bedingung hinreichend ist, haben wir soeben gesehen. Es bleibt iibrig, 


14) Vgl. das Beispiel des § 12. 
15) Uber deren Existenz vgl. den Anhang. 
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ihre Notwendigkeit zu zeigen. Es sei C* < € eine Extremale des Funk- 
tionals Z(C), x, y, #* ein Linienelement derselben und (u*(z, y), v* (zx, y)) 
sein Abbild (siehe oben) auf der konvexen Kurve (9, 3) in der u, v-Ebene; 
nun werde angenommen, auf M,, gibe es keine geschlossenen Integral- 
kurven des Systems (9,2). Fallt dann C* ganz auf M,,, so gibt es auf 
C* eine Punktmenge 2* von positivem linearem MaBe, in welcher #* 
nicht durch (9,2) bestimmt wird; denn wire das lineare Ma8 von &* 
gleich Null, so wiirde auf der iiberalldichten Restmenge (C* — 2*) 
0* durch (9,2) definiert werden und somit eine gleichmaBig stetige 
Funktion auf dieser Menge sein, die sich nach bekannten Sitzen der 
reellen Funktionentheorie zu einer auf ganz C* definierten stetigen Funk- 
tion #*(s) erweitern lieBe, worin s die von irgendeinem Anfangspunkte 
aus bis zum jeweils betrachteten Punkte hin auf C* gemessene Bogen- 
lange bedeutet. Da nun 


(9,4) a(s) = x(0) + {cos 5 (s) ds, y(s) = y(0) + [sin 5*(s)ds 


eine Darstellung (wegen des verschwindenden Mafes von {*) fiir die 
Extremale C* ist, mit stetigen Integranden rechter Hand, so ist #* (s) 
iiberhaupt der Tangentenwinkel in Punkten von C* und dieser somit 
eine stetige Funktion von s. Er wird daher wegen der Stetigkeit der 
rechten Seiten (9,2) auch in den Punkten von 2&* durch die Glei- 
chungen (9,2) definiert, so daB, entgegen der Annahme, C* eine ge- 
schlossene Integralkurve auf M,, ware. 

2* hat also positives lineares MaB, und es gibt daher eine positive 
Zahl ¢, > 0, mit welcher 


— (pcos #* + qsind*) = ftp gis) —e, = 2*-F[z, y, *)] —e, 


auf 2* wird. 

Oder C* liegt nicht ganz auf der abgeschlossenen Punktmenge M, ,; 
dann gibt es eine abgeschlossene Punktmenge 2* von positivem linearem 
Make auf C*, deren Punkte von 9,, einen von Null verschiedenen Ab- 
stand haben. Also existiert eine Zahl ¢, > 0, fiir welche auf 2* 

— (pcos O* + ghin 6) = C(p, q|z, y)- F[z, y, #*)] S (e* —e,)-F[z,y, 0] 
gilt. In beiden Fallen bekomme ich 


— ip.cos o* + qsind*]ds = (z* + ea) DF lz, y, O*)ds 
u* ce 


mit einem gewissen «, > 0. Daher ist 
A*s 2*— 8, ¢,>0 
und die Notwendigkeit unserer Bedingung erwiesen. 
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Ich komme zum zweiten Teil des Satzes. Es bestehe (8,2) und es 
sei C* < € irgendeine Extremale fiir das Funktional Z(C). Dann folgt 
aus dem soeben Bewiesenen, da8 héchstens in einer Punktmenge von 
linearem Ma8e Null der Tangentenwinkel #* nicht durch die Glei- 
chungen (9,2) bestimmt werden kann, und daS C* ganz auf M,, ge- 
legen ist. Indem man jetzt die bei (9,4) angestellten Uberlegungen 
wiederholt, erkennt man aber, daS eine solche Punktmenge von ver- 
schwindendem Ma8e iiberhaupt nicht existiert und da8 folglich der 
Winkel #* iiberall auf C* durch (9, 2) bestimmt ist. 


Zusatz. Zu Satz 4 gibt es folgendes Korrolar: 


Ist p(x,y), q(x, y) eim Funktionenpaar aus YP, fiir welches das 
Gleichungssystem (9,2) eine geschlossene Lisung C° besitzt, in deren Punkten 


C(p, q|2,y) = Ze, (x,y) auf C° 
ist, so gilt 


(9, 5) Zz 
und p(z, y), q(x, y) ist eine Minimallésung. 
In der Tat, auf C° gilt 


~ ppdz+ady - toe PF x, ¥y, 8] ds, 
co ce 


oq = * = A* 


woraus 
*S2%,=2() <4" 
und damit (9, 5) folgt. 

Da wir spater (§12) sehen werden, daS eine Minimallésung der 
Integralgleichungen (6, 1) nicht immer zu existieren braucht, miissen wir, 
um iiberhaupt zu einer Entscheidung zwischen (8, 1) und (8, 2) zu kommen, 
etwas anders vorgehen. Trotzdem wird uns der zu Anfang dieses Para- 
graphen dargelegte Gedanke als Wegweiser dienen kénnen. 

Es sei $s die Untermenge aller Funktionenpaare p(z, y), q(x, y) aus 
$, welche in B noch stetige erste Ableitungen nach z und y besitzen 
und die infolgedessen an Stelle von (6,1) die partielle Differential- 
gleichung 


Op aq _ OP _ 9G 
00 oH = (B38 


Oy ox 
erfiillen. Dann bedeute analog zu den Formeln (6,2) und (6, 3) 
Zyq = Max C(p,q|z,y) fiir (p,9) < R, 
(2 y<%8 


z* = Unt. Gr. z,,, 
0.90<% 








252 W. Damkéhbler. 


und die Begriffe: Minimallésung von (9, 6) und Minimalfolge von Lésungen 
der Gleichung (9,6) werden sinngem&8 aus § 6 iibernommen. Offenbar giit 
(9, 7) * > 2. 

Nun wible ich irgendeine Minimalfolge von Lésungspaaren >, (z, y), 
q(x, y) (k = 1,2, ...) der Gleichung (9,6) und gebe mir eine beliebige 
Folge positiver monoton gegen Null abnehmender Zahlen 


(9, 8) > He > oo > > 42 >. oO 


fest vor. Ich bezeichne mit ,(7,) die abgeschlossene Teilmenge der 
Punkte (z, y) < 8, in denen 


(9, 9) C (Pe, qx |Z, y) = 25, o =e (z, y) < M, (,) 


ist. und fasse fiir jedes Funktionenpaar p,(z, y), q.(z, y) der Minimalfolge 
die Integralkurven C, des Gleichungssystems 


& = —l,(pe(z, y), qu (2, y)|2, y); 


9, 10 
“m™ y = —Cq(Pe(z, y), (2, y)| 2, y) 


ins Auge. Von ihnen interessieren mich besonders diejenigen Stiicke der- 
selben, welche in ihrem ganzen Verlaufe auf der abgeschlossenen Punkt- 
menge M, (7;) (4; beliebig) verbleiben"*) und rektifizierbar sind. Solcher 
Integralkurvenbégen wahle ich nun endlich viele aus (k ist dabei fest- 
zuhalten!)*’) und numeriere sie mit 


Cr, Cre, erey Crm, Cy, m+ = Cry 


in irgendeiner Weise durch. In dieser so geschaffenen Anordnung der- 
selben verbinde ich jeweils den Endpunkt eines C,, mit dem Anfangs- 
punkt des niichstfolgenden C;,,,,, durch eine ganz innerhalb 8 ver- 
laufende Allerkiirzeste*) I’,, und erhalte so in 8 eine geschlossene rekti- 
fizierbare Kurve c, der Klasse €, die teils aus [sogar ganz auf MN, (n;) 
gelegenen] Integralkurvenstiicken O,, von (9, 10), teils aus Geoditischen I°,; 
des Gebietes 8 zusammengesetzt ist. 


'*) Ein solches Integralkurvenstiick kann also méglicherweise auch nur aus 
einem einzigen Punkt P der Menge M, (»,) bestehen, ein Fall, der stets dann ein- 
tritt, wenn etwa durch P iiberhaupt kein zusa hangender Integralkurvenbogen 





hindurchgeht, welcher ganz in RM, (y ) verlauft. 

™) Es gibt unter ihnen mindestens zwei verschiedene, da die Menge M, (7 ,) 
fiir jedes endliche j mindestens zwei Punkte enthalt. 

8) Nur um hier fiir die folgende Integration sicher zu sein, daB die J, , alle 


endliche Lange haben, ist im Existenzsatz (§ 1) die den Rand von % betreffende 
Einschrankung gemacht worden. 
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Fiir ¢, berechne ich unter Heranziehung der Distanzfunktion (§ 5) 


nach der schon mehrfach verwendeten Methode das Funktional Z(c,) und 
bekomme 











prde+aay 
5(«,) = —+ 
PF te. i ina 
+79 
Z| cepqian Flay. de— 5 | max q,. dy 
t i 
bt Cea Tei 
Py [ Fiy,o]d04 5 [ Ftv, ods 
ft « ig 
(9,11) Ce; Tei 
Z| mdetady 
7 Tei 
(,, % ind ;) on 


| F [z, y, 8] de 
Ces 


P | F[z, y, Pde 


IV 





lei 
1+ 
- [ Ftey, djds 





ees 
Wir werden nun nachweisen, da8 vermége der Minimalfolgeneigenschaft 
der p, (x, y), (2, y) (k = 1, 2,...) die Limesgleichung 





a | ds 
(9, 12) lim ats =0 
autad | F (x,y, 0]de 
: Cri 


besteht fiir geeignet gebildete Kurven c,"’). Dann la8t sich aus (9, 11) 
mit Riicksicht auf (4, 4) 


A* = 2* == Ts 
fiir jedes , der Folge (9, 8), d. h. 
(9, 13) A* > 3* 


1) Die Auswahl und Anordnung der Integralkurvenbégen C, ; Steht ja vdllig 
in meinem Belieben! 
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ableiten; denn die p,(z, y), q(2, y) sind als Funktionen einer Minimal- 
folge ihrem absoluten Werte nach gleichmaSig beschrinkt in 8, und fiir 
F (2, y, #] folgt dieses aus der Definition (4,1). Ein Vergleich von (9, 13) 
mit (9,7) und (7, 1) fiihrt sofort zu 

A* = 2°, 
also zum Existenzsatz des § 1. 


§ 10. 


Ich wende mich zum Beweise von (9,12); er beruht auBer auf dem 
Umstande, daB die p, (x, y), qx(z,y) (k = 1,2,...) eine Minimalfolge 
darstellen, zu einem wesentlichen Teil auf einem Satz aus der ,,Theorie 
der Funktionen geringster Steilheit“. Da ich deren Begriffs- 
bildungen spater wiederholt brauchen werde, ist es zweckmaBig, mit ihr 
zu beginnen. 

Es werde in einem einfach zusammenhingenden abgeschlossenen 
Jordanbereich 8 der z, y-Ebene mit rektifizierbarer Randkurve eine ab- 
geschlossene mindestens zwei Punkte enthaltende Punktmenge M und ein 
System von Differentialgleichungen 


(10, 1) t= £&,(z,y), y= §&(z,y) 
gegeben, dessen rechte Seiten in 8 einer Lipschitzbedingung mit einer 
gewissen Konstanten M geniigen: 
(10, 2) l€s(2 )— Fs(2y, y:)| S M(\z,— %| + ly, — ysl), 
: | 1, 2, (Zp, Yx) _ %, 
und auf M die Ungleichung 
(10,3) O< A SE (z,yP +6 (% yy? SB < om, (x, y)< M 
erfiillen. 

Ich fasse insbesondere die Integralkurvenbégen C des Systems (10, 1) 
ins Auge, die in ihrer ganzen Ausdehnung auf IM gelegen sind*), und 
betrachte dann die Gesamtheit §(%6,M) aller in B eindeutigen stetigen 
Funktionen f(z, y), die lings jedes Integralkurvenbogens C monoton 
wachsen, wenn C in der durch (10,1) festgelegten Richtung durchlaufen 
wird; und zwar soll dieses Wachstum gem&8 der Ungleichung 

(22, Y2) 
f(z» ¥)—f(t,¥) = | = 
Ve? + & 


>. 
(21,41) 
ce 





20) Es wird nicht der Fall ausgeschlossen, daB C auch nur aus einem einzigen 
Punkte P <M besteht, ein Fall, der stets dann eintritt, wenn durch P kein, 
wenn auch noch so kleines, ganz auf M gelegenes Stick einer Integralkurve von 
(10, 1) hindurchgeht. 
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vor sich gehen, worin (2,, y,), (%_, y,) Anfangs- und Endpunkt von © 
sowie ds sein Bogenelement bedeuten. Ist E(z,, y,|2,, y,) die lings 
einer die Punkte (z,,y,) und (z,, y,) innerhalb 8 verbindenden Aller- 
kiirzesten gemessene Entfernung, so definiere ich als Steilheit 7, einer 
Funktion f(z, y) < %(%B, M) die 


\f (22, Yo) — f(z, y,)} i 
=> E(%»¥2\%p»%) T; 


T (SB, M) = Unt. Gr. T,. 
1<§ S, M 
Dann 1la8t sich der Inhalt der Theorie der Funktionen geringster Steil- 
heit dahingehend charakterisieren, daB sie die Zusammenhinge untersucht, 
welche zwischen 7'(8, M) und der Menge M bestchen. 
Zu dem Ende fihrt sie eine Menge €(%, M) geschlossener rekti- 
fizierbarer Kurven ¢ folgendermaBen ein: 


1. Aus der Menge aller auf I gelegenen Integralkurvenstiicke C des 
Systems (10,1), welche eine endliche Bogenliinge besitzen, werde eine be- 


liebige, aber endliche Anzahl herausgegriffen und in einer wiederum be- 
liebigen Weise als 





und setze 


C; C,, ‘99 i O41 —_ 0, 
durchnumeriert. In dieser Anordnung der Cc werde stets der Endpunkt 
eines C, mit dem Anfangspunkt des nichstfolgenden C,,, durch eine ganz 
in 8 verlaufende Allerkiirzeste I, verbunden. So entsteht eine ge- 
schlossene rektifizierbare Kurve c, die definitionsgemé8 zu €(%, M) ge- 
héren soll. Ich schreibe im folgenden hiufig 

c= 2 C, + * I k 
und nenne das eine ,,Zerlegung der Kurve c“. 


2. Ist nun eine Folge von Kurven 


"% Lg 
Ce = 2 Cn: + 2 Tus (k = 1, 2,...) 


aus €(%, M) der nach 1. konstruierten Art gegeben, worin jedoch n, 
fiir k +o nicht beschrinkt zu bleiben braucht, so betrachte ich das 
Schema 


(10, 4) 
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in welchem aber jede Zeile nur endlich viele (n,)-Glieder enthalt. Wenn 
die Kurvenfolge c, (k = 1, 2,...) so beschaffen ist, daB in (10,4) die 
Kurven einer jeden Kolonne punktweise*°*) gegen eine Grenzkurve kon- 
vergieren *") 

lim C,, = ¢, 


k>o 


(die natiirlich wieder eine auf M gelegene Integralkurve von (10,1) ist), 
und wenn die Gesamtlingen 


a Lange C; < @, > Linge i < @, 
d. h. endlich bleiben, so soll auch die Grenzkurve 
=e ZC, aL = Ir; (Zerlegung von c) 
der Kurvenfolge ¢, ( lim = c) in der Menge €(%, M) vorkommen. 


Jetzt wird auf C(&, M) ein Funktional q(c) durch die Vorschrift 





, falls dex Nenner + 0, 
(10,5) q(@) =, 2) 4 


oo, falls der Nenner = 0, der Zahler aber + 0, 
c= a C.+ ery 





definiert **) und 


(19, 6) q(B, M) = Ob. Gr. q(c) 
< € (8, D 
gesetzt. 
Dann lassen sich die fiir unser Variationsproblem in Betracht kom- 
menden Ergebnisse der Theorie der Funktionen geringster Steilheit in den 
folgenden Satzen aussprechen*): 


20a) Das soll bedeuten: Beziehe ich die Kurven C. , einer Kolonne auf einen 
gemeinsamen Parameter o und erteile dann dem o einen beliebigen aber festen 
Wert o,, so sollen jedesmal die zu o, auf den Crs gehérigen Punkte P, ;(o9) mit 
k-»oco gegen einen Grenzpunkt P,(o,) konvergieren. 
1) Die I, konvergieren dann ganz von selbst gegen eine Geodatische I, 
des Gebietes 8 als Grenzkurve: 
lim 7, =F 


k—>o= ‘ 


22) Sein Wert wird nur fiir gleichzeitig verschwindenden Zahler und Nenner 
unbestimmt gelassen. 


23) Die Beweise dieser Sitze sollen an anderer Stelle mitgeteilt werden. 











Indefinite Variationsprobleme. 257 


Satz 5: Sobald 
4(B, M) = @w 


ist, wird die Zahl 4(B,M) auf einer rektifizierbaren Kurve nicht ver- 
schwindender Linge ¢, der Menge € (8, M) wirklich angenommen: 


(10, 7) q (¢o) = q(8, M). 

Satz 6: Ist %u(B,M) die Untermenge aller derjenigen Funktionen 
f(z, y) < &(B, M), welche noch stetige erste Ableitungen {,(x, y), fy (x, y) 
haben und auf M die Ungleichung 

fe (2, y)°é, (z, y) + ty (2, y)- &, (2, y) = 1 fir (zx, y) < M 


befriedigen, wird deren Steilheit T,,,; durch 
Ta. = Max Viz + fy 
(,y)<8 
definiert und 
T..(B, M) = Unt. Gr. Ty; 
£<F,, (8, 


gesetzt, so ist fiir 
q(B,M) < @ 


die Menge $x (B, M) nicht leer und es gilt, sowohl falls 
a(B, m) > 22 


als auch falls 
7,.(%, 3%) > 20 
ist, die Relation 
(10, 8) T,,(B, M) = T(B, M) = 4(B, M). 


Fir die Anwendung, die wir von diesen Sitzen machen wollen, ist 
die Bemerkung wichtig, da8 sie auch dann noch richtig bleiben, wenn 
die Funktionen &,(z, y), &,(z, y) nur in einer gewissen Umgebung der 
Punktmenge IM wohldefiniert sind, was ja auch unmittelbar einleuchtet, 
sobald man bedenkt, da8 fiir die Berechnung des Wertes q(%, M) doch 
nur die Punkte der Menge M@ in Betracht kommen kénnen. 


§ 11. 

Nach diesem Exkurs in die Theorie der Funktionen geringster Steilheit 
sind jetzt die Konsequenzen zu ziehen aus der Eigenschaft der Funktionen- 
folge px (x, y), q(x, y) (k = 1, 2,...): eine Minimalfolge zu sein. Zunichst 
sieht man sofort, daB es statthaft ist, das Gleichungssystem (10, 1) durch 
das System (9, 10) und die Punktmenge M des vorigen Paragraphen durch 


die Mengen , (n;) des §9 zu ersetzen. Ferner gibt es eine ganze Um- 
Mathematische Annalen. 110. 17 
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gebung von R, (n;), in welcher die rechten Seiten von (9, 10) einen wohl- 
bestimmten Wert haben, so daB zufolge der am Schlu8 von § 10 gemachten 
Bemerkung die Siatze 5 und 6 iibertragen werden kénnen. 

Nun unterscheide ich zwei Fille: 

1. Fall. Es gebe in unserer Minimalfolge ein Funktionenpaar p; (z,y), 
q;(z, y), fiir welches 

q(8, Me (n;)) — 
ist fiir unendlich viele n; der Folge (9, 8). Das bedeutet dann nach Satz 5 
des §10 die Existenz einer geschlossenen rektifizierbaren Kurve c; auf 
M: (n,), auf welcher 
G(¢j) = @ 

ist, und diese Kurve ist im Hinblick auf die Definition (10,5) des Funk- 
tionals q(c) eine auf M- (n;) gelegene Integralkurve des Gleichungssystems 


= — Cy (pp, 95/2, y) 9 = —Ca (Pj, |, Y)- 
Daher: 


pe han Hmek Tor 
in © a= —_ ° oe 
; k k k k bbe + fa, 


A* >Z(c) = 





rts y, Ojdea 


Sj 
peor 4 | ty) F(z, y, d)ds 


= < (vgl. (7, 6)) 
pr [z, y, Odes 





und wegen »; > 0 


also der Existenzsatz (wegen (7, 1)). 
2. Fall. Fiir jedes endliche k, j sei 


G(B, M (n;)) < o. 

Dann ist die Funktionenmenge § (8, Dt, (7;)) (§10, Satz 6) nicht leer 
und es gilt der wichtige 

Satz 7. Dafiir, daB die Funktionenfolge {p,, q,} aus eine Minimal- 
folge bildet, ist notwendig und hinreichend, daB fiir jedes n; der Folge (9, 8) 
die unteren Grenzen der Steilheiten Ty, (8, DM, (nj)) mit k + c gegen w 
divergieren: * 
(11, 1) Rael Tx (B, M,(nj)) = ow. 
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Die Bedingung ist notwendig. Angenommen, statt (11, 1) 


bestiinde fiir eine Auswahlfolge {~,, q,,} und ein mj, der Menge (9,8) die 
Gleichung 


(11, 2) lim Ts (B, M,, (nj,)) = T < o. 


Dann entnehme ich fiir jedes hinreichend groBe k, der Menge §,, (B, M,, (n;,)) 
eine Funktion F,, (2, y), deren Steilheit 
(11, 3) Tu, %,S1+T 
ist, und bilde mit ihr und einer noch zu bestimmenden Konstanten 4 > 0 
die Vergleichsfunktionen 
oF, 
ay 
Setze ich diese Funktionen in ¢(p, q| 2, y) ein, so bekomme ich mit Riick- 
sicht auf die Ungleichung (5,7) in ganz 8: 
C (Preys Gey | ZY) =o (Pays Tn, | y) 
(11, 4) j oF, — _ OF,, — = 
—A :’ oe Cp( Pr,» %, | 2; y)+ Vy Ce (Pr,» %, | x, vt , 
wofiir ich auch schreiben kann 
C (Preys Tey |% Y) = o (Pry» Ge, | 2 ¥) 


~af 


ar, aF,, | 
Fax SP (Phy Ty | BY) + Fy Sa (Preys Me, | Y) 





F OF, 
Pr, = Pr, + As, Ge, = MW, +A 





(11, 5) oF,, a 
—4 ee [lp Pry» My | % ¥) — Sp (Pays My| 2 9] 


OF, Bical | 
+ “Oy . (c. (Px,> J, | 2; y; = Ca (Pr, k, | z, y)| . 


Nun sind die Funktionen ¢,,(u, v| 2, y), ¢.(u,v|a, y) (§ 5) in allen 
Argumenten analytisch. Beschrinke ich die u, v auf einen ganz im End- 
lichen gelegenen abgeschlossenen Bereich U, der u = v = 0 nicht enthilt, 
so gibt es darum eine Konstante L, so daf 

Cu (u,,%| 2, y) — Su (uy, My | 2, y)!) 2 2 
(11, ® | Sy (ty, 0, | z,y) — Cy (ug, v% | 2, y)| st Vm, =r 
fiir alle (x, y) < 8%, (u,v) < U ist. Weiter sind die Funktionen 7,, (z, y), 
4x, (z, y) als Funktionen einer Minimalfolge auf Grund von (5,5), und die 
Pr,» %, bei endlichem 4 wegen (11,3) in 8 gleichmaBig beschrinkt, und 
die durch sie von (z, y) < M,, (n5,) in der u, v-Ebene entworfenen und 
in endlichem Abstand > 6 > 0 von u = v = 0 gelegenen Punkte fallen 
infolgedessen alle in eine solche Menge U hinein, so daB die Ungleichung 
(11, 6) anwendbar wird. Ich kann aber gleich von vornherein eine 

17* 
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endliche Schranke A, > 0 fiir die positive Konstante 2 angeben, die 
nicht iiberschritten wird: denn fiir den zu fiihrenden Beweis bedarf ich 
bloB solcher Vergleichsfunktionen ,,(z, y), %,(z, y), fiir welche 

C(x,» %, | a, y) s 2 Zp ak, 
ausfallt. In Verbindung mit der Ungleichung (11, 3) und dem Umstand, 
in {Px,»q,} ‘eine Minimalfolge zu haben, liefert das offensichtlich eine 
solche Schranke A,. 


Dieses alles beachtend, ergibt sich fiir die zweite geschweifte Klammer 
in (11,5) unter Heranziehung der Schwarzschen Ungleichung 


| Sa,-b,| VSa?- VSB 
auf M,, (n;,) die Abschatzung 


OF, es - 
“Oz ; [cp (Px,» qx, | z, y) _ Ce (Pr,» qk, | z, y)) 
aF,. . | ad 
+ Gy [la Pry» Me, |x, Y) — La (Pays Ge, | 2 y))| <V2-Lja|-(1+ Ty. 
Nun besteht fiir die F(z, y) als Funktionen der Menge §, (B, M,, (n;,)) 
auf M,, (n;,) die Ungleichung 
aF, ar, 
— Fe Se (Pry My |% Y) — Gy * Sa (Pry Me, | ey) S 1, 
so daB daher aus (11,5) wegen der Bedeutung von Z,, (§ 9) 
Zp, ax, S 6 (Pes Me, | ZY) =E (Pas M, |e y) + A- (I ~AaL 2 (1+ 7)) 


(11, 7) A>o0O, auf Me, (nj) 


erhalten wird. 

Andererseits ergibt die Schwarzsche Ungleichung unter Heranziehung 
von (10,3)**) und (11,3) fiir die geschweifte Klammer in (11,4) die Ab- 
schatzung 


OF, - OF, am 2 
Oz C» (Px,» I, | wT, y) + “Oy : Co ( Pr,» Ik, | z, y) s = + T), 
und ich bekomme so auSerhalb Mi, (j,) (vergl. (9, 9)) 
me —< - 2-2 ‘ 
(11,8) 7%, %, — Uo 5 (Phys qe, | 2, ¥) =O (Pr,> Ix, | % ¥) —=- (1 + TP) 


A>0, auf B— M,, (n;,)- 
Bestimme ich jetzt die noch freie Konstante 4 > 0 durch 





m+; 1 
A = Mi (4, - = = 0, 
my 4(1+7) 2-V2-L-(1+ 7) > 





°4) Die Konstante B der Ungleichung (10, 3) wird auf Grund der Formel (7, 6) 
gleich 2'm. 
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so folgt aus (11,7) und (11,8) in ganz % und fiir alle hinreichend groBen 
k, die Ungleichung 


zy %, oe = C(Pe,» I, | z, y) fiir (z, y) < % 
mit einem gewissen von k, unabhingigen w >0. D.h. aber, daB die 
urspriingliche Folge {p,,q,} keine Minimalfolge war. 

Die Bedingung ist hinreichend. Ich muB also zeigen: aus dem 
Bestehen von (11,1) folgt, daB die p,(z, y), q(x, y) eine Minimalfolge 
bilden. Ware dies naimlich nicht der Fall, so gibe es eine Teilfolge {p,,, qx,} 
mit 
(11, 9) lim Zp, g, = 2% > 2*. 

ky > a v v 
Dann wird aber, wie gezeigt werden soll, notwendig (11,1) verletzt. 


Ich ziehe zu dem Ende eine Minimalfolge {pj,, gf) < P zu Hilfe 
und kann dann einen Index & so grofs finden, daf 





(11, 10) Zt of <7n,u,——p— fir b2Sk 
wird. Durch die Gleichungen 

a x, ‘. é Pr, . 
(11, 11) = Pe, — Pry» Oy == Uk, — MU, 


werden nun in 8 eindeutige stetige Funktionen gy, (z, y) mit stetigen 
ersten Ableitungen definiert, fiir welche zufolge (5, 7) 


£ (pi, qi, | z, y) = ‘4 (Pr,» I, |x, y) 


ag 
+i Zz Sp (Phys Me, | 2 a+ = ry a qx, |X; »)| 


gilt, und woraus im Hinblick auf dean 10) 
+) 
0 Pr, 7] Pr, 
+ ~ Co (Preys Me, |% Y) + ty Ca (Pr,> TM, | 2, 
fiir (x,y) <8, kh>k 





Zy dk, = (o(m,, qr, |z, y 





z Lad 
4 


=) (vgl. Formel (9, 9)) 





hervorgeht. Darum gilt auf der Menge Me, 65 


>* 


A @ Og 
— Feb e (Pa Ml 2 Y — Zaha (Pey H, (> NZ, heh, 
so daB fir k,>k die Kandi 





Yr, (zy) = 7—7 * Pr, (2; y) 








262 W. Damkdhler. 





zur Menge Fu (B, Te, G5") gehért. Nun sind wegen (11, 11) die Steil- 
heiten der Funktionen y, (z, y) gleichmaBig beschrinkt, weil es die Funk- 
tionen pf, qf, Px,» qx, selbst sind. Das gleiche gilt daher auch fiir die 
untere Grenze der Steilheiten: 


lim Tu (B,D, eH ))= P<. 


k, > 
Da aber die Zahlen "3 der Folge (9, 8) beliebig klein werden, so gibt es 
7° , fiir welches dann natiirlich 


s.(2.3 R,, (=) < Gu (B, Ms, (n5)) 
wird, so daB erst recht 
lim Tu (B, Be, (ny)) ST < @ 
ist, ein Widerspruch zu der Annahme (11,1). Damit ist (11, 9) als un- 


méglich erkannt. 

Jetzt verbinde ich den Satz 7 mit dem Satz 6 des § 10 und erhalte 
so ohne weiteres den ™ 

Satz8. Dafiir, daB die Funktionenfolge |p,, q,.} aus P eine Minimal- 
folge ist, ist notwendig und hinreichend das Bestehen der Gleichung 
(11, 12) Jim 4 (B, M. (n;)) = 
fiir jedes »; der Zahlenfolge (9, 8). 

Ein Blick auf die Definition (10,5) des Funktionals q(c) und die 


Formel (7, 6) lehrt uns, daB die Formel (11,12) mit der zu beweisenden 
Gleichung (9, 12) identisch ist. 











auch ein Ni, < 





§ 12. 

Nun will ich an einem Beispie] zeigen, da8 in der Ungleichung (1, 3) 
im allgemeinen nicht m’ = m gesetzt werden darf, wenn man von der 
—_— Funktion g(z, y) noch die Stetigkeit ihrer ersten 
2 : Ableitungen g,, , verlangt. Es ist keine Be- 
schrinkung der Allgemeinheit, zu diesem Zwecke in 

(1,2) m= 0 zu setzen. 
Ich wihle als Bereich $ ein achsenparalleles 
e Quadrat der Seitenlinge 2 um zr=y=0 als 
0A Ye Mittelpunkt, dem noch, wie in der Figur gezeichnet, 
in der unteren Halbebene ein gleichseitiges Dreieck 
ABC angesetzt ist, mit der Spitze C auf der 
negativen y-Achse. Die Seitenliange 26 des Dreiecks werde durch 


b<5 ple beschriinkt. 

















Fig. 5. 
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Dann wird in 8 das Variationsproblem 


(12, 1) 9(2, y #9) = o VP +P — > (ey — ys) 
gegeben, worin o die durch 


2 
472 es! 


eingeschrankte Wurzel der Gleichung 
(12, 2) mo? — 4(1 — 9)? = 2b 0" — b Ye" — B — o* are sin — 
ist. Hier sind die konvexen Gebiete G,, (Formel (2, 2)) Kreise vom 
Radius 9: 

a a 

Gay (0+ H+ (0-9 =e 

Die Funktionen 

y 


P(®oY=—F, %Y=F 
des § 4 liegen fiir jedes z, y im Innern des 6,,, so daB ich dem Pro- 
blem (12, 1) als Funktional (4, 3) 
$ > (2 g— ay) at 
(12, 3) z(c) = — 
0 p V2 + ydt 
Cc 





zuordnen kann. Ist A* das Maximum dieses Funktionals innerhalb der 
Menge aller geschlossenen rektifizierbaren Kurven aus $, so findet man 
nach den Methoden der Variationsrechnung fiir seine freien in 8 gelegenen 
Extremalenbégen die Gleichungen 


i+ ed alterp) —% #0 TR) = ° 
oder mit Einfiihrung der Kriimmung ° dieser Extremalenbégen: 
dé 1 


ds pa* 
Sie sind also Kreisbégen vom Radius r = 9 A*, und die ganze Extremale C* 
des Funktionals (12, 3) ist aus solchen Kreisbégen und geradlinigen Teilen 
der Begrenzung von 8 zusammengesetzt. Daher bestimmt sich r aus der 
Gleichung 


n+ 4(1—r%) + r2-arcsin 2 — bao 





o [2rx+8(1—r)—26 +4 2¢ arosin —| 


die nach kurzer Rechnung auf (12,2) fiihrt. Darum ist 
At =1 
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und nach der allgemeinen Theorie des § 4 
$ 9(2, y iat =o 
é 


auf jeder geschlossenen rektifizierbaren Kurve C aus 8, sowie insbesondere 
auf C* 


$ oz, y, Z, y)dt = 0. 
Ce 
Untersucht man nun die Gestalt der Extremale C* naher, so sieht 
man, was fiir uns ausschlaggebend ist, daB sie zwischen A und B aus 
einem gegen C hin gewélbten Kreisbogen besteht und von den Punkten A 
und B aus je ein Stiick weit mit der geradlinigen Begrenzung des Qua- 
drates zusammenfallt. Wir haben also in A und B eine Unterbrechung 
der Stetigkeit der Tangente an C*. Mit Hilfe des Satzes 4 aus § 9 er- 
kennt man jetzt, daB es unméglich fiir das Variationsproblem (12, 1) in 
diesem Bereich 8 eindeutige stetige Funktionen g (z, y) mit stetigen 
ersten Ableitungen geben kann, welche in ganz % und fiir alle O< P< 22 


g (x, y, cos B, sin) + y,-cos? + g,-sind >0 
machen. Damit ist der gewiinschte Nachweis erbracht. 


§ 13. 
Jetzt wollen wir die folgende Verschirfung des Existenzsatzes aus 
§ 1 herleiten: 
Satz 9. Ist in dem einfach zusammenhingenden Jordan-Bereich B 
das positive regulire analytische Variationsproblem g (x, y, 2, y) gegeben und 


ore, y. % gat 


m = Unt. Gr. £ >0 
C<e pat rar 
C 
innerhalb der Klasse € aller geschlossenen rektifizierbaren Kurven C aus 8%, 
so gibt es zu jeder Zahl « > 0 eine in B eindeutige stetige Funktion  (z, y) 
(sogar Polynom) mit stetigen ersten Ableitungen y,, p,, welche 


g[z, y, 9] + p,:cos 8 + gy -sind >m—e 





macht fiir alle (x, y) <8, 0=0=<=22. Nach dem im vorigen Paragraphen 
angeftihrien Beispiel darf aber hier im allgemeinen nicht « = 0 gesetzt werden. 

Man beachte, da8 im Unterschied zum Existenzsatz des § 1 jetzt der 
Bereich 8 nicht mehr als von einer rektifizierbaren Kurve begrenzt vor- 
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ausgesetzt wird! Gleichwohl wird diese Einschrinkung iiber % der ein- 
facheren Beweisfiihrung wegen zunichst noch beibehalten und erst im 
nachsten Paragraphen aufgehoben werden. 


Um nun Satz 9 zu erhalten, betrachte ich das Variationsproblem 
(13, 1) g (2, y, 2, ¥) = 9 (2, y, 2, ¥) an (m — e)Vz* + y?, 
fiir welches 
9 (x,y, z y)dt 


Unt. Gr. =e>0 
a f > pat 
: 





ist. Natiirlich wird dieses Problem im allgemeinen nicht mehr positiv 
regular sein, und das macht sich unangenehm dadurch bemerkbar, da8 
seine Figuratrix 


9; (2, y, 8] = —g;[, y, 8) + (m — £) cos 8, 
095 _ — 3 Gi, (2, y. 8] = —9, [z, y, 0] + (m—e)sin 9, 0S 9 S22) 


keine einfach geschlossene konvexe Kurve mehr zu sein braucht, sondern 
Spitzen und Doppelpunkte haben kann. Aber, da wir von Satz 2 (§ 3) 
her wissen, da8 die Figuratrix G,, (2,3) des Variationsproblems g (z, y, “, #) 
einen groBten Kreis von einem Radius > m > 0 umschlieBt, so entnehmen 
wir der Definition (13,1) von 7 (z, y, z, ¥), daB auch in dem ihm zugeordneten, 
konvexen Gebiet G,, (vgl. Formel (2,2)) innere Punkte liegen, namlich 
gewiB alle Punkte der Kreisscheibe vom Radius « > 0 um den Mittelpunkt 
(a, (x, y), 5) (x, y)) des in G,, gelegenen gréBten Kreises. Man macht sich 
nun leicht klar (vgl. §2), daB die Berandung dieses konvexen Gebietes 6,, 
von Teilbégen der Figuratrix (13,2) gebildet wird, die aber im allgemeinen 
unter einem von Null verschiedenen Winkel zusammensteBen werden. 
Immerhin ist aus der charakteristischen Eigenschaft (Formel (2, 2)) des 
G., sofort ersichtlich, daB in den Ecken seiner Begrenzung nur Doppel- 
punkte der Figuratrix (13, 2), nicht aber Spitzen (das sind solche Punkte #, in 
denen unter Wechsel des Vorzeichens 7, [zx, y, #] = 0 wird) gelegen sein 
kénnen. 

Abhangigkeit der G., vom Punkte (z,y) < 8: Fiir das Folgende 
ist es wichtig, der stetigen Abhangigkeit des G,, vom Punkte z, y gewiS 
zu sein. Diese Stetigkeit auBert sich dadurch, da8 sich die Begrenzungs- 
kurve von Gey stetig mit dem Punkte (z, y) < 8 verschiebt, und bedarf 
nur eines Beweises, falls sich auf der Begrenzung von 6,, Ecken befinden. 
Das werde jetzt angenommen: Bedeuten also #,, #, die beiden Normalen- 
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winkel*) in einem Eckpunkt von 6,,, so sind sie nach dem Voran- 
gehenden durch die Gleichungen 

(13, 3) 9; [z, y, 0] — 9; [z, y, ®,) = 0, 9; [z, y, 8.) — 9; [z, y, 8] = 0 
miteinander verbunden, und es kommt darauf an, sie hieraus als stetige 
Funktionen von z, y zu gewinnen. Das stéBt jedoch bei Verwendung der 
gewohnlichen Methoden auf Schwierigkeiten, wenn etwa in einem Eckpunkt 
fiir mindestens einen der beiden Indizes i=1,2 J, [z, y, 0] = 0 wird, 
weil dann die Funktionaldeterminante der linken Gleichungsseiten (13, 3) 
nach den #,; verschwindet. Darum schlage ich folgenden Weg ein: 


Sind z,, y, ein Punkt aus 8 und @,,, 8,, die Winkel der beiden 
inneren Normalen in einem Eckpunkt von G:, yo 80 halte ich fiirs erste 
einmal z,, y, fest und betrachte die 9; [x, ¥,, 4], 9; [%, Yo, 8) allein in 
ihrer Abhangigkeit von @ in einer gewissen Umgebung der Werte # = #,, 
und # = #@,,. Der deutlicheren Unterscheidung halber will ich das vari- 
able # mit einem unteren Index i: # = @,; versehen, wenn es auf die Um- 
gebung von #;, beschrankt wird. Da in dem betrachteten Eckpunkt von Gz, Yo 
nach dem oben auseinandergesetzten keine Spitzen der Figuratrix (13, 2) 
liegen kénnen, also die erste in #,) nicht verschwindende Ableitung von 
9, [%>» Yo, 0] nach # von gerader Ordnung sein muB8, und da die Funktion 
7, (2%, Yo, 8] als Funktion von @ analytisch ist, so gibt es eine Zahl 6 > 0 
der Art, daB die Teilbégen, welche durch 
(13, 4) |9, -6,,|54 | |9, — | 4 
auf den beiden sich in diesem Eckpunkte kreuzenden Asten der Figu- 
ratrix (13, 2) abgeschnitten werden, keine Spitzen enthalten (also sich in 
dem Intervall (13, 4) auch nicht selbst iiberschneiden) und nur den Punkt 


6, = 0,,, 0, = 8,, miteinander geméin haben. Bezeichne ich diese Teil- 
bégen mit 


io @ = — 9; [2 Yo. 9) B29: @ = — 9%; [2% Yor 9s] 
b= — G; [20> Yo» 91) b= — 9; [Zo» Yo: 9,) 
und ihre Endpunkte mit 
Pius Qio | Paor Oro 


so laBt sich eine positive Zahl 9 > 0 so klein finden, daB die o-Kreise 
um die Endpunkte von §,, (%,,) ganz auBerhalb der o-Umgebung des 
Bogens §,, (%,,.) gelegen sind. Daher existiert wegen der Stetigkeit der 
beteiligten Funktionen eine Zahl 6, > 0, daB auch die Kurven 


® (zy): @ = — 9: (x, y, 0,] Bs(z, y): a= — % [z, y, Be] 
b= — 9; [x, y, 8,] b= — 9; [x, y, 0] 


25) Das sind die Winkel der ins Innere von 6,, gerichteten Normalen gegen 
die + a-Achse. 
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ganz in der o-Umgebung von 


Bio | Bao 
einen Punkt aus dem Kreise 


Ro (Pro) | Rye (Pye) 
mit einem Punkt des Kreises 


Ry Q, o) | Ry (Qs0) 


verbinden, solange nur 


(13, 5) |je—%|S4,, |y—y| Sd, 
ist; es braucht jedoch die einzelne Kurve %;(z,y) jetzt nicht notwendig 
glatt zu sein, wie dies bei %,. der Fall ist, sondern sie kann auch Doppel- 
punkte und Spitzen enthalten. Man kann aber 
aus §,(z, y) einen anderen Kurvenbogen (2, y) 
herstellen, der solche Singularitaten nicht besitzt, 
dafiir aber in einzelnen seiner Punkte eine Un- 
stetigkeit der Tangente (einen Knick) haben kann. 
Das geschieht so: Man nehme (das ist stets Fig. 6. 
mdglich!) einen Punkt a = p, (zx, y), 6 = q,(2, y) 
(p(x, ¥), qo(a,y) sind geeignet gewahlte Polynome) im Innern von 6,, 
und ziehe von ibm aus die Halbstrahlen nach den Punkten von §; (z, y). 
Die so auf jedem dieser Halbstrahlen zuerst getroffenen Punkte von §; (z, y) 
geben dann zu einer Kurve §, (z, y) AnlaB, frei von Selbstiiberschneidungen 
aber dafiir eventuell mit Knicken behaftet, welche, wie leicht einzusehen, 
bei hinreichend kleinem 6, > 0 genau die gleichen Eigenschaften hat wie 
%.(z,y), namlich als ein zusammenhiingendes Stiick ganz in der 9-Um- 
gebung von %;, zu verlaufen und den einen Endpunkt in der o-Umgebung 
von Po, den anderen in der o-Umgebung von Q;, zu haben. Es schneidet 
daher die Kurve §, (x, y) die Kurve §,(z,y) in genau einem Punkte, der 
stetig mit x,y variiert und fiir hinreichend kleines 5, > 0 in einer beliebig 
kleinen Umgebung des Schnittpunktes von §,, mit §,, gelegen ist. Man 
sieht des weiteren ebenso leicht ein, daB dieser Schnittpunkt ein Eckpunkt 
des konvexen Gebietes ©, ist und daB somit die Winkel #,(z, y) der 
inneren Normalen an G,, in diesem Eckpunkte stetig mit x, y variieren. — 
Diese Winkel #;(z,y) sind offenbar die stetigen Auflésungen der Glei- 
chungen (13,3). — 

Stelle ich nun die Begrenzung von G., in der Form 
(13,6) G,,:a=4a(2,y, 9), b= 6B(2,y,0) (0S 0<22) 
dar, so sind daher die rechtsstehenden Funktionen «(z, y, #), B (2, y, 0) 


selbst stetig und haben nach @ mindestens eine stiickweise stetige erste 
Ableitung. 
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Ziel des Beweisganges. Jetzt bilde ich die Funktionale 


b maz tady 


(13, 7) Z(C) = © , 
p (F(z ¥ & 9) +m e +40 Hee 
Cc 


hm det aay 


Z(C) =° 
> P {z, y, #]ds 
é 


P[z, y, 0] = (p) — &(2, y, 8) cos # + (q, — A(z, y, 8)) sin d, 
worin die Polynome p, (2, y), q,(z,y) so beschaffen sind, da fiir jedes 
(x, y) <. 8 der Punkt mit den Koordinaten 


a = py (2, y); b = q (2, y) 
im Innern von G,, gelegen ist and von dessen Rand einen oberhalb der 








(13, 8) 








é€ 


von «,y unabhingigen Zahl 5 


etwa §4). Setze ich weiter 
(13, 9) A* = Ob. Gr. Z(C), A* = Ob. Gr. Z(C) 
c<€ e<€ 


-== m* > 0 gelegenen Abstand hat (vgl. 


innerhalb der Klasse € aller geschlossenen rektifizierbaren Kurven C aus 
%, so folgt aus den Uberlegungen des §4, die auch im vorliegenden 
Falle ihre Giiltigkeit bewahren, und aus der Annahme « > 0 
(18, 10) A* <i. 
sowie aus dem Zusammenhange des Gey (13, 6) mit der Figuratrix (13, 2) 
die Ungleichung 
(13, 11) At =< A*; 
denn der Nenner in (13, 8) ist nie gréBer als der Nenner in (13, 7). 

Der AusschluB des Kleiner-Zeichens in (13, 11) wird auch hier 


(man beachte die Analogie zu Satz 3 in §8) den Satz 9 ergeben. Das 
kann man sich etwa so klar machen: Sei 


(13, 12) a=a,(z,y,0), 6=£,(z, y,9), (n =1,2,...) 
(z,y) <8, 0<0<22 
eine Folge analytischer Funktionen, welche « (z, y, #), B( 2, y, 0) in (x, y) <®B, 
0< 86 < 22 gleichmaBig approximieren, 
(13, 13) lim Ln (z, ¥y, 0) = a(z, y, 0), lim By (z, y, 0) = B (2, y, 0), 
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und die Eigenschaft haben, da8 fiir jedes festgehaltene (z, y) < B die 
Kurven (13, 12) einfach geschlossene konvexe Kurven in der a, b-Ebene 
sind, mit # als Normalenwinkel, und ist an Stelle von (13, 11) 
(13, 14) A* = A* 
giiltig, so laBt sich auf die Variationsprobleme 

g™ (x, y, 8] = — a (2, y, 8)-cos & — B, (x, y, 0)-sin d 

(n = 1, 2,...), 

deren Figuratrizen gerade durch (13,12) gegeben werden, die bisherige 
Theorie anwenden; denn zunichst darf ich ohne Beschrinkung der All- 
gemeinheit annehmen (man beriicksichtige die gleichmaBige Konvergenz 
(13, 13)), daB alle Figuratrizen (13, 12) den Punkt (p,(z, y), q,(x,y)) in 
dem durch sie bestimmten Innengebiet (ich will es mit Einschlu8 seines 
Randes 6 nennen) in einem endlichen Abstand > ~ > 0 von dessen Be- 


grenzung enthalten; andernfalls wiirde ich namlich nur endlich viele 
Anfangsglieder in der Reihe der Indizes n zu streichen haben. Setze ich 
dann 


raz +qody 


Zn (C) —_ < 
(13, 15) > (g™ [x, y, 8] + py cos @ + go sin #] ds 
Cc 





und 








At = Ob. Gr. Z, (C), 
c<€ 


so ist wegen der gleichmaBigen Konvergenz (13, 13) 
(13, 16) lim At = A* 


und hieraus geht mit Riicksicht auf (13, 14) und (13, 10) 

Ay<l 
von einem gewissen ” ab hervor. Nun gipfelt das Hauptresultat der 
in den vorangehenden Paragraphen entwickelten Theorie in der Glei- 
chung (8,2), welche in Worte gefaBt und gleich auf das Variations- 
problem g™ (zx, y, 2, ¥) (mn > vn) angewandt besagt: Zu jeder Zahl e, > 0 
gibt es in 8 eindeutige, stetige, mit stetigen ersten Ableitungen versehene 
Funktionen 9 (z, y), fiir welche der durch 
(13, 17) a= 9,(z,y), 6 = g,(z, y) 


(bei festem (x, y) < B!) in der a, b-Ebene definierte Punkt dem Innern 
einer konvexen Kurve angehért, die aus 6S) durch Dilatation im Ver- 
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haltnis (A% + ¢,):1 um den Punkt p, (z, y), q,(z,y) hervorgeht (siehe 
Figur). Wegen (13,16) und At <1 liegt aber bei hinreichend groBem 
n > *n und hinreichend kleinem ¢, > 0 diese durch 
abnliche Verzerrung aus @{) entstandene konvexe 
Figur ganz in dem konvexen Gebiet 6,, (13, 6); 
folglich gibt es auch in % eindeutige stetige Funk- 
tionen @ (z, y) mit stetigen ersten Ableitungen nach 
z,y, fiir welche der Punkt (13,17) dem Innern 
Fig. 7. des konvexen Gebietes G,, angehért, was so viel 
heiBt wie 
7 [2,y,9]+ ge-cos P+ gy-sind>0 (0S 0<22) 
(vgl. Formel (2, 2)) oder mit Riicksicht auf (13, 1) 





g (2, y, 8] + pe -cos? + g,-sin? > m—e, 
also gerade die Ungleichung in Satz 9. 

Durchfiihrung. Es kommt jetzt alles darauf an, die Gleichung (13, 14) 
zu beweisen. Dazu bediene ich mich wieder der approximierenden Kur- 
ven (13, 12). Bezeichnet ¢™ (u, v| x, y) die Distanzfunktion mit der kon- 
vexen Kichkurve G{) (13, 12) (vgl. §5), und gebe ich eine Zahl c, > 0 
beliebig vor, so lehrt die Gleichung (8, 2)**) die Existenz mindestens 
eines Paares eindeutiger, stetiger, mit stetigen ersten Ableitungen versehener 
Funktionen p, (2, y), qn(z, y), die Lésungen der Gleichung 

ae (Se «a 
Oy 02x) 
sind und in ganz 8 


(13, 18) £™ (Par In| 2 ¥) SAR + & (z,y)< 3% 

machen. Fiir diese Funktionen p, (zx, y), 7, (x, y) betrachte ich die Integral- 
kurven des Gleichungssystems 

z= — Se (Pn In | <, y), y = e (Pas In| z, y) 

und insbesondere diejenigen Teilbégen C{” derselben, welche auf der 
Menge M,(7) gelegen sind, die analog zu (9,9) durch die Eigenschaft 
(13,19) €™ (pa, Qn | 2, y) SAR — x fiir (x,y) < M,(y), > 0 beliebig 
definiert ist. Nach dem Satz 8 des §11 1a8t sich aus diesen C{” mit Zuhilfe- 


nahme von geoditischen I” des Gebietes B eine geschlossene rektifizier- 
bare Kurve ¢, = YC + YI bilden (vergl. die Definition der Kurven- 
‘ ‘ 


26) Man halte sich vor Augen, daB diese Gleichung ganz unabhangig von der 
Annahme A* < 1 bewiesen wurde. 
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menge € (B, Mt) in § 10)*’) und die oben genannte Zahl «, > 0 so klein 
wiahlen, daB 


Zz ds 
: rm” 
(13, 20) < — —e7 
As | a 
q” 





wird, bei vorgegebenem «, > 0. 

Fiihre ich schlieBlich noch die Distanzfunktion E(u, v|z, y) mit der 
konvexen Eichkurve Gey (13, 6) ein (vergl. §5), so kann ich dem Funk- 
tionenpaar p,,(z, y), qu(z, y) ein anderes Paar eindeutiger stetiger Funk- 
tionen p,(z,¥), Yn(z, y) durch folgendes Verfahren zuordnen: 

1. sei : 

(13, 21) £™ (Pus Gn |Z Y) = 0 (Pus Gn|%s ¥) 
fiir jedes (xz, y) < 8, und 

2. soll es zu der Stiitztangente im Punkte p,,q, an die konvexe 
Kurve 

C™ (u,v x,y) = ” (Pas Gal 2, y) 


eine dazu parallele Stiitzgerade durch den Punkt 
Pn» Gn an die. konvexe Kurve 


C (u, v|z, y) = (Pas In| 2 ¥) 
geben, wobei noch die in den Stiitzpunkten ange- 
brachten ins Innere der konvexen Gebiete weisenden 
Normalenvektoren der Stiitzgeraden gleichsinnig parallel 
sind (siehe Fig. 8). 

Dann lehrt die gleichmaBige Konvergenz der 6 gegen G,, und die 
Eigenschaft (13,21), daB nach Vorgabe eines ¢, > 0 ein n(e,) gefunden 
werden kann, so da8 unbeschadet des Bestehens**) von (13,18) und 
(13, 20) fir n > n(e,) 


(13, 22) V(Pn (z, y) _ Pn (z, y)) + (Gn (z, y) ss In (z, y)) Ss &° c@) (Pas Qn| 2; y) 
gilt, und zwar gleichmaBig fiir alle (z,y) < 8; man erinnere sich zu 
dem Ende nur an den in §5 geschilderten Zusammenhang der Distanz- 
funktionen ¢™ (u, v|z, y), E(u, v| z,y) mit den konvexen Gebieten oY) 
und 6,,. 








27) Man kann es sogar so einrichten, daB die Teilbdgen om von ¢, nur aus 
inneren Punkten der Menge M, (n) bestehen. 
%8) Die Zahlen ¢5, ¢,; sind also gewi8 unabhangig von der GréBe e. 
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Der springende Punkt fiir den Beweis der Gleichung (13, 14) liegt 
nun in der Betrachtung des Funktionals 


Pi.aztaay 
c 





: Cc<€ 
(13, 23) bite, y, Ojds 
é 


F [2, y, 0) = (p, — &) - cos? + (g, — A)-sin®, 


und zwar werde ich es fiir eine gewisse aus ¢, = ¥ C\” + YJ” hervor- 
gehende Kurve ¢, abzuschitzen haben. : ‘ 

Diese Kurve bekomme ich so: Ich richte mein Augenmerk auf die- 
jenigen Punkte (x,y) < C{", fiir welche der Punkt der u,v-Ebene mit 
den Koordinaten 

‘= Pn (x,y), o = Gn (2, y) 
in einen Eckpunkt der Kurve 


(13, 24) é(u,v|2, y) = const 
fallt. Diese Punkte (z,y) bilden auf den C{” gewisse ganz auf M, (7) 
gelegene Teilbégen, da die C\” eine stetig drehende Tangente haben, und 
die Begrenzungsbégen der Kurve (13,24) in einem Eckpunkt unter einem 
von Null verschiedenen Winkel zusammenstoBen. Es sei C%,) ein solcher 
Teilbogen von C{”, und @, (x,y), 0, (x, y) die Winkel der inneren Normalen 
in dem (p,(z,¥), Ga(2,y)) entsprechenden Eckpunkt von G,,. Sie sind 
stetige Lésungen von (13,3) in einer gewissen Umgebung des Bogens C%’. 
Mit ihnen bilde ich das System von Differentialgleichungen 

¢ = Cos o, (x, y), y= sin #, (x, y), 

z = cosd,(z,y), y = sind, (z, y) 
und betrachte es in einer gewissen auf WM,,(7) gelegenen Umgebung U 
des Bogens Cc” welche von seinen Integralkurven, ich will sie mit f,,f, 
bezeichnen, schlicht tiberdeckt wird. Ich unterteile den Bogen C%)) in so 

kleine Teilbégen, da8 sich die Endpunkte eines jeden 


L derselben innerhalb U auf M,(7) durch einen ge- 

& cfy brochenen Kurvenzug verbinden lassen, der aus 
einem f, und einem f, zusammengesetzt ist (siche 

Fig. 9. Fig. 9). Eine solche Konstruktion ist stets méglich, 


weil der Tangentenvektor an die Kurve C{) in 
einem jeden ihrer Punkte z,y stets zwischen den beiden Richtungen 
#,(z,y) und #,(z,y) eingeschlossen liegt, und la8t aus dem C{? einen 
gebrochenen Kurvenzug (%’) hervorgehen, der abwechselnd aus Kurven f, 
und Kurven f, besteht. 
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Andererseits folgt aus der gleichmaBigen Beschranktheit der konvexen 
Gey in 8 und der Tatsache, daB jedes derselben mindestens einen Kreis 
vom Radius « > 0 (siehe den Anfang dieses Paragraphen) enthilt, die 
Existenz einer von z, y unabhingigen Zahl h > 0, so da8 in jedem Punkte 
(z,y) < B 

| 0, (z, y) — 8, (z,y)| S ah 

gilt. Dies bewirkt weiter, daB das Verhiltnis der Bogenlinge des ge- 
brochenen Kurvenzuges C{) zur Linge des Bogens C%? zwischen zwei 
absoluten Konstanten N und 1/N gelegen ist, wenn nur die Unterteilung 
von C%?) hinreichend fein gemacht wurde: 


[ as 





1 ute N 
a = f ds = 
cf 
70 


Ersetze ich nun jeden C{) entsprechenden Teilbogen von C%” durch den 
%” nachgebildeten gebrochenen Kurvenzug, so entsteht aus C\” ein ge- 
brochener Kurvenzug C”, fir den natiirlich ebenfalls 
{ ds 
Fi 

ds 
a” 
gilt, und der die Eigenschaft hat, daB jedes Linienelement z, y,@ durch 
(13,2) auf einen Punkt der Figuratrix (13,2) des Variationsproblems 
9 (x, y,%,¥) abgebildet wird, der auch noch zum Rande des 6, gehort. 
Also besteht fiir ein solches Linienelement z,y,@ von C\” 

, (%, y)- cos & +g, (x, y)- sin & 

(13,26) E(B» Yq ¥) 





(13, 25) yas" 





= Fz, y, 8] 


9{2, y, 8] + p, cos? + q, sin 0. 
Die oben erwahnte Kurve ¢, wird nun aus ¢, dadurch erhalten, da8 
jedes C{" durch das entsprechende C\” ersetzt wird, wiahrend die geo- 
ditischen J unverindert bleiben. 
Jetzt wende ich mich zu der Abschatzung des Funktionals 
(13, 23) auf der Kurve ¢,. Es ist 


pide + aay Py [Gna inn Pte noee— > | o,d2+ aay 
7 7 . 


i 
. a(n) (n) 
on Cj Tj 


Fim» élds : pFtes Olds 


c 


I 





n 
Mathematische Annalen. 110. 18 
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(nach Formel (13, 26)), 
4 | o™ (Dye ql ¥) -Piny0\de— >) j p,d2+4,dy 
i i 


a ri 


Pitavods 
¢ 


2 | iaetayay 


ie 


= { Plz,7y, 8jds 


a” 


Pp» | P(x, y, de 
i 


i 


1+ : 
z= | P [z, 3, Olds 


. om | 
7 

nach Formel (13,19), da die C{” auf M8, (7) gelegen sind. Weiter sind 
die |p,|,\q,| (m = 1, 2,...) wegen (13,18) und (13,16) in 8 gleichmaBig 
beschrinkt, und dasselbe gilt daher auch von den |7,|, |9,|, wie ein Blick 
auf (13,22) lehrt; also gibt es eine endliche positive Zahl A, mit 

¥p3 +423 < A, in ganz 8. 
Dann existieren zwei endliche positive Zahlen A, und A,, welche F [z, y, 0] 
in der Weise abschatzen, daB 7 

0< A, < Fiz, y,0) SA, 
fir alle (z,y)< 8 und 0 6 =< 22 gilt. Mit Riicksicht hierauf be- 
komme ich aus obigem: 

Es j ds 
i 








(nach Formel (13, 21)), 





(Ax — n) — 





IV 











* A T% 
(43 — 9) — 3 —— 
b i224 4,4 Py | a r 
(3,27) —& > _® 0 #3 -% 








p Fe y, O]de 


Sn 
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wegen der Formeln (13,25) und (13,20). Andererseits ist infolge (13, 22) 
und (13,18) fiir hinreichend groBe n 


prndz+ an ay finde + aay 


c c 


Ftv ade pFtavade 
¢ ¢ 





An 
< & ( a €s) i 











und ein Blick auf die Definition der Funktionen p, (z, y),q,(z, y) sowie 
die Formel (13,8) beweist die Ungleichung 


pide taney 


2(é,) + * x te) 
P[z,y, Ode As 





¢ 


Verbinde ich sie mit (13,27), so habe ich 














* A, 
, 4 eae 
Z (én) =|} o ssf it ) + F A; a ’ 
| +47 % 


und da die ¢,, é,€,,7 beliebig klein gewahlt werden diirfen, wahrend die 

A,, A,,A;,N feste Konstante sind, so lat sich dies auch fiir hinreichend 

groBe n > wm (wegen (13, 16)) 

(13, 28) Z(é,) >A*—e, fir n> 

schreiben, mit einem gewissen ¢, > 0, das beliebig klein gemacht werden kann. 
Jetzt erinnere ich an die Eigenschaft (13,26) der Kurve 


= SO" + 57”, 
i i 
derzufolge ich (siehe auch Formel (13, 7)) 
pred t+qody 
Z (én) = = 
Fre, y, @]ds+ z= | {[ (x, y, #]+- pp cos O+- qo sin 0] —F [x,y d]} da 
é ‘ rm” 
i 
. Z (én) 
> | {fe + py cos # +g, sin 6] —F} de 


i 
ri” 











1+ 





pF te y, Ojds 
¢ 


— 
——E_-™ 


18* 
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habe; hier ist aber die geschweifte Klammer im Nenner absolut genommen 
kleiner als eine gewisse positive Konstante A,, so daB ich mit Riicksicht 
auf (13,20) hieraus 
Z(é,) 
A 
1 — 
+ &3 Ay 


erhalte. Ein Blick auf (13,28) und (13,9) fiihrt uns zu 


Z(é,) > 


~ ; 

2+ 
1 & — 
+ 3 A, 


und, da ¢,, ¢, beliebig klein sein diirfen, zu 
A* = A*. 
In Verbindung mit (13,11) ergibt das gerade (13, 14). 


§ 14. 


Zum vollstandigen Beweise des Satzes 9 fehlt bloB noch die Be- 
seitigung der am Anfang des vorigen Paragraphen gemachten Einschrankung 
iiber den Bereich 8: von einer rektifizierbaren Kurve begrenzt zu sein. 
Das soll jetzt geschehen. Um gleich anzugeben, worauf es hierbei an- 
kommt, bemerke ich, da8 unabhingig von der Voraussetzung, die Rand- 
kurve des Bereiches 8 sei rektifizierbar, das Zusammenbestehen von 


(14, 1) = A* und A*<1 


gezeigt werden mu8. Hierin hat A* die Bedeutung (13,9) und 2* ist 

die untere Grenze der Maxima von ¢(p(z,y),q(x,y)|z,y) in-B fiir ein- 

deutige stetige Lésungen der Gleichung (6,1). Denn (14,1) fihrt zu 
<1, 

und das bedeutet, wie am Ende des §6 ausgefiihrt wurde, daB es in 8 


eindeutige stetige Funktionen gp (z, y) mit stetigen ersten Ableitungen ¢,, 9, 
gibt, deren geometrischer Reprisentant 


= 2 (2, y), b = Py (2, y) 
fiir jedes (z,y) <. 8 im Innern des konvexen Gebietes 6.» (13, 6) ge- 
legen ist. 
Von den Ausdriicken (14,1) ist am schnellsten die Ungleichung 
A* <1 
bewiesen. Dazu halte man sich vor Augen, da8 das Funktional Z(C) 
oberhalb stetig ist in jeder Menge rektifizierbarer Kurven, deren Lingen 








Indefinite Variationsprobleme. 217 


gleichmaBig beschrankt sind**). Die Uberlegungen des Anhanges gewahr- 
leisten dann die Existenz mindestens einer einfach geschlossenen rekti- 
fizierbaren Extremale C*, auf welcher A* (13,9) angenommen wird: 


Z(C*) = A*. 
Denn die Entwicklungen des Anhanges haben auch Geltung, wenn die 
Randkurve des Bereiches 8 nicht rektifizierbar ist. C* begrenzt nun 
einen ganz in % gelegenen Teilbereich 8, auf welchen die Resultate des 


vorigen Paragraphen angewendet werden kénnen. In $ gilt daher eine 
(13,14) entsprechende Gleichheit, die mit Riicksicht auf (13,10) sofort 


A* <1 
ergibt. 
Mehr Miihe erfordert der Beweis der Gleichheit (14,1): 
2 = A*. 


Dazu wird es gut sein anzunehmen, daf das analytische Variationsproblem 
g(x,y,%,y) auch noch in einer gewissen Umgebung des Bereiches 8 wohl- 
definiert ist, was aber keine Beschrinkung der Allgemeinheit bedeutet; 
denn ein nur in % definiertes analytisches positiv regulires Variations- 
problem g(z,y,%,¥) in der WeierstraBschen Form, 148t sich gleichmaBig 
(bis auf jeden beliebig vorgegebenen Fehler e’ > 0) durch ein ebensolches 
9(x,y,%,¥) approximieren, welches auch noch in einer gewissen Umgebung 
von $ definiert ist: 


\g(zy,%,9)—9(2-y%,9)| Se V+ y fiir (x,y) < B. 
Ich kann dann % einbetten in eine Folge ineinandergeschachtelter Jordan- 
Bereiche 
B, > By >... > B, 
die alle eine rektifizierbare Randkurve haben, gegen 8 konvergieren *’) 
und in dem Definitionsbereich von g (x, y,%,¥) gelegen sind. Versehe ich 
die auf %, beziiglichen GréBen z*,A* mit einem unteren Index », so gilt 


(14, 2) # = A, 


wie unmittelbar aus den Uberlegungen des §13 hervorgeht. Weiter ist 
fiir unsere Bereichfolge 


(14, 3) S28.:2--2F” 


28a) L. Tonelli, Fondamenti 1 (1921), §108 und § 96, osservazione S. 272. 

2) Das heiBt, zu jedem o > 0 gibt es ein Y» 80 da8 fir y= % die 8, in 
der o-Umgebung von % gelegen sind, und umgekehrt auch 8 der 9-Umgebung 
dieses 8, angehért. 
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und, wenn C, eine Extremale*) des Funktionals Z(C) in %, bezeichnet, 
auch 


(14, 4) Z2(6,.) >Z(G,4:) >... > A*. 

Nun kénnen die é., wie im Anhang auseinandergesetzt werden wird"), 
von gleichmaBig beschrinkter Lange angenommen werden, und infolge- 
dessen darf man sie ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gegen eine 
in $ gelegene rektifizierbare Grenzkurve C nicht verschwindender Lange 


konvergieren lassen. Mit Riicksicht auf (14,4) und die Oberhalbstetigkeit 
von Z(C) bekomme ich also 


Z(0) > 4+, 
wahrend aus der Definition des A* als obere Grenze aller fir Z(C) in 8 
fiberhaupt méglichen Werte 
A* >Z(0) 
folgt; d.h. aber: C ist Extremale fiir Z(C) und es gilt 
2(0) = A* = lim A}. 
¥—poo 
Unter Heranziehung von (14,2) und (14,3) bekomme ich hieraus 
At > #, 
wiahrend man umgekehrt genau so wie in § 7 
A*<2 
beweist. Beides zusammen fiihrt zu der Gleichheit (14,1) und damit in 
allgemeinster Weise zum Satz 9 des § 13. 


§ 15. 


Zum Schlu8 sollen noch die in Satz 9 gemachten Voraussetzungen 
aufgehoben werden, daB das Variationsproblem g(z, y, z,¥) positiv regular 
(9, (z, y, 8] > 0) und daB 

hove n sia 


m = Unt.Gr. © >0 
c<e a 
2 





30) Uber deren Existenz vergleiche den Anhang. 
31) Die dort fair den Bereich $ allein durchgefihrten Betrachtungen lassen 
sich ohne Schwierigkeiten auf die hier vorliegende Bereichfolge ibertragen. 
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1. Es sei noch m>0, aber es werde g,[z,y,8] 20 zugelassen. 
Dann bedeute M eine Konstante nicht kleiner als das Maximum von 


\9,{z,y, 8]| in (z,y) < 8,0 5022. Das Variationsproblem 
y (z,y,%, 9) = g (2, y, 2, y)+2M y+, 
ist folglich positiv regular und Satz 9 (§ 13) ergibt fir es 
y[z, y,8] + p2-cos0 + p,-sind > m+2M—e 
bei vorgegebenem e > 0 und geeignetem (z,y); daher ist 
g(x, y, 8] + pe: cos 0 + py: sind > m—e. 
Also war in Satz 9 die Voraussetzung g,[z,y,0] > 0 ((z,y) < 8, 
0 <= 6 Ss 22) iberfliissig. 
2. Wird schlieBlich auch noch m <0 erlaubt, so ziehe ich das 
Variationsproblem 
y (2, y,2,9) = g(x,y, 2,9) — (m—4) Ve + ¥? 
zu Hilfe, fiir welches 
rien ena 


Unt. Gr. © =i>0 
oe pierre 
Cc 





ist. Die Anwendung des Satzes 9 ergibt wieder 
y[z,y, 8) + pe: cos0 + g,-sind > 4—« 

fiir zusammengehérige « > 0 und g(z,y), und darum folgt aus 
9 (2, y, 8] + pe-cos? + g,y-sind > m—e, 

da8 auch m > 0 in Satz 9 iiberfliissig war. 


Beachtet man beides, so ist damit das Theorem der Einleitung 
bewiesen. 


Anhang. 

Die vollstindige Begriindung der im Hauptteil entwickelten Theorie 
erfordert noch den Nachweis, daB die GréBe A* (4,4) fiir das Funktional 
Z(C) (4,3) wirkliches Maximum ist. Dariiber besteht der 

Extremumssatz. In dem einfach zusammenhdngenden Bereiche 8 
der x,y-Ebene gibt es einfach geschlossene rektifizierbare Kurven C*, auf 
welchen Z(C) die obere Grenze A* annimmt: 

(A, 1) Z(C*) = A*. 

Beweis. Es sei © die Unterklasse aller einfach geschlossenen 

rektifizierbaren Kurven von € und 


A* = Ob. Gr. Z(C). 
cet 
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Dann ist 
At < At. 

Hier li8t sich aber das Kleiner-Zeichen ausschlieBen; denn fiir 
A* < A* 


gibe es in € ein CO (sogar einen Polygonzug) mit 





(A, 2) 20) = “t* » ae. 
© zerlege ich in einfach geschlossene Kurven (,: 
C = ré,, 
a 


fiir welche naturgemaB 
prods +qdy < A* pras 
cy cE 


ist, und folglich 
prdz+aody <= AvpPas 
é é 


oder im Widerspruch zu (A, 2) 
Z(C) < A*. 
Ich kann mich also zum Beweise auf die Menge € beschrinken. Setze ich 


, 7] é 
(A, 3) j(ay) = 34e-FR. 


so ist wegen des Greenschen Satzes 


j(z,y)dady 


Pras 


c 
worin (C) das von der Kurve C umschlossene Gebiet bezeichnen mége. 
Nun ist j(z,y) als stetige Funktion in $8 beschrankt: 


j(2y)| SM (z,y) <8 
und fiir C < € gilt die isoperimetrische Ungleichung ™) 


JJa=eys ax($ar). 


(C) 


Z(C) —— (Cc) 





52) W. Blaschke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, 2. Aufl., Berlin 
1924, S. 45. 
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Das gibt mit Riicksicht auf (4,2) die Abschitzung 


Zoi > Vax {f¢eey sO Vas {jezdy 0<E 


aus welcher die Beschranktheit des Wertevorrates von Z(C) auf € folgt, 
wogegen man aus 


dady 


zois*. c<t 


as 

c 
sieht, daB Z(C) auf € nur fir Kurven nicht zu groBer Lange groBe 
Werte annehmen kann. Eine Maximalfolge von Kurven C, <€ darf 
daher immer als von gleichmaBig beschrinkter Lange vorausgesetzt werden; 
aus solchen Kurvenmengen 1aBt sich aber nach bekannten Sitzen eine gegen eine 
rektifizierbare Kurve C* gleichmaBig konvergierende Teilfolge {C,} heraus- 
greifen: 





lim 0, = C*, * 


A,4 — Cc < FC. 
(4,4) lim Z(C,) = A* < 
k—> oo 


Ich will zuerst zeigen, daB die Grenzkurve C* eine von Null ver- 
schiedene Lange hat. Dazu bendétige ich die Voraussetzung 
(A, 5) A* > 0, 
die aber auch allein nur interessieren kann, da ja fir A* = 0 jedes 
C < €als Extremale von Z(C) angesehen werden darf, d. h. der Extremums- 
satz zu Recht besteht. Unter dieser Voraussetzung (A,5) aber existiert 
ein Index k, von dem ab 


(A, 6) Z(C,) >tA*, k>k 


wird. Hitte jetzt O* die Lange Null, so gibe es einen Punkt P, = (2,, y,) 
in %, gegen den eine Teilfolge {C,,} der Kurven C, konvergierte: Statt 
(A,6) kann ich jetzt auch 


$ [(v0 zw) — Po(Xor Yo)) CO8P + (Go (x, ¥) — Go (Xo, een ds> Tras 


Ck, Ck, 
schreiben woraus mit Riicksicht auf (4, 2) 


(A,7) Max V(po(2y) — Po (» Yo))® + (0 (2, ¥) — Go (240) >, 
(2) < Cy, 


k>k 
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folgt, wenn man beiderseits das Integral has fortstreicht. Da die rechte 
Ce, 

Seite in (A,7) eine feste Zahl ist, kann die linke Seite nicht beliebig 

klein werden; das steht aber im Widerspruch zu unserer Annahme iiber 

die Grenzkurve C*. 


Andererseits ist Z(C) ein oberhalb stetiges Funktional auf jeder Menge 
rektifizierbarer Kurven von gleichmaBig beschrinkter Linge, da sein 
Zabler auf dieser Kurvenmenge ein stetiges, der Nenner aber ein unterhalb 
stetiges Funktional™) ist. Wegen (A,4) darf ich darum 
(A, 8) z(C*) = A* 
schreiben; aber im allgemeinen wird G* noch nicht einfach geschlossen 
sein. Hier komme ich nun so weiter: Sei P, ein Doppelpunkt®) auf 
Oe, und CT ein von P, ausgehender und dahin zuriickkehrender Teilbogen 
von Ge; dann ist auch 

Z(Cf) = A*. 
Wire nimlich Z (C7) < A*, so hatte ich 


prdztady <A*- Fas 
¢ cg 
und 


> pdz+qdysA* > Fds 
&_ ct &_ of 
und daraus durch Addition 


rds + ady <A* pF {z,y, Ads 
oe ‘ 
oder 
Z(C*) < A* 


38) L. Tonelli, Fondamenti 1 (1521), §108b und 97. 


%4) Hierunter verstehe ich folgendes: Ist O* auf die Bogenlange s als Para- 
meter bezogen: x = z(s), y = y(s), so heiBt ein Punkt P, Doppelpunkt, wenn er 
fir mindestens zwei verschiedene Werte #, + 8, angenommen wird, d.h. wenn 


gilt. © (6) = 2(4) und = y(s,) = (4) 
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im Widerspruch mit (A,8). Ist nun Cf einfach geschlossen, so bin ich 
fertig und setze C* = Cf. Sonst sei P, ein Doppelpunkt auf Cf und 
Cz ein in P, beginnender und endigender Teilbogen von Cf. Ich habe 
Z(C3) = A* 
und wiederhole bei Cf die bei Cf} angestellten Uberlegungen. So fahre 
ich fort. Nach endlich vielen Schritten mu8 ich zu einer einfach ge- 
schlossenen Kurve Cf gelangen, fiir welche natiirlich wieder 
Z(Ci) = A* 
gilt; denn ich kann die Bezeichnung so gewahlt denken, daB die Lange 
von Of,, nicht gréBer wird als die halbe Linge von Cf; und dabei bleibt 
immer die Gleichheit Z(C?,,) = Z(Cf) erhalten. Das kann aber nach 
dem oben Bewiesenen so nicht beliebig weit fortgehen, wodurch die 
Endlichkeit des Prozesses gesichert ist. Ich setze dann C* = Ci und 
habe den Extremumssatz verifiziert. 


(Eingegangen am 16. 9. 1933.) 











Einige Saitze und Formeln aus der Theorie 
der meromorphen und ganzen Funktionen. 
Von 


Alexander Dinghas in Berlin. 


1. Einleitung: Der Hauptzweck der vorliegenden Arbeit ist, eine 
Reihe von Anwendungen einer Forme! anzugeben, welche in die Funktionen- 
theorie von F. und R. Nevanlinna eingefiihrt wurde, und deren Bedeutung 
sich seitdem in der modernen Funktionentheorie als grundlegend erwiesen 
hat. Insbesondere werden durch eine einheitliche Methode Sitze abgeleitet, 
die man Carleman und R. Nevanlinna verdankt, sowie auch manche 
andere Siize. 

Die Arbeit ist in zwei Kapitel eingeteilt. Im ersten Kapitel werden 
hauptsiachlich die Jensensche Formel und ihre Analoga abgeleitet, sowie 
die Satze von Carleman und Nevanlinna, welche sich auf meromorphe 
Funktionen endlicher Ordnung beziehen. Im zweiten Kapitel wird eine 
spezielle Klasse von ganzen Funktionen unendlicher Ordnung betrachtet, 
welche vor kurzem von Milloux einem eingehenden Studium unterworfen 
wurde. 

Der Inhalt der meisten Paragraphen des ersten Kapitels wurde 
brieflich Anfang 1933 Herrn Prof. Rolf Nevanlinna mitgeteilt. Es sei 
mir hier gestattet, jhm meinen groBen Dank fiir die freundliche Aufnahme 
dieser Mitteilungen auszudriicken, die mich sehr zur Weiterfiihrung meiner 
kleinen Arbeit ermutigt hat. 

Herrn Prof. Carathéodory und Herrn Prof. Blumenthal, die meine 
Arbeit im Manuskript gelesen haben, danke ich fiir wertvolle Ratschlage. 


Kapitel L 


Uber einige Mittelwertformeln 
und gewisse funktionentheoretische Siatze. 


§ 1. 
Die Formel von F. und R. Nevanlinna, 

2. B sei ein einfach oder mehrfach zusammenhangender, abgeschlossener 
Bereich, dessen Rand J’ aus endlich vielen analytischen Kurvenstiicken 
zusammengesetzt ist, und ferner sei {/(z) eine innerhalb und auf dem 
Rande von B eindeutige meromorphe Funktion der komplexen Ver- 
anderlichen 2 = 2+ ty = te’, welche der Einfachheit halber im Null- 
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punkt und auf dem Rande J von B reguliér und von Null verschieden 
angenommen wird. A(z) sei eine beliebige reelle Funktion des Punktes z, 
beziiglich derer nur angenommen wird, da sie nebst ihren partiellen 
Ableitungen der zwei ersten Ordnungen innerhalb und auf der Berandung 
von B stetig und eindeutig sind. 

Unter diesen Voraussetzungen gilt nach F. und R. Nevanlinna folgende 
Formel'): 


(2.1) 3 | (low is¢er| $4 — 2) F log| ti) ds+ Ff [tog |4(2)| 42@)Ao 
= = rA@—TAw, © 


wo & den Rand I in positivem Sinne durchliuft, und die Summen rechts 
iiber simtliche innerhalb B gelegenen Nullistellen a und Pole 6 der 
Funktion f(z) mit Beachtung ihrer Multiplizititen zu erstrecken sind. 
[Fir den Fall, daB auf dem Rande J’ Nullstellen oder Pole liegen, 


siehe FuBnote *), 8. 286.] Ferner bedeutet - die nach der inneren 


Normalen von J” genommene Ableitung, do das Flichenelement, ds das 
Bogenelement, wihrend 4 den bekannten Laplaceschen Operator 
ae  @ 1 a/, @ 1 @ 
satap= Tanta oar) 
darstellt. Diese Formel, die man sehr leicht mit Hilfe des Greenschen 
Satzes beweisen kann, werden wir insbesondere in den folgenden vier 
Fallen anwenden: 
B ist 
1. Der Kreis 0 < |z| <t, 
2. der Kreisring 0 << t <|z| <4, 


8. das Sektorgebiet 0<¢,<|z|<t4, OS || Sj (k > }). 
4. das Rechteck OS e<t, OX|y|\Sqy (k > 0). 


In allen diesen vier Fallen werden sich Formeln ergeben, die als Analoga 
der bekannten Jensenschen Formel betrachtet werden kénnen. 

3. Es wird jetzt die Voraussetzung gemacht, daB 4 (z) eine innerhalb B 
regulire Potentialfunktion ist (also 44=0). In diesem Falle nimmt 
(2.1) die vereinfachte Gestalt an 


(8-1) gh | (log 104) $4 —2(€) Flog 1(4))) ds = E2(e) — TAO), 
ir) 


1) F. und R. Nevanlinna, Uber die Eigenschaften analytischer Funktionen in 
der Umgebung einer singuliren Stelle oder Linie. [Acta soc. scient. Fenn. 50, 
Nr. 5 (1922)). 
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oder auch folgende: 


6 -—£ [ree PHO as = Fam — Fam, 

wr) 
falls A(&) auf dem Rande nicht verschwindet. Wir werden uns im 
folgenden nur mit in B regularen Potentialfunktionen A(z) und den letzten 
Formeln beschaftigen und werden sehen, da8 fiir gewisse Funktionen 4 (z) 
eine ,,Integration dieser Formeln méglich ist. Das wird hauptsiachlich 
die Aufgabe von § 2, 4,6 und 17 sein. 


§ 2. 
Die Jensenschen Formeln und ihre Verallgemeinerungen. 

4. Als Bereich B betrachten wir den Kreis K: 0<|z|<t mit t>0, 
das wir nachher variieren lassen werden. Die in K meromorphe Funktion 
f(z) mége die Punkte a,, a,,...,@,¢%,o) als Nullstellen und die Punkte 
by, by, .--» Batt,» als Pole haben, wo allgemein n(t,0) (bzw. n(t, c)) die 
Anzahl der Nullstellen (bzw. Pole), deren Betrag kleiner als ¢ ist, bedeuten 
soll. Beide Reihen seien nach wachsenden Betrigen numeriert, und es 
sei jede Stelle so oft angefiihrt, als es der Vielfachheit der betreffenden 
Nallstelle oder des Poles entspricht. 

Als 4-Funktionen werden die Funktionen t"cos mg, t™sin mq mit 
ganzen positiven m betrachtet, welche im Kreise K regular, eindeutig und 
harmonisch sind. Da wir aber unnétige Wiederholungen vermeiden wollen, 
werden wir die Rechnungen nur fiir die Funktionen ‘*cosm@ durch- 
filhren, indem wir die parallel laufenden Formeln fiir die konjugierten 
Funktionen ¢*sin m@ bloB hinschreiben werden. 

Wir fiihren jetzt folgende Treppenfunktionen ein: 


(4.1) R,, (t, 0) = "3" }a, |* cos m cry, 
v=1 
(4. 2) R,, (t, ©) = oa b, |" cos m B,, 


falls auf dem Kreise |z| =¢ keine Nullstelle (bzw. kein Pol) liegt, 
wahrend wir in ihren Sprungstellen ihnen als Wert das arithmetische 
Mittel aus dem vorderen und hinteren Grenzwert in der betreffenden 
Unstetigkeitsstelle erteilen werden’). Ubrigens ist 


a,=|a,|e, b= |b", OS anf, <2n 


%) Diese Festsetzung findet durch (2.1) ibre Berechtigung, denn sowohl fir 
die a als die 6, die auf dem Rande liegen mégen, treten dort die entsprechenden A 
mit dem Faktor '/, ein. Ubrigens mu8 in diesem Falle das Integral links im 
Cauchyschen Sinne genommen werden. 
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gesetzt fiir alle a, und b,, die die verschiedenen Nullstellen und Pole be- 
zeichnen. 


Die entsprechenden Funktionen fiir die konjugierte Reihe definieren 
wir durch 


n (t, 0) 

(4.3) Ja(t,0) ="S |a,|"sin ma, fir t kein |o, | 
v=1 

und 
nit, 2 

(4. 4) Ja (t,o) =" S |b, |*sin mB, fiir ¢ kein |,|, 
v=1 


mit durchaus analogen Definitionen wie oben, falls diese letzteren Fille 
eintreten. 

5. Jetzt kehren wir zu (3.2) zuriick. Betrachten wir der Einfachheit 
halber ein solches t, daB auf dem Kreise |z| = ¢ keine Nullstelle und 
kein Pol von f(z) liegt, und wenden wir auf diesen Kreis die Formel 
(3.2) an. 

Es ergibt sich 














22 
) 
(6.1) T= | FPA) cos mpdy = Bait, 0) — Rat, &), 
0 
oder 
an 
d R,, (t, 0) R,, (t, co) 
6.2) Z{ +, | tog s(te'*)| cos mpdg} = aR — 
0 
oder auch 
d t R,, (t, 0 R 
(5. 3) Hay, (t) ‘m (t 0) ‘m (4 20) 


dt ~ puri” pmti” 

indem wir mit ¢”,,(t) den Mittelwert von log |/(z)| cosm@ auf dem 
Kreise |z| = ¢ bezeichnen. Daraus folgt durch Integration beider Seiten 
vont=e>0 bist=r 


*R (t,0 R(t, 
‘m (t 9) { (foo) 2 


(5. 4) Lm (7) — Hm (€) =|Garat- pati 


6. Nun zeigen wir, daB in der Formel (5.4) der Grenziibergang 
méglich ist, d. h. da8 lim u,,(e) existiert. In der Tat ist wegen der 
e—>od 


gemachten Voraussetzungen die Funktion f(z) innerhalb und auf der 
Berandung eines geniigend kleinen Kreises |z| = 1, nullstellen- und polfrei, 
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also dort log f(z) eine regulire Funktion von z. Nach der Poissonschen 
Formel ist also*) 





22 


(1) log f(8) = 3 | 





ctf dg + iarg / (0), 





0 
wenn é innerhalb des Kreises |z| = r, von geniigend kleinem Radius liegt. 
Daraus erhailt man, indem man m-mal differenziert und § = 0 setzt: 





an 
(6.2) gy, Mog MN, = = log | (2) |e-!™¥ dg, 
Aus dieser Forme] folgt nun . 
(6. 3) Hm (0) = lim tm (€) = gay; B (log f(6))22,"); 
so da8 unsere Endformel lantet: 

an 





(6. 4) ~ | log | f (re‘*)| cos mpdg = 5 — R (log / (€))@° , 


0 








-R t, 0 -R t, 
+] m ( "at —| m ( am ae 


gut emri 
0 0 


Entsprechend erhilt man fiir die konjugierten Funktionen ¢ sin m » 
folgende Formel: 





22 
(6.5) 1 [tog | (re'") | sin mgd = — soni J (log f(8))™, 
0 
J, (t, 0) F Tan (ts 22) 
‘Foon — (rae. 


0 0 





5) Es ist allgemein, wenn F(z) = u+ iv analytisch, regulaér in |z| =r ist, 














2 F (&) —F (0) = — | F(z) aoe (1€| <1). (Cauchyscher Satz). 
jzj=r 
AuBerdem ist F (0) — mt F (z) a ae Durch Addition dieser beiden 
jel=r 
Formeln erhalt man F(£)—iv(0) = os | u(z) = 
jel=r 


*) Ist w eine komplexe GréBe, so bezeichnet Rw den Realteil von w, und Jw 
den Imaginarteil von w. 

®) Die Formeln (6. 4), (6.5) behalten ihre Giiltigkeit auch, falls ¢ ein ja,| oder 
ein |b,| ist. Dann ist aber das Integral links im Cauchyschen Sinne zu nehmen. 
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Die Formel (6.3) enthalt die Jensensche als Spezialfall fiir m = 0. 
In der Tat sind in diesem Falle R,(t, 0), R, (t, o) —_— gleich 


n(t, 0), n(t, oo), wahrend die linke Seite die Form 7 Lf log | f (re*”)|d@ 
annimmt *). 0 


Besonderes Interesse bietet auch der Fall m = 1, wobei die Funk- 
tionen R, (t, 0), R,(t, co) die Summen der Realteile der Nullstellen und 
Pole der Funktion /(z) darstellen. Mit Riicksicht auf Anwendung in § 7 
geben wir hier diese Formel an: 


2 r 
(6. 6) =— x { log | f (re‘)|cos pdg = shit + (20 : at By a=) at. 
0 


. 
0 0 


§ 3. 
Die Formel von Jensen-Nevanlinna, 
7. In diesem Paragraphen betrachten wir lineare Kombinationen von 
(6.4), (6.5) mit reellen Koeffizienten und setzen zur Abkiirzung: 
(7.1) AR (t, Cm» Im) = Cm Rin (t,0) + dn Jp, (t, 0); 
(7.2) AN? (tems Om) = Cm Ryy (t, 0) + dn Tum (t, 00); 
(7.3) tn (Q, Cm In) = Crm pment & Se sin m gp; 


(7.4) Fu (0,ems dm) = soz {em B (log (6), — dn J (log f(8))™ 


§=0 
fiir m = 0, 1, 2,.... 
Es ergibt sich folgende Forme: 
22 


m | log | f (re*”) | tm (P, Cms d,,)dpy = Fy, (0, Cm, Em) 


0 





(7.5) 


m? d,,) dt, 


err J emtri 
0 0 


rs (4s An (h Gms 4a) 9, (AS (h 


welche zwei willkiirliche Konstanten c,,, d,, enthalt. Machen wir die 
Voraussetzung, daB 


(7.6) y's, bs = 


6) Fir m = 0 wird A(z) = 1 gesetzt. 
Mathematisehe Annalen. 110. 19 
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konvergieren, und bilden die Summe 


a7 Le 


- » | Fa (0, Cm On) + [Ase faday [4 eew4a ai}, 


emti ertri 


nm 


log | f| tm (Q; ms Em) dy 





SO ny, 


0 


0 
so kann diese Formel wegen (7.6) auch folgendermaBen geschrieben werden: 


(1.8) [tog f\{ 3? 2. tm (9s Om dad} dp 


- Pi { F(0, Gms da) + (Ao sete gy (A ef at}. 


Aus (7.8) folgt die Jensen-Nevanlinnasche Formel fiir c,, = 2 0” cos m y, 
d,, = 2o"sinmy fir m = 1, 2,... und c, = 1, unmittelbar. Hier sind 
e<r und OS y<.2a gewahit, § = ge” stellt also einen inneren 





Punkt des Kreises |z| = r dar. Denn in diesem Falle ist 
7 1 i” r3— 9? 
(7. 9) 2 sm Mm (Ps Om Gm) = T—Srocoslp wae 


indem die rechte Seite von (7.8) dic Fouriersche Entwicklung 
A, + E 0" (A,, cos my + B,, sin m y) 
1 
der innerhalb des Kreises |z| = r reguléren harmonischen Funktion 


nr,0) 3 _& E nr) r(E—b,) 


1()- [] re=<5 I> 2_5,é 
darstellt. Dabei ist ferner 


(7.10) log 











(7.11) A, = log |f(0)| + [rs %ae— (2 oae 


0 0 
- R,, (t, 0) : R,, (t, 00) 
(7.12) A, = =, (Rlogf(é))™ , + (22% ~ A a 
0 0 
- m (ts 0) J, (t oc) 
(7. 13) B,, = —=, J (log /(8))@, + (220 mri “aati et 1—a( 56a, 
0 0 


fir =m = 1, 2, 3,.... 
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§ 4. 
Der Satz von Carleman. 

8. Carleman bewies folgenden Satz’): Es sei f(z) eine fiir Rz>0 
reguldre analytische Funktion von z =te'?. Bezeichnen wir die in der 
rechten Halbebene gelegenen Nullstellen der Funktion f(z) mit a, = |a,| 
(ja,| S |av43| fiir » = 1, 2, 3,...) und ist |a,| >17, > 0, dann gilt: 

+7 , 
(8.1) srs | logif (re) | cos gdp + ~ | {4 — 5} log|f (iy) f(—iy)|d 
. Sane £ POP TEE) ly og |f(ty) f(—ty)| dy 


To 


= 0(1I) +4 Ps (5) — Si} coo 


|< 


wo O(1) eine in bezug auf r beschrinkte GréBe bezeichnet. 
Um diesen Satz mit Hilfe von (3. 1) zu beweisen, fiihren wir folgende 

Funktion ein: 

n (t, 0) 
(8. 2) R*(t,0) = 3 |a,| cos ay, 

v=1 
falls ¢ kein |a,|, und gleich 4 {R*(t+ 0; 0)+ R*(t — 0; 0)}, falls dieser 
letzte Fall eintritt. n(t,0) sei wie friiher die Anzahl der Nullstellen a,, 
(Ra, > 0), deren Betrag kleiner als ¢ ausfallt. Wir wahlen A(z) = ¢ cos p 
und wenden auf das Gebiet r, << |z| = ¢ OSl|ols 3 die Formel (3. 1) 


an, wobei der Einfachheit halber |¢| nullstellenfrei sein mége. 
Es ergibt sich folgendes: 


+2 
2 


t 
i 
(8.3) £ | F (me) cos gdp + 3X | log | # iy) f(— ty) | dy 


; =C+ R(t, 0), 
wo C eine GréBe ist, welche von ry abhangt, oder auch 
+ 
djl 
(8. 4) Oi lem | log | f (te'?) | cos p dp} 


t 
+ 3 | {log|#(¢y)| + log] #(— iy) |) dy = C+ R(t, 0), 


7) T. Carleman, Uber die Approximation analytischer Funktionen durch 


lineare Aggregate von vorgegebenen Potenzen. [Ark. fér Mat. Astr. o. Fys. 17 
(1922), Nr. 9]. 


19* 
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und daraus nach Integration beider Seiten von t = 7, bis t =r nach 
vorheriger Division durch ¢°: 


+ 


(8.5) = | log | {(re’”)| cos pd 


wola 


r by ¢ 


z\% | log|/(— ty) f(ey)|\dy =O(1)+ 


wobei mit O(1) eine in bezug auf r beschrinkte GréBe bezeichnet wurde. 
Hier ist nun das zweite Integral der linken Seite gleich 


: { {5s =~ 4 log| f(—#y) f(éy)|dy, 


so daB (8.5) schlieBlich in 


+ 


(8.6) gt; | log|s(re'") | cos gdp 


, 0 
7, ‘a dt 


wla 


+ 
wla 


+a { rs > 3 log | f(ty)/(—ty)| dy =0(1) + | 





R* (t, 0) 
Go) ae 





tibergeht. Transformiert man das rechtsstehende Integral durch partielle 
Integration in eine Summe, so erhilt man die Carlemansche Formel (8. 1). 


§ 5. 
Eine Ungleichung. 

9. Es ist zu bemerken, da8 man unter einschrankenden Voraus- 
setzungen fiir die Funktion f(z) auch r,+ 0 streben lassen kann. Als 
solche werden wir folgende drei annehmen: 

1. f(z) ist in der rechten Halbebene regular, 

2. |f(ty)| <1 fiir jedes endliche y und 

3. #(0) = 1. 

Wir behalten dieselbe 4-Funktion wie im vorigen Paragraphen, namlich 
tcosg, und wenden auf das Gebiet O< |zixt, OX oS > die 
Formel (3.1) an. Auf dem Halbkreis |z| = ¢t, Rz >0 mége der Ein- 
fachheit halber keine Nullstelle der Funktion liegen. Dann ist 


t 


(9.1) wf 3 (2814!) cospdy + 5 | log|/(— ivf iy) dy = R¢, 0, 
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oder +2 
(9.2) 5. FF logis (re'") 008 p dg + 3 | log|#(— iy) f iy)|dy = R(t, 0) 


2 
Nun ist wegen 2. das zweite Integral der linken Seite negativ, also gilt 
die Ungleichung 


+ 


. 
wla 


d({l ; R* (t, 0 
Tila | le #¢e'*)| cos pag} == 





ela 


+ 


log| f(te'”)| cos pd 


wola 


Wir fiihren voriibergehend die Abkiirzung yu (t) = oa 


ein, und integrieren die Ungleichung - 
duit R* (t, 0 

0.9 ‘p05 UO 

von t =e>0 bis t = r, so daB wir folgendes erhalten: 

(9. 4) we) — ne) =| 


Jetzt existiert wegen 3. lim «(e). In der Tat, wenn log f(z) in der Um- 
eo 


Rt 





t, 0 
Oat. 


gebung des Nullpunktes die Entwicklung a,z-+a,2*+ ... hat, ist 
lim w(e) = 4 Ra,. Andererseits ist a, = f (0), so daB wir schlieBlich 


«—>od 


die Ungleichung 


+ ™ 
2 ’ 


1 ' , * 
(9. 5) = | log | f(re*?)| cos pdp>t Rf (0) + (> dt 
0 


a 


2 


erhalten. Das Gleichheitszeichen gilt fiir die Funktion e’. 


§ 6. 
Der Satz von R, Nevanlinna, 
10. Den in § 4 bewiesenen Satz von Carleman, welcher sich auf eine 
Halbebene bezieht, kann man auf Sektorgebiete beliebiger Offnung aus- 
dehnen, so daB man zu dem Satz von Rolf Nevanlinna gelangt®). 


8) Diesen Satz erhalt Nevanlinna als Spezialfall einer allgemeinen Forme! in 
der Arbeit: Uber die Eigenschaften meromorpher Funktionen in einem Winkel- 
raum [Acta soc. scient. Fenn. 50 (1925), Nr. 12, S. 10]. 
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Es sei f(z) eine innerhalb und auf dem Rande des Sektors S,, 
|z| >r,> 0, —-7S°S5 (k > 4), meromorphe Funktion der Variablen 
z = te’ mit den nach wachsenden Betrigen geordneten Nullstellen a, = |a,|e** * 


und Polen b, = |b, |e" (v= 1,2,...). Vorausgesetzt sei, daf |a,|, |b,| > 1, 
ist. Dann gilt 





i . 
1 
(10.1) —s | log | { (re?) | coskpdo+ a | {ae — a}? (ae 
-= Fo 
R, (t, 0) R, (t,09) 
= 00) + | eer at — [RS at 


r To 


wo O(1) eine in bezug auf r beschrinkte GréBe bezeichnet, 
®, (t) = } (log| f(te **)| + log|f(te ‘*#)|} 


und 

(10. 2) R,(t,0) = Z |a,\*coska,, falls t kein |a,|, 
|%y|<¢ 

(10. 3) R,(t, ©) = ZX |b,\FcoskB,, falls t kein |b,|, 
by | <t 


wihrend sie fiir solche Werte durch den Mittelwert 4 {R(t + 0) + R(t — 0)} %) 
defimiert sind. 

11. Fiir den Beweis des Satzes geniigt es, die Formel (3.1) auf das 
Gebiet ¢ > |z| >7, — sy ss? at anzuwenden, wobei der Einfachheit 


halber ¢ ein Stetigkeitspunkt von (10.2), (10.3) sein mége. Man erhalt 
folgendes : 
of 





ak t 
k+1 i 
ann S| Z(RUL cose dy + = | oxen e'—rae 
=f ro 


=C + R, (t, 0) , R, (t, eo), 
wo C eine gewisse Konstante, oder 








is r t 
(11.2) <= | log | f (te?) | coskp dg + & [ah | @, (f) Fd é 
-F fo fo 
R, (t, 0) R, (é, 2) 
-0()+ [er at— | dt, 


*) R(t) = By (t, 0), B, (t, 00). 
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wo O(1) eine GréBe bezeichnet, welche in bezug auf r beschrinkt bleibt. 
Nun ist aber das zweite Integral der linken Seite gleich 


1 1 1 
ok | a —_ ar t!—1@, (t) dt, 
To 
so daB = (11.2) die Form 


r 


(11.3) of log | f(re'")| cosky dp + 3 | {2 — sil ¢ *D, (t)dt 


bd To 
ak 


rR, (t, 0 R(t, 
(t -at— f u(t 2) 2 


=00)+ (35> Tose 


To To 

annimmt. Ubrigens gilt (11.3), auch wenn r = |a,| (bzw. r = |},|) ist. 
Dann muB aber das erste Integral im Cauchyschen Sinne genommen werden. 
Die Carlemansche Formel (8.1) erhalt man fiir k = 1 und R,(t, 0) =0. 

12. (10.1) kann man nun in eine symmetrische Gestalt bringen, 
in welcher sie als das Analogon des ersten Fundamentalsatzes der 
Nevanlinnaschen Theorie der meromorphen Funktionen erscheint®). Dazu 
fiihren wir folgende Bezeichnungen ein: 

na 





ak 
(12.1) m (rs) = <2; | log | f(re'*)| cos kp dg, 
wh 
(12.2) Py(r, f) = a | (z- 3 ~1 Gi (t, fat”), 
(12.3) Mer, f) = (“as ar, 


datetime To 

10) R. Nevanlinna, Zur Theorie der meromorphen Funktionen [Acta Math. 46 
(1925). 

11) @, (¢) ist die vorher gebrauchte Abkiirzung fir den Ausdruck 


4 { tog site #*)| + togifite | #4))). 
Man setze ferner ee iz a | 
Pi (t, f) == {log| (te *)|+logifre **|} 
+ 1 1 ¢,+ 1 + 1 
ei(6>) = ge” i = 

\f(te **)| \f(te **)| 
und beachte, daB O, (t) = Of (t, )— ot (+, +) ist 


und 
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und mit 7,(r,/) bezeichnen wir die Summe dieser drei GréBen. Hier 
bedeutet allgemein log a = loga oder Null, je nachdem a > 1 oder < 1 
ist. Beachtet man demnach, daB loga = log a — log + ist, so kann man 
(10.1) in folgender Form schreiben. 


(12. 4) T.(r, f) = O(1)+ T,(r,7). 


Wir begniigen uns mit dieser Andeutung. In dieser Richtung ist die 
Arbeit von R. Nevanlinna, in der er Werteverteilungsfragen von mero- 
morphen Funktionen in einem Winkelraum untersucht und gelést hat, 
von grundlegender Bedeutung. Dort findet man auch den Beweis, daB 
die GréBe 7, (r, f) eime wachsende Funktion von r ist }*). 

13. Interessant ist in der Formel (10.1) auch der Grenzfall k = }, 
d.h. der Fall, wo das Gebiet B der lings der negativen Achse auf- 
geschlitzte Kreis mit dem Radius r ist. In diesem Falle besteht die 
Relation 


+2 
=» g log|f(—2)\(/1 1 
(13.1) in¥ [ log] f(re'*)| cos $ dp + = 5 Va (+ ;)da 
—2 ro 
"By (40) f By, (t,00) 
= 0(1) + {ear aS at, 
welche fiir beliebige innerhalb und auf der Berandung von |z| =r 


meromorphe Funktionen gilt. 

14. Es sei noch eine direkte Anwendung von (10.1) erwahnt, namlich 
folgender Satz: 

f(z) set eine innerhalb und auj der Berandung des Sektors r > r, > 0, 


- 7° ei regulire Funktion von z mit Nullstellen a,, dy, ... 
(a, = |a,|e'*"), welche folgenden Bedingungen geniigt: 
1. &(t)} SAY, 





wo A(t) eine Funktion derart ist, dap das Integral | 41 dt konvergiert; und 
+i 
7 | log | (rer) | coskodg <0, 


4 
k 





12) Loc. cit. 8. 7. 
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wo C eine gewisse Konstante ist. Unter diesen Voraussetzungen konvergiert 
das Integral ~ 
R, (t, 0) 





(14.1) | ste at 
und die Reihe a , 

cos kx, 
(14.2) 5 et . 


Die erste Behauptung ist trivial. Denn sie folgt aus (10. 1) unmittelbar. 
Dem Beweis von (14.2) schicken wir folgenden Hilfsatz voraus: 

Hilfsatz: q(t) sei fiir t>1 eine reelle, monoton wachsende, stiick- 
weise stetige und differenzierbare Funktion von t, derart, daB ihre Un- 
stetigkeitsstellen, in denen sie positive Spriinge erleiden mége, sich nur im 
Unendlichen hiiufen. Fiir t + @ mége sie gegen unendlich konvergieren. 
Dann sind die Integrale 





(14.3) | go at 
und : 
1 
(14. 4) | z dg(t) (A> 0) 


1 
gleichzeitig konvergent oder divergent. Hier wird tibrigens das Integral 
(14. 4) als Stieltjessches Integral aufgefapt**). 
Der Beweis erfolgt auf Grund der bekannten Relation 


r 


fe) gy _ lr), (1 
(14.5) afe@ a= 204 | 540, 
1 1 
wenn wir der Einfachheit halber g(0) = 0 voraussetzen. Daraus folgt 
unmittelbar, daB die Konvergenz von (14.4) die Konvergenz von (14. 3) 
nach sich zieht. Umgekehrt, falls (14.3) konvergiert, ist, wegen 
t 
a <A { ee dt 15), 


r 











(14. 6) a vit) at<|taom sal g(t) 
1 1 


pri gti’ 
1 

13) F. und R. Nevanlinna, loc. cit. 8. 45. 

14) Fir das Stieltjessche Integral vgl. z. B. E. W. Hobson, The theory of 
functions of a real variable (Cambridge University Press 1921) Sec. Ed. Vol. I, 
8. 507, oder auch O. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen. [Leipzig, B. G. 
Teubner, 1913 (1. Aufl.) und 1929 (2. Aufl.), S. 362.) 

15) »(t) ist nicht abnehmend. 
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und daraus erhilt man 


(14. 7) [5400 - | P() ae, 
1 





pri 


Es ist klar, daB die Gleichheit in beiden Fallen besteht. 
15. Nun sei p(t) = R, (t, 0), dp(t) = 0, falls ¢ kein |a,|, und gleich 
|a,|*cos ka,, falls ¢ = |a,|. Es gilt nach (14.7) mit 4 = 


B60) 9 1 = oma be, 
(15. 1) pe peti te ’ 


To 


falls eine der beiden Seiten konvergiert. 





§ 7. 
Eine Anwendung von (6. 6). 
16. Zum Schlusse dieses Kapitels mége noch eine Anwendung der 
Formel (6. 6) hinzugefiigt werden, die in folgendem Satz besteht: 
[(z) set eine in 0 = |z| Sr reguldre Funktion von z, {(0) + 0 und 
\f(z)| S e%® fir |z|] =t”). Falls R,(t,0) = 0 fir OS t <r ist, gilt 
die Ungleichung 


f (0) ze, 
(16, 1) — ROG <A4 


wo A eine von r unabhingige Konstante bedeutet. Wenn auferdem die 
Funktion f{(z) eine Nullstelle —a (a >0) zwischen 0 und —}r hat 
und der weiteren Bedingung R,(t,0)+a=0 fira=t<r geniigt, so 
ist sogar 


f' (0) #9 1 
(16, 2) —RIG < & ——, 


Der Beweis des Satzes folgt aus (6.6) unmittelbar. Denn wegen 
der Annahme iiber R, (t, 0) ist 








0 
(16. 3) az | leet (re'*)|cospdy = + RE 
0 

oder 

Qn 

l 
— § RED < — Z| log |t(re') 008 9 dp 
0 


16) M (t) wird monoton wachsend vorausgesetzt und M (0) > 0, was zur An- 
nahme |/(0)| > 1 berechtigt. 
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oder noch 


"(0 1 - 8 1 + 
(16. 4) — 5 REO} < Z| tog copay + zt | log|f|\e08 »|d9, 
7 


also a fortiori 


(16. 5) — ZR io < m(r, f) + m(r, +) < 2m(r, f)”). 
Nun ist m(r,/) = M(r) und daraus schlieBt man wegen (16. 5) 


: f(0)  4M(r) 
(16. 6) — RG <=". 





Fiir den Beweis von (16.2) bemerken wir, daB wegen 


R,(t,0 +a 0 
fira<t=<r, ist: 








a2 r 
1 0 dt 
sh; | elt (re |cospdy = 5 RES a | F 
0 a 
_Loatm weft .2 
= 37 256-3 (a- a) 
oder 
32 
1 ‘(0 1 1 
-;RiOs — sh; | loe|f re") | 008 9d 9 — 35 + ses 
0 
und mit Beriicksichtigung friiherer Abschitzungen 
0 4M 1 
(16. 7) — RED <4 5-3, 
oder wegen a < }r 
(16. 8) — REO < 4,40 _ = 
mit A, >4+39755- 
17) Nach R. Nevanlinna schreibt man 
22 22 
1 
ae a | Be lNrenides m| n(n) )= a5) %e aaa" 
0 0 


Ist ferner f(z) eine ganze Funktion mit /(0) + 0, so ist 
1 
m (7) SM6 rote 
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Kapitel II. 


Ein Analogon des Satzes von R. Nevanlinna 
mit Anwendungen auf eine Klasse von ganzen Funktionen 
unendlicher Ordnung. 


§1. 
16. In diesem Kapitel wird versucht, ein Analogon des in §6 be- 
wiesenen Satzes von R. Nevanlinna aufzustellen, im Falle, wo der 
Bereich B ein Rechteck A, 


(16. 1) —-7S9SH K>O, OS eSa 


ist, und die Funktion der komplexen Verinderlichen z = x + iy eine in 
ihm meromorphe Funktion mit Nullstellen a,,a,,... und Polen 5,, b,,... 
ist. Insbesondere wird der Satz von Bedeutung sein, wenn die Funk- 
tion f{(z) im Streifen 

nm 


a 
(16. 2) —3 SIS 


eine ganze Funktion von unendlicher Ordnung ist und einer speziellen 
Klasse angehért, welche zum ersten Male von Milloux einem Studium 
unterworfen wurde"*). Wir werden uns namlich in den Anwendungen fiir 
diejenigen ganzen Funktionen von 2z interessieren, welche in (16.2) der 
Bedingung 


z>od0 


—— loglog M 
(16. 3) — sr, 


z= @ 


=o (o endlich > 0) 


zx 
geniigen, wo mit M,(z) das Maximum vom |/(z+iy)| auf der Strecke 


z=2, — na — oi bezeichnet worden ist. Die Zahl 9 werden wir 


die ,,Exponentialordnung der Funktion /(z) nennen; sie spielt fiir diese 
Klasse eine ahnliche Rolle wie die gewéhnliche Ordnung fiir die ganzen 
Funktionen endlicher Ordnung”). 


§ 2. 
Fin Analogon des Nevanlinnaschen Satzes, 
17. Im Anschlu8 an die Methode, die wir bis jetzt angewandt haben, 
werden wir einen Satz beweisen, der eine gewisse Analogie mit dem in 
10. bewiesenen Satz von R. Nevanlinna zeigt. 


18) H. Milloux, Propriétés des fonctions entiéres d’ordre infini. Ann. de |’école 
norm. sup. (3) 49 (1932). 

19) Den Namen ,,Exponentialordnung“ verdanke ich einem Vorschlag von 
Herrn Prof. Blumenthal. Siehe auch 8. Mandelbrojt, Séries de Fourier. C. R. 
197 (1933). 

















Meromorphe und ganze Funktionen. 301. 
Die Funktion f{(z) sei im Streifen 
(17. 1) —7 SSH E>, eZ 


meromorph, ihre in thm gelegenen Nullstellen a, = a; + ia,’ (vy = 1,2, ...) 
und Pole b, = b; + 1b,’ (v = 1, 2,...) mégen nach wachsenden Realteilen 


numeriert sein. Es sei f(iy) + 0, o fiir — <ys SE: Ferner sei 
mit n,(xz,0) die Anzahl der a, mit a; <x und analogerweise mit n, (xz, o) 
die Anzahl der b, mit b; < a bezeichnet, wo k-fache Nullstellen (bzw. Pole) 
k-fach gezihlt werden miissen. Dann gilt folgende Formel 

* ak : 


log | f(z + iy)|coskydy + = | (e—2*t — e—2k2) okt ®, (t) dt 


0 


1 
2re** | 


(17. 2) 





= 


~ 


z z 


= 0(1) + [em As 0)dt— | e- 2H A, (t,0) de. 


0 0 
Hier bedeutet O(1) eine in bezug auf x beschrinkte Gréfe, und A, (z, 0), 
A, (x, @) sind folgendermafen definiert: 


ny (2, 0) ’ 
(17. 3) A,(z,0)= SZ e**coska; (x kein a’), 
r=1 
np (2, ©) ’ 
(17. 4) A, (x, 0) = J. e* coskb; (x kein bj), 


v= 1 
wihrend wir sie in thren Sprungstellen durch das arithmetische Mittel ihres 
vorderen und hinteren Grenzwertes definieren. Ferner ist 


1 ° | -2a\| 
@,(z) = z {log | #(z—#5,) | + log|#(2+i55) || 
gesetzt. 

Zum Beweise wenden wir auf das Rechteck A,;: — si sys 4° 
0=<= 2st die Formel (3.1) an, wobei der Einfachheit halber an- 
genommen wird, daB f(t+ iy) fiir —s; sys an regulér und von 
Null verschieden ist. AuBSerdem sei A(z) = e**cosky angenommen, ist 
also in A, regular harmonisch und verschwindet auf den horizontalen 
Randstiicken. Es ergibt sich demnach folgendes: 

ar ; 
ett [ @ (log f(t +iy)ly k 
(17.5) >— | a Pee) cos kydy + — | e'z D, (x) da 
0 


i 
np (t, 0) . nytt, ) " 
=C+ 3 e**coskay— SF e***coskb;, 


r‘=1 v,=1 
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oder auch 
i } | 
d l . k 
(17.6) e?#o lee a log | f(t + iy)| cos ky dy} +< | e*? D, (x) dz 
-+ . 
mytt,0) me), 
=C+ J e*coska;— SF e***coskb;, 
vai v=i1 


wo C eine Konstante, die aus der Integration iiber das linke senkrechte 
Randstiick von A, hervorgeht. Wegen (17.3), (17.4) kann nun diese 
Formel auch folgendermaBen geschrieben werden: 


i 
log | f (¢ + iy)|coskydy} +4 [ et, (2)dz 


0 





+ 
d 
(7.7) @ Zl | 


on 
k 


= C+A, (t, 0)—Ax(t, &). 
Daraus erhalt man durch Integration beider Seiten von t = 0 bis t =a 
nach vorheriger Division durch e*** 


. t 


k d 
| og |f(a + ty)|coskydy + — | oa | et, (x) dx 
na 0 
2k 


l 
2ne** 


Fr 
lo 


(17. 8) 





= O(1)+ | e~2kt 4, (t, O)dt — | e~**t A, (t, ) dt, 


wobei O(1) eine GréBe ist, welche in bezug auf z beschrinkt bleibt. 
Transformiert man nun das linksstehende Doppelintegral in das einfache 


a | (e~ #** — e~ 22) ek @, (t) dt, so erhalt man 





+ 
sn fi og |f (x + iy)|\coskydy + x | (2 eet 


a 
2k 


= 0(1)+ 


e—2*t A, (t,0)dt — j e~ ** 4, (t, w) dt, 
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wo schlieBlich noch 2 statt a geschrieben wurde. Speziell, falls f(z) eine 
ganze transzendente Funktion ist, so nimmt die Formel die Gestalt an: 


na 
+i 


: | log |f (a+ ty)| coskydy + gy | (e288) D, (et dt 
0 


2Qae*t* 





(17. 10) 


r 


=0(1)+ [e-** An 0) dt. 

0 
Ersetzt man nun in dieser letzten Formel die auf der linken Seite vor- 
kommenden Integrale durch die gréferen Ausdriicke 2 Jog M, (xz) und 


fe-*#log M, (t) dt, so geht sie in 
0 
(17. 11) | eA, (t,0)at < O,+ st |Z e-* log My (2) + | e-* log M, (tat) 
0 0 
iiber, wo C, eine gewisse Konstante ist. 
Nun sei k’ > k. Dann kann man leicht zeigen, daB 


[e-A, (t, dt > | e-*’ tmy (t, 0) dt 
F ; 
atk 


3 i ist), was in Verbindung mit (17.11) folgendes 


mit 6 = cos ( 
20) Denn es ist 
ka’ ” ; ’ E 3 ” : # 
A, (t, 0) => a cos ka (a <4, —3P sa"= a 
und diese Summe wieder 


=>} 6 oP’, 
& 


wo a jetzt die Nullstellen mit a’ < z und ja”| = oT durchlauft. Setzt man 
voribergehend 


hy (t) = Fé (a’ < 0), 
(k’) 
80 ist 
dh,, (t) = e*dn,, (t, 0). 
Ferner ist 


eT) 


e?** 4 (t,0)dt > 6 | e— 2*th (dt 
0 


=— sett hy (x) + aa | e~** ah. (0), 
0 
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ergibt (C,, C, Konstante): 


(17. 12) fe tn, (t,0)dt<C,+C, {e~** log M,(z) + fe *tlog M,(t) dt} *). 
0 0 





Es sei noch an dieser Stelle erinnert, da alle hier eingefiihrten Treppen- 
funktionen wie auch M,(z), die mit dem Index k behaftet sind, eng mit 
dieser Zahl zusammenhingen, d.h. mit der Breite des Streifens (16. 1). 
Andert sich k, so andern sich auch diese Ausdriicke fiir festes z. Ferner 
folgt aus ihren Definitionen, daB sie mit wachsendem fk nicht zunehmen 
kénnen. 


18. Die Formel (17.9), welche eine Analogie mit dem in 10. ent- 
wickelten Satz von R. Nevanlinna zeigt, kénnen wir in eine symmetrische 
Gestalt bringen, indem wir sie als Differenz von zwei positiven GréBen 
schreiben. Dazu fiihren wir folgende Bezeichnungen ein: 





+i 
meat) = =e | log|f(@ +ip|coskydy, 
“Ht 
(18. 1) Puls f) = gy | (ee *) HO (, edt 
N, (2, f) = [emt Axt oo) dt; 


auBerdem bezeichnen wir mit 7,(z,/) die Summe dieser drei GréBen”). 
Hier ist, analog friiherem, ®* (t, f) durch 


(18.2) @*(t, f) = ¥ {log|#(t—i Z)| + log|s(t +4 4) 





z 
_ 6 f onl 
—t * ny (2 0)+ 3 | e—*dn,,(t,0) 


0 
ist. Dieser letzte Ausdruck ist aber gleich 


z z 
+ | e~ ni (t,0)dt => 4 | en. (t, 0) dt. 


0 0 


*1) Eine analoge Ungleichung kénnte man auch aus dem Satze von R. Nevan- 
linna ableiten. 


22) Eine Verwechslung mit den m,(r, f), Py (r, f)» Ny (r, f) und 7, (r. f) von 10. 
ist nicht zu erwarten, da jene GréSe Funktionen von r und nicht von x sind. 
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erklart. Dann nimmt (17.9), wie man leicht bestatigen kann, die sym- 
metrische Gestalt 


(18. 3) T(z, f) = 0(1) + 7, (2, 7) 


an. T7,(z,/) ist auBerdem, wie gezeigt werden kann, eine wachsende 
Funktion von z, eine Tatsache, von der wir aber in dieser Arbeit keinen 
Gebrauch machen werden. 


§ 3. 
Anwendung auf eine spezielle Funktionenklasse. 


19. Wie in der Einleitung dieses Kapitels gesagt wurde, werden ins- 
besondere ganze Funktionen f(z) betrachtet, die in einem Streifen 


(19. 1) —sS9Sq >0, 220 


von unendlicher Ordnung sind und ferner dort der Bedingung 
(19. 2) lim 1088 ¥,(#) 


=m zx 


=o (0 endlich > 0) 


geniigen, wo M,(z) die in der Einleitung gegebene Bedeutung hat. Eine 
solche Funktion werden wir als Funktion von der ,,Exponentialordnung“ 0 
bezeichnen. Was die Zahl & anbetrifft, wird sie anfanglich der Ein- 
schrankung k <= o unterworfen, von der wir uns aber in 21. befreien 
werden. 

Vor allen Anwendungen sei nun folgender Hilfssatz bewiesen, der 
das Analogon des Hilfssatzes im vorigen Kapitel, Nr. 14, bildet: 


Hilfssatz: q(x) sei fiir «>0 eine reelle, monoton wachsende, stiick- 
weise stetige und differenzierbare Funktion von x, derart, daB ihre Un- 
stetigkeitsstellen, in denen sie positive Spriinge erleidet, sich ins Unendliche 
hitufen. Fiir t + co mége sie gegen a konvergieren. 

Dann sind die Integrale 


(19. 3) fe* pat (4 > 0) 
und 
(19. 4) fe-*do) 


Mathematische Annalen. 110. 20 
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gleichzeitig konvergent oder divergent. Hier ist tibrigens (19. 4) als Stieltjes- 
sches Integral aufzufassen**). 
Den Beweis erbringt man auf Grund der Relation 


(19. 5) afe-**@ (nat = ~ e-4* 9 (a) + fed gy, 


wobei der Einfachheit halber g(0) = 0 angenommen wurde. Daraus 
folgt unmittelbar, daB die Konvergenz von (19.4) die Konvergenz von 
(19.3) mach sich zieht. Umgekehrt, falls (19. 3) konvergiert, ist wegen 


e129 (2) SAfe—* g(a 


(19. 6) Afe* pat < fe-*d pt = afe-* piedt, 
und daraus erhalt man 
(19. 7) a fem pat = fe —4t dg (t). 


Es ist klar, daB die ‘Gleichheit auch im ersten Falle, wo (19. 4) kon- 
vergiert, bestehen muB. 
20. Es folgt zunichst aus der Formel i 11) folgender Satz: 


Die Funktion f(z) sei im Streifen = SYS z=>0 von 
der ,,Exponentialordnung 0. Dann TE. ‘file jedes A>o das Integral 


fe-™ A; (t, 0) dt. 
0 


Das ist klar. Denn aus (17.11) mit 9 <4’ <A ergibt sich (C,, C, 
Konstante) 


(20. 1) fe**A,(t, 0)dt <0,+ 0, {e-** log My (2) + fe-**log My (t)de} . 
0 0 


Ferner ist fiir jedes z M,(z) = M,(z), und M,(z) geniigt nach Voraus- 
log — M , (=) . ; 
setzung der Bedingung lim ———_—2— = 9, so daB die Ausdriicke rechts 
z= 0 
28) Der Hilfssatz, den ich ohne Kenntnis von friiheren Untersuchungen auf- 
gestellt hatte, ist nicht in allen Teilen neu. Die Halfte davou ist in einem Satze 
von Doetsch (Die Integrodifferentialgleichungen vom Faltungstypus. Math. Annalen 
89, 8.198, III) enthalten. Aus den Uberlegungen von Prof. Doetsch folgt, daB 
die Existenz von feng’ (t)dt (s kann hier auch komplex sein) die Existenz von 
0 


fe" pinat nach sich zieht. 


9 
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beschrankt bleiben. AuBerdem ist A,(z, 0) eine nicht-negative Funktion, 
also das Integral links nicht abnehmend, was die Richtigkeit des Satzes 
zur Folge hat. 

Verabreden wir nun, unter x9 (a), wo g(x) eine reelle stetige Funk- 


tion ihres Arguments sein mége, eine Summation zu verstehen, bei der a 
nur diejenigen Nullstellen von f(z) durchlauft, deren Imaginarteil a” der 


Bedingung — 7 s<@v’s si geniigt und deren Realteil a’ < z ausfillt. 


Fiir z= o, d.h. falls a alle in (19.1) liegenden Nullstellen von f(z) 
durchlauft, schreiben wir nur ¥ g(a). 
aw) 


Beriicksichtigt man nun nach diesen Festsetzungen den vorher- 
gehenden Hilfssatz, so kann folgender Satz bewiesen werden: 


Konvergiert fiir ein 2 > 0 das Integral | e- tA, (t,0)dt, so konver- 
0 
giert auch die Reihe J e~** cosia”. 
@ 
Denn setzt man in (19.7) p(t) = A,(t, 0), so ist 


x 


fe-2**d Aj (t, 0) = SJ e-**' cosia”. 
(A) 


0 


Auf Grund von (17.12) ist auSerdem noch folgender Satz richtig: 
Ist f(z) im Streifen — i = y S3 z =O von der Exponential- 


ordnung 0, so sind fiir jedes 4 > @ das Integral fent=ny (z, O)dx und 
0 
die Reihe S e~** konvergent. 
(i) 
Denn nach (17. 12) mit k’ = 4 und k = i’, wo d’ zwischen o und A 
liegt, ist (C,, C, Konstante) 


1) 
und nach Voraussetzung bleibt die rechte Seite dieser Ungleichung unter- 
halb einer endlichen Schranke. Bemerkt man, daS das linksstehende 
Integral eine monoton wachsende Funktion von z ist, so kann man 
daraus auf seine Konvergenz schlieBen. Ferner konvergiert nach dem 


(20.2) fe-?*n, (t,0)dt << C,+C, (e~** log M, (x) + [ e~* "log Mz (t) dt} *) 
0 


Hilfssatz zugleich mit {e~*'n,(t,0)dt auch die Reihe ¥e~*«' *), 
0 (a) 


24) Es ist: M , (2) => M,, (zx). 
%) Es ist: fe-tdn, (1,0) = Se-2e’, 
0 


@) 
20* 
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21. Die in der vorhergehenden Nummer gemachte Einschrankung 
iiber die Breite des Streifens ist unwesentlich. Wir wollen uns in dieser 
Nummer von ihr befreien. Vorerst ist es aber vorteilhaft, die die Funk- 
tion /(z) betreffenden Voraussetzungen folgendermaBen zu_ erweitern: 
ist 7 eine Zahl > 0%), so wird angenommen, da8 /(z) im Streifen A,: 
—j-= ys =, z =O von der Exponentialordnung o ist, daB sie 

: ’ -— loglog M, (z) 
nimlich dort der Bedingung lim ————'— 


geniigt. Namentlich sind alle diese Voraussetzungen fiir Funktionen { (z) 

erfiillt, welche der Bedingung lim wae Sef =e (0< @<+0o) ge- 

niigen, und fiir die eine ins Unendliche konvergierende Folge (z,) mit 
—— log log |f (z,) | 7" 


|\Jal/< i angegeben werden kann, derart da8 lim 


1,=2 vl 


= mit einem endlichen 0 


ist *”). 


Wir werden nun zeigen, da8 aus (17.11) folgende Ungleichung ge- 
folgert werden kann: 


(21.1) [e-*'n, (t, dt <C, + C, {e~ °* log M, (x) + Je-*tlogM, (t) dt}, 
0 0 


wobei ¢ <0’, t, v positive Zahlen sind, von denen v der Bedingung 
v < Min {o, rt} unterworfen ist. C,,C, sind wie iiblich, gewisse Kon- 
stanten. Denn falls o < rt ist, kann diese Ungleichung sofort aus (17. 12) 
erhalten werden. Wenn aber t < o’ ist, kann man so verfahren: Zu- 
naichst ist klar, daB die Ungleichung (17.12), die fiir einen in bezug auf 
Oz symmetrischen Streifen abgeleitet wurde, auch fiir einen beliebigen, 
zu Oz parallelen Streifen besteht, wenn man die zugehérigen Funktionen 
A, (t, 0) m (t, 0) geeignet andert. 


In der Tat sei der Streifen 
(21. 2) d—-S Sysd+y 220 


vorgelegt, und es sei in ihm f(z) ganz, die Nullstellen sollen wieder mit 
@,, @, ... bezeichnet werden. Die Funktion e**cosk(y —d) ist eine in 


(21.2) regulare harmonische Funktion, die auf den Geraden y = d + +E 


26) » kann beliebig klein genommen werden. Ist es einmal gew&hlt, muB es 
im Laufe eines Beweises festgehalten werden. 


*7) M (r, f) bedeutet hier das Maximum von |/(z)| auf der Peripherie |z| = r. 
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verschwindet, wihrend sie innerhalb (21.2) positiv ist. Wiederholt man 
nun die Uberlegungen von 17., so gelangt man zu der Formel 


a 


d 


» 
z 2 
(21.3) [eA 0)dt = 0) +515, | lee f(w-+iy)|cosk(y—ddy 


(Tr 


tod 





a" sc | (e-2kt — @—2k2y ett po (t) dt, 
0 


wo hier A” (t, 0) folgendermafen definiert ist: 
(21. 4) AL (t, 0) = Se cosk(a” — d), 


wobei a alle Nullstellen von /(z) in (21. 2) mit Realteil a’ < 2, durch- 
lauft. In ihren Unstetigkeitsstellen mége sie wie A, (t,0) definiert werden. 
AuBerdem ist 


O (2) = x flog |f (2 + id —i5%)| + log|f (2 + id + i5)I} 


gesetzt, und M{” (xz) = Max|f (z+ iy)| fir d — si <ysd+ sr Ist 
nun k’ > k und bezeichnet man mit n{” (x, 0)%) die Anzahl der Null- 
stellen a von f(z) mit a’ < x und d— si sa"sd+ 57 so kann man 


sehr leicht zu der (17.11) analogen Ungleichung gelangen (C,, C, Konstante) 
(21.5) fe tui? (t, 0)dt << C, + C, le- ** log MY (x) +fe- ‘log M? (t) dt}. 
0 0 


Mit Hilfe von (21.5) wird jetzt auch der Fall t< o erledigt. Denn 
ist t <0’, so kann man eine Anzahl m von Geraden y = d, wahlen, 
derart, daB folgende Bedingungen erfiillt sind: 


1. Jeder der Streifen A,(v = 1, 2, 3,... m),d, — pon <y<4,4+ i 
z > 0, liegt innerhalb des Streifens — ~ <y <> «>0"). 

2. Die Streifen A,, ..., A, iiberdecken vollstindig den Streifen A,,: 
—s5 SY <3 z£>0 mitv<v’<t. 


28) Der Index d soll bedeuten, daB es sich um einen Streifen mit Mittellinie 
d handelt. 


%) » wird < Min {1,0} gew&hlt und festgehalten. 
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Bezeichnen wir augenblicklich mit n, (z,0) die Anzahl der innerhalb 
des Streifens A, gelegenen Nullstellen von /(z), deren Realteil < z aus- 
fallt, so folgt aus (21.5) mit k’ = o und k =o fiir jedes » 





(21.6) fe-%'*n,(t, 0)dt < CW + CW (e-** log M, (2) + fe-*tlog M, (0) dt} ™), 
0 0 


woraus durch Summation iiber alle », mit Beriicksichtigung von 
n, (t, 0) <= by n, (t, 0), die Ungleichung 


r=1 { 


0 
folgt Damit ist (21.1) bewiesen. 
22. Es kénnen nun auf Grund von (21.1) folgende Satze bewiesen 
werden. 
I. f(z) sei in jedem Streifen — 7,= ¥Sz,> x > 0(y > 0) von der 
Exponentialordnung 9. Dann sind fiir jedes t > 0 und A> @ das Integral 


(21.7) fem, (t, O)dt < C, + C, {e~** log M, (x) + | e~*tlog M, (t) dt} 


z 


(22. 1) fe-**n, (a, 0) dt 
und die Rethe . 
(22. 2) Tew 

(t 
konvergent. 


Zum Beweise wahlt man ein 7 < Min {r, A} und benutzt mit rt = 1, 
o =4, ¢=4,(0 <A, <A) die Formel (21.1). Wegen 4, > @ bleibt 
fiir z+ o die rechte Seite nach oben beschrinkt, also konvergiert das 


Integral (22.1). Denn fe-?*n, (xz, 0)dt ist eine monoton wachsende 


0 
Funktion von z. Aus der Konvergenz von (22. 1) folgt nun die Konvergenz 
von (22.2) mit Heranziehung des Hilfssatzes unmittelbar. Es ist niamlich 


fem*#dn, (t, 0) = De“. 
° (r) 


II. Falls das Integral 


(22. 3) fe-*=n, (a, 0) dz, 
oder die Rethe . 


(22. 4) De 


(t) 
%) Denn es ist M®(z)=M,(z), wobei mit M@(z) das Max|/(z+iy)| 


fur ‘> Ssysdt+se bezeichnet sein mége. Ubrigens sind 0%”, Cy” wie 


auch C,, C, gewisse Konstanten. 
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fiir em A>O und eim t divergiert, dann ist f(z) im Streifen A, 
—sSy ss z > 0 (v = Min {t, A}) mindestens von der Exponential- 
ordnung 2 und ferner ist die Ungleichung 
(22. 5) ; loglog M, (zx) — 4a’ x >0 
(fiir jedes 2’ < A) fiir unendlich viele und beliebig groe x erfiillt. 

Wegen der Tatsache, daB (22.-1), (22.2) gleichzeitig konvergieren oder 
divergieren, geniigt es anzunehmen, da8 (22.1) divergiert. DaS nun 9 >A 
sein muB, folgt aus (21.1) unmittelbar, denn sonst wire (22. 1) konvergent, 


was mit unserer Voraussetzung in Widerspruch steht. 
SchlieBlich ist der Beweis von (22.5) folgendermaBen zu erbringen. 


Nach (21.1) kann e~*’* log M, (x) + fe-**log M, (t)dt (A <A) fir z> @ 
0 


nicht beschrinkt bleiben. Nehmen wir vorerst an, e~*’* log M, (zx) bleibt 
nicht beschrinkt, so mu8 die Ungleichung e~*'* log M, (xz) > 1, d. h. auch 
die Ungleichung log log M,(z) — 4’ x > 0 fiir unendlich viele und beliebig 
groBe « erfiillt sein. Falls aber dieses Glied nach oben beschrinkt bleibt, 


dann muB j e~*t log M, (t)dt fir «> o@ divergieren, also ist die 
0 


Ungleichung e—*’* log M, (x) > 4 fiir unendlich viele und beliebig groBe z 
erfiillt. Aus dieser letzten Ungleichung folgt nun, da8 auch 

log log M, (x) — Az > — 2logz 
von unendlich vielen 2 erfiillt ist, also in beiden Fallen die Ungleichung 
log log M, (x) — (4’ — e) x > 0 fiir beliebig kleines « > 0, d. h. (22. 5). 


(Eingegangen am 21. 12. 1933.) 





Uber singulire Elementarfliichen und das 
Dehnsche Lemma. 


Von 


Ingebrigt Johansson in Oslo. 





§ 1. 
Einleitung. 

1. Das noch unbewiesene Dehnsche Lemma besagt, daB jede geschlossene 
Kurve K, die in einer homogenen topologischen Mannigfaltigkeit M von 
wenigstens drei Dimensionen eine singulare (d. h. sich selbst durch- 
dringende) Elementarfliche berandet, auch eine singularitatenfreie 
Elementarfliche in M berandet, wenn bloB die Kurve K selbst von den 
Singularitaéten nicht getroffen wird. 

In seinem Beweisversuch bemerkt M. Dehn") zunichst, da8 man sich 
auf den Fall beschranken kann, daB M ein dreidimensionaler Raum ist, 
weil das Lemma fiir héhere Riume trivial ist. Weiter schafft er alle 
Singularitaten weg bis auf Doppel- 
kurven und dreifache Punkte (Fig. 1). 
Alle Doppelkurven sind dann geschlossen. 















































<A 

7 ‘ by! 
th A © 2 
ite ee oa 
<7 3 





Fig. 1. Fig. 2. 


Ubrigens kénnen nach dem Verfahren von Dehn auch alle Doppel- 
kurven, die sich selbst nicht schneiden, leicht weggeschafft werden. Wenn 
aber alle Doppelkurven sich selbst schneiden, fangen die Schwierigkeiten 
erst recht an, und es miissen neue Methoden versucht werden. 


2. In dem singularititenfreien Abbild hat jeder dreifache Punkt P 
(Fig. 1) drei Spurpunkte P’, P’”, P’” (Fig. 2). Eine Doppelkurve (... PQ...) 
hat aber entweder zwei Spurkurven (... PQ’... und ... P’Q”...) oder 
nur eine (... PQ’... P’Q”’...); im letzten Falle entspricht eine einmalige 





1) Math. Annalen 69, S. 147 ff. 








— 
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Durchlaufung der Spurkurve einer zweimaligen Durchlaufung der Doppel- 
kurve selbst. Wir halten die beiden Arten von Doppelkurven auseinander 
durch die Bezeichnungen zweispurig und einspurig. Natiirlich sind die 
Spurkurven auch alle geschlossen. (Diese Uberlegungen gelten auch fiir 
Doppelkurven, die keinen dreifachen Flachenpunkt enthalten.) 

Wir wahlen in der unmittelbaren Umgebung eines jeden dreifachen 
Punktes P (Fig. 1) sechs Nachbarpunkte a, b, x, y, &, (einen auf jedem 
der anstoBenden Kurvenelemente); diese treten in dem singularitatenfreien 
Abbild zu je vier um die entsprechenden Spurpunkte P’, P”, P’” (Fig. 2) 
auf, also insgesamt in einer Anzahl von zwolf, wie auch zu erwarten war, 
da jeder von ihnen zweimal auftritt. Hierdurch gewinnt man in bequemster 
Weise eine Ubersicht iiber die Zusammengehérigkeit der Spurkurven (vgl. 
Fig. 4 und 7; in der letzten Figur sind die punktierten Kurven vorlaufig 
wegzudenken). (Fir Doppelkurven ohne dreifache Flaichenpunkte sind 
jedoch besondere Angaben notwendig.) 


3. Wir betrachten jetzt ein beliebiges System von geschlossenen 
Kurven innerhalb eines ebenen Kreises, und merken bei jedem Schnitt- 
punkt vier Nachbarpunkte an (einen auf jedem der anstoBenden Kurven- 
elemente). Weiter bilden wir jede dieser Kurven involutorisch auf eine 
andere oder auf sich selbst (fixpunktfrei) ab, und zwar so, daB Schnitt- 
punkte in Schnittpunkte und Nachbarpunkte in Nachbarpunkte iibergehen; 
zur Festlegung dieser Abbildung in ihren Hauptziigen geniigt es, daB ein- 
ander entsprechende Nachbarpunkte gleich bezeichnet werden. (Fiir Kurven, 
die keinen Schnittpunkt enthalten, sind jedoch andere Angaben nétig.) 

Nun kénnen wir fragen, ob dies Diagramm als das singularitatenfreie 
Abbild einer singuliren Elementenfliche gelten kann. Wir finden dann 
sofort die folgende notwendige Bedingung : 

Die Schnittpunkte des Diagramms miissen derart in Gruppen von je 
drei zerfallen, daB ihre zwélf Nachbarpunkte nach dem folgenden Schema 
zu je zwei gleich bezeichnet sind: 

A Schnittpunkt von Strecken ab und cd 
B a a os os «4 
C us - - ef , ab 

Wenn diese Bedingung erfiillt ist, wollen wir die Zeichnung ein Dehn- 

Diagramm nennen. — Es ist recht schwer, solche Diagramme zu erfinden. 


4. Die vorliegende Arbeit ist kein Versuch, das Lemma-Problem 
endgiiltig zu erledigen; sie enthalt nur einige Vorstudien zu dessen 
Klarung. Insbesondere wird fiir Dehn-Diagramme die Realisierbarkeit als 
singulare Elementarflichen (in geeigneten homogenen Raumen) untersucht; 
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es wird u. a. eine praktisch recht einfache notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir diese Realisierbarkeit gegeben (§ 2, 3). 


5. Die Hauptidee des Dehnschen Beweisversuches war, die gegebene 
singulire Elementarfliche durch Umschaltungen (Fig. 3) in eine singulari- 
taitenfreie umzuwandeln. Dementgegen hat Dehn selbst spiter das Diagramm 
der Fig. 4 aufgesteilt; wenn man hier Vertauschungen der singularitaten- 
freien Teilflachen vornimmt, die als 
Bilder von Umschaltungen gelten kénnen, 
so erhilt man niemals eine singulari- 
tatenfreie Elementarflache; man mu8 
etwa zwei der drei Einecke zweimal 


I~ 


benutzen und das dritte ganz weglassen. Es sieht also aus, als ob jeder 
Beweisversuch, der nur mit Umschaltungen operiert, von vornherein zum 
MiBlingen verurteilt ist. 

Dieser Irrtum wird durch den nichsten Paragraphen behoben. Es 
ergibt sich naimlich, da8 dies Dehn-Diagramm nicht realisierbar und also 
als Gegenbeispiel kraftlos ist. In allen dem Verfasser bekannten realisier- 
baren Beispielen fiihren Umschaltungen zum Ziele. Mithin kann man noch 
darauf hoffen, daB das Lemma durch zweckmifige Umschaltungsvorschriften 
bewiesen werden kann. 





Fig. 4. 


§ 2. 
Realisierbarkeit eines Dehn-Diagramms, 


1. Wenn das singularitatenfreie Abbild ein EKineck enthialt, so muB 
die singulire Elementarfliche in einer kleinen raumlichen Umgebung von 
diesem so aussehen, wie die Fig. 5 zeigt. Hieraus folgt unmittelbar, daB 
ein Dehn-Diagramm vom Typus der Fig. 6a nicht realisierbar sein kann, 
wahrend solche vom Typus der Fig. 6b vielleicht realisiert werden kénnen. 
(Der Unterschied dieser beiden Diagramme liegt in der verschiedenen 
Richtung der einen Strecke e/.) 


Hieraus folgt schon, daB die Fig. 4 ein nicht-realisierbares Dehn- 
Diagramm darstellt. 
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2. Die obige Behauptung bleibt noch richtig, wenn der Punkt P ein 
beliebiger Doppelpunkt einer Spurkurve ist. Zwar kénnen wir unseren 
Beweis dann nur formal an eine solche einfache Figur wie Fig. 5 an- 
kniipfen. Aber das, worauf 
es eigentlich ankommt, ist, 
da8 eine raiumliche Indikatrix 
bei Durchlaufung der ge- 
schlossenen Kurve k nicht oO eee 
umgekehrt wird, weil diese 
Kurve zusammenziehbar ist. — 
Im einzelnen gestaltet sich 
der Beweis etwa folgender- 
maBen: 

Wir zeichnen um P’” ; “ 
(Fig. 6b) einen kleinen Zykel a ds 
(orientierten Kreis) und durch 
P’ einen von e nach f fiihrenden 
Pfeil. Diese beiden bilden im 
Raume zusammen eine rium- 
liche Indikatrix, indem der 
Pfeil den Zykel im Punkte 
P(= P’” = P’) durchdringt. 
— Bei Durchlaufung der 
Kurve & wird nun jedem der 
beiden Bestandteile der Indi- 
katrix auferlegt, in dem Flichenblatt zu bleiben, in dem er schon liegt. 
Bei dieser willkiirlichen Festsetzung erreichen wir im singularitétenfreien 
Abbild, daB der Zykel die Kurve k’ stetig durchlauft und in sich selbst 
zuriickkehrt, und da8 der Pfeil die Kurve #’ durchlauft und bei P” 
diese Kurve in derselben Richtung kreuzt, wie friiher bei P’. — Da nun 
sowohl die Indikatrix als Ganzes wie der eine Bestandteil (der Zykel) 
ungeandert bleiben, so mu auch der andere Bestandteil (der Pfeil) un- 
geindert sein, also steht auch bei P”/ bei der Pfeilspitze und e bei der 
Feder, genau wie bei P’, w. z. b. w. 

































































3. Zur vollstaéndigen Beurteilung der Realisierbarkeit cines vor- 
gelegten Dehn-Diagramms kann man die folgende Methode anwenden: 

Man zeichnet zu jeder Spurkurve des Diagramms zwei Nachbarkurven 
(s. Fig. 7) und sorgt dafiir, daB diese die Spurkurven gerade in den Nachbar- 
punkten kreuzen. Dann fa8t man die Nachbarpunkte unter Anwendung 
der folgenden Prinzipien in Klassen zusammen: 
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a) Nachbarpunkte, die auf derselben Nachbarkurve liegen, werden 


zusammengefaBt. 

B) Gleich bezeichnete Nachbarpunkte werden zusammengefaBt. 

y) Wenn a mit 6 und 6 
mit c zusammengefa8t sind, 
dann wird auch a mit ¢ zu- 
sammengefaBt  (Klassenbedin- 
gung). 

(In unserer Fig.7 erhilt 
man zwei Klassen: [1, 4. 5, 8, 
9, 12] und [2, 3, 6, 7, 10, 11). 
In der Fig. 4 wiirde man nur 
eine Klasse erhalten. In ver- 
wickelteren Beispielen kann man 
auch mehr als zwei Klassen 
erhalten.) 


Kriterium. Fiir die Reali- 

Fig. 7. sterbarkeit eines Dehn-Diagramms 

ist notwendig und hinreichend, 

daB entgegengesetzte Nachbarpunkte (wie 1 und 2 in der Fig. 7) niemals 

zur selben Klasse gehéren. 

Diese Methode (deren Richtigkeit im folgenden bewiesen werden soll) 

ist auch praktisch recht anwendbar. Man wird kaum eine schnellere un- 
fehlbare Methode finden kénnen. 





4. Beweis fiir die Notwendigkeit. Wir denken uns das Diagramm 
in einem Raume realisiert und betrachten eine Indikatrix von derselben 
Art wie oben unter 2. Es soll dieser Indikatrix erlaubt sein, sich beliebig 
lings den Doppelkurven zu bewegen, jedoch immer nur so, da8 ihr Zykel 
in dem Flachenblatt bleibt, in dem er schon liegt, und die Spitze und 
die Feder des Pfeiles nur lings Nachbarkurven laufen. 

Wenn wir nun alle diejenigen Nachbarpunkte zusammenfassen, die 
mittels erlaubter Bewegungen einer solchen Indikatrix von der Spitze ihres 
Pfeiles erreicht werden kénnen, so erhalten wir eben eine Klasse im 
obigen Sinne. Denn solange die Indikatrix bei jedem dreifachen Punkt 
geradeaus weitergebt, passiert die Pfeilspitze in dem singularitatenfreien 
Abbild solche Nachbarpunkte, die nach dem Prinzip «) zusammengefaBt 
werden. Und sobald die Indikatrix bei einem dreifachen Punkt ab- 
gelenkt wird, um langs einer kreuzenden Doppelkurve weiterzugehen, 
springt der Pfeil in dem singularititenfreien Abbild diskontinuierlich 
in eine andere Lage iiber, aber so, daB die Spitze (wie auch die Feder) 
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gleich bezeichnet bleibt wie vor dem Sprunge; das entspricht dem Prinzip £). 
Das Prinzip y), das eigentlich schon in dem Wort ,,Klasse“ enthalten ist 
und, nur um jedes Mi®verstindnis auszuschlieBen, besonders aufgestellt 
wurde, wird bei unserem Zusammenfassen ohne weiteres befolgt. 

Wenn die Indikatrix mittels erlaubter Bewegungen eine geschlossene 
Kurve durchliuft, so beschreibt ihr Zykel (weil er niemals von einem 
Blatt in ein anderes iiberspringt) im singularitatenfreien Abbild kontinuier- 
lich eine geschlossene Kurve. Da diese Kurve zusammenziehbar ist, so 
werden weder der Zykel noch die Indikatrix als Ganzes umgekehrt; also 
kann auch nicht der Pfeil umgekehrt werden. Es kann folglich keine 
Klasse zwei entgegengesetzte Nachbarpunkte enthalten, w. z. b. w. 


5. Beweis fiir die Hinlanglichkeit. Wir setzen jetzt voraus, 
da8 bei der unter 3 definierten Klassenteilung keine zwei entgegengesetzten 
Nachbarpunkte in dieselbe Klasse geraten, und wir wollen einen Raum 
konstruieren, in dem eine singulire Elementarfliche existiert, deren sin- 
gularitatenfreies Abbild eben 
das gegebene Dehn-Dia- 
gramm ist. 

Zu dem Zwecke denken 
wir uns dies Diagramm (ein- 
schlieBlich Nachbarkurven) in 
einer horizontalen Ebene des 
gewohnlichen Raumes_ ge- 
zeichnet, und betrachten eine 
raumliche Umgebung davon, 
die von zwei benachbarten 
horizontalen Ebenen und einer vertikalen Zylinderfliche begrenzt wird 
(Fig. 8). Weiter ziehen wir durch jeden Doppelpunkt des Diagramms 
eine vertikale Gerade und nehmen die Schnittpunkte mit den Begrenzungs- 
ebenen unter die Nachbarpunkte auf. Diese zwei neuen Nachbarpunkte 
werden mit denjenigen beiden Symbolen bezeichnet, die nach der Bedingung 
in § 1,3 mit den vier alten zusammengehéren. (In der Fig.8 kommt 
z. B. bei dem Punkt links hinten 8 und 7 neu hinzu, weil diese Symbole 
mit den schon vorhandenen 3, 4 und 5, 6 zusammengehéren.) Von jetzt 
an sind also die Nachbarpunkte zu je drei gleich bezeichnet. 

Da noch nicht festgesetzt worden ist, welches der beiden Symbole 
bei dem oberen und welches bei dem unteren der neuen Nachbarpunkte 
stehen soll, so kénnen wir verlangen, da8 Symbole, die zur selben 
Klasse gehéren, immer in derselben Begrenzungsebene stehen. 
(Wenn man nur zwei Klassen hat, so wird die eine in der oberen und 





Fig. 8. 
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die andere in der unteren Begrenzungsebene angebracht. Wenn aber eine 
gréBere — natiirlich gerade — Anzahl von Klassen vorhanden ist, so 
miissen mehrere Klassen in jeder der beiden Begrenzungsebenen vereinigt 
werden. Da dies in mehrfacher Weise geschehen kann, so ist der von 
uns zu konstruierende Raum nur dann durch das gegebene Diagramm 
eindeutig bestimmt, wenn man bloB zwei Klassen hat.) 


Wenn man durch die gegebenen Diagrammkurven vertikale Zylinder- 
flichen legt und diese mit den beiden Begrenzungsebenen zum Schnitt 
bringt, so erhilt man Kurven, die durch die neuen Nachbarpunkte pas- 
sieren und die auch als ,,Nachbarkurven” bezeichnet werden sollen. 

SchlieBlich legen wir vertikale Zylinderflichen auch durch die alten 
Nachbarkurven der Mittelebene und betrachten diese zeitweilig als Schnitt- 
flichen. Dadurch zerfallt die betrachtete raumliche Umgebung des Diagramms 
in mehrere Teile, unter denen wir drei Arten unterscheiden: 


a) Die Teile, die die Doppelpunkte des Diagramms enthalten (Fig. 9a). 
Diese kénnen (Ecke mit Ecke, Kante mit Kante usw.) derart zu dreien 
































miteinander identifiziert werden, daB gleich bezeichnete Nachbarpunkte 
miteinander zusammenfallen; denn der Unterschied der drei zusammen- 
gehérigen ,,Wiirfel“ ist nur, daS verschiedene ,,Achsen“ vertikal stehen. 

b) Die Teile, die die mittleren Stiicke der Diagrammkurven enthalten 
(Fig. 9b). Diese kénnen (Ecke mit Ecke, Kante mit Kante usw.) derart 
zu zweien miteinander identifiziert werden, daB gleich bezeichnete Nach- 
barpunkte (b, c in der Figur) und gleich bezeichnete Stiicke von Nachbar- 
kurven (xm, yn, &u, 1 v) zusammenfallen; denn sei etwa ein Stiick einer 
der alten Nachbarkurven mit zm bezeichnet; dann gehéren die End- 
punkte z und m zur selben Klasse; bei der Einfiihrung der neuen 
Nachbarpunkte z und m kommen diese also in dieselbe Horizontalebene 
und liegen folglich auf derselben neuen Nachbarkurve. 

c) Die Teile, die nur kurvenfreie Gebiete des Diagramms enthalten. 
Diese werden nicht miteinander identifiziert. 

Nach diesen Identifizierungen ist offenbar ein Raum der gewiinschten 
Art entstanden, und die Hinlanglichkeit unseres Kriteriums ist bewiesen. 
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(Etwaige Diagrammkurven, die keinen Schnittpunkt enthalten, sind 
nicht beriicksichtigt worden. Es ist aber sehr leicht, geeignete Identifi- 
zierungen fiir ihre réumlichen Umgebungen anzugeben, so daB der Satz 
ohne Einschrankung giiltig wird.) 


§ 3. 
Einspurige Doppelkurven. 


1. Satz: Eine einspurige Doppelkurve kann nicht dreimal durch einen 
Punkt gehen. 

Beweis: Machen wir die Hypothese, da8 ein dreifacher Punkt P 
von einer einspurigen Doppelkurve dreimal passiert wird, und denken wir 
uns seine sechs Nachbarpunkte so mit a, b, c, d, e und / bezeichnet, daB 


die dariiber liegenden 12 Nachbarpunkte in dem singularitatenfreien Abbild 
in der Reihenfolge 


SY eX a Oe Pe 


auf der Spurkurve liegen. Unter den iiber P liegenden drei Spurpunkten 
betrachten wir zunichst denjenigen, in dem sich eine der Strecken ab 
und eine der Strecken cd kreuzen. Man sieht dann, daS a und d zur 
selben Klasse gehéren; denn wenn die durch a gehende Nachbarkurve 
rechts (links) von cd liuft, so mu8 sie bei der Riickkehr auch rechts 
(links) von ab laufen und also durch d hindurchgehen (der Leser mache 
selbst die Figuren fiir beide Fille). Analog sieht man bei Betrachtung 
der zwei anderen Spurpunkte von P, da8 d und e und ferner e und b 
zur selben Klasse gehéren. Folglich gehéren die beiden entgegengesetzten 
Nachbarpunkte a und 6 zur selben Klasse, so da8 das Diagramm nach 
unserem Kriterium (§ 2, 3) nicht realisierbar ist. Unsere Hypothese war 
also falsch, und der Satz ist bewiesen. 

Aus diesem Satz folgt insbesondere, daB kein realisierbares Dehn- 
Diagramm aus einer einzigen Kurve bestehen kann, auBer in dem trivialen 
Fall, da8 sie sich selbst nicht schneidet. 

Da8 zweispurige Doppelkurven sehr wohl dreimal durch einen Punkt 
gehen kénnen, folgt aus dem Beispiel der Fig.7. — Auch ist es nicht 
schwer, Beispiele zu finden, in denen einspurige Doppelkurven zweimal 
durch einen Punkt gehen. 


2. Satz: Einspurige Doppelkurven kinnen nur in nicht-orientierbaren 
Raumen vorkommen. 

Beweis: Es sei k (Fig. 10) eine einspurige Doppelkurve. Bei ein- 
maliger Durchlaufung dieser Kurve mu8 das Blatterpaar ay in das Blatter- 
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paar £46 iibergehen, etwa so, daB « in § und y in 6 iibergeht. Bliebe 
nun die riumliche Indikatrix ungeindert, so miBte bei dem Umlauf f in 
y und 6 in « iibergehen. Die Vertauschung der vier Blatter wire also 


a By 6 
By 6 a) 
Bei zweimaliger Durchlaufung von K wire die 
Vertauschung dann 
+ B y v= (* By 6\ 


By 6 aw yp dB a pf 


Insbesondere ginge also « in y und y in «@ iiber, d.h. die Fliche ware 
nicht-orientierbar. Sie ist aber nach Voraussetzung eine Elementarfliche; 
also ist sie orientierbar. Durch diesen Widerspruch ist der Satz bewiesen. 

Wenn dagegen der Raum nicht-orientierbar ist, so kann k eine in- 
dikatrix-umkehrende Kurve sein, und es ist bei einmaliger Durchlaufung 


die Vertauschung 
¢ B y °) 
Bad y 


méglich. Das gibt bei zweimaliger Durchlaufung die gewiinschte Identitat. 





3. Die im letzten Satz enthaltene notwendige Bedingung fiir die 
Realisierbarkeit eines Dehn-Diagramms in einem orientierbaren Raum 
({niimlich, da8 Kurven, die sich selbst entsprechen, nicht vorkommen 
diirfen) ist sicher nicht hinreichend, und wohl auch kaum, wenn das all- 
gemeine Kriterium fiir die Realisierbarkeit titberhaupt (§ 2, 3) hinzu- 
genommen wird. 

Um fiir ein gegebenes Dehn-Diagramm zu beurteilen, ob es in einem 
orientierbaren Raum realisierbar ist, kann man natiirlich folgendermafen 
vorgehen: Man betrachtet alle diejenigen Raume, die nach § 2, 5 kon- 
struiert werden kénnen, und untersucht, ob sich darunter ein orientier- 
barer findet. Dies ist aber eine furchtbar schwerfillige Methode, obwohl 
sie auch nicht so schwerfallig ist, wie man beim ersten Anblick vielleicht 
anzunehmen geneigt ware; aber es dtirfte wohl méglich sein, ein einfacheres 
Verfahren zu finden. 


(Eingegangen am 10. 1. 1934.) 
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On the sum of digits of real numbers represented 
in the dyadic system. 


(On sets of fractional dimensions II.) 
Von 
A. S. Besicovitch in Cambridge (England). 


§ 1. 

The problem of this paper is connected with the well-known Hardy- 
Littlewood problem on the sum of digits of real numbers represented in 
the dyadic system'). Denote by P(z,n) the sum of the first n figures 
of the number z(0<(2< 1). Their result is 

“The inequality 

| P(x, n)— $n| < Ynlogn 
is ultimately satisfied almost everywhere in (0, 1).” 

I consider the problem of the sets of points for wich P(x, n) lies 
outside the Hardy-Littlewood region of most probable values. The 
problem is 

To characterise in terms of measure the set of points x for which 

—— pP zn 1 

lim —{-9) sp< r 
The solution of this problem is given in terms of sets of fractional dimen- 
sions*). The r-dimensional measure of a linear set E is defined as follows: 

J (E, 4) denoting any set of intervals / of lengths < 4, containing 
the set EZ, the exterior r-measure of £ is defined by the equation 

mE= lm J lr. 
T= J (E, 9) 
To any set E corresponds a number o such that 
mE =0 for any r>o, 
m;E = ow for any r<o. 


We say that 0 is the dimensional number of the set E and we write 


dE = o or we express the same by saying that EZ is a o-dimensional set 
or, more simply, a o-set. 


1) Hardy - Littlewood, Some problems on Diophantine approximations, Acta 
Math. 37 (1914), pp. 155—190. 

*) Hausdorff, Dimension und &uBeres MaB, Math. Annalen 79 (1918), pp. 157 
—179. — A. §S. Besicovitch, On linear sets of fractional dimensions, Math. Annalen 
101 (1929), pp. 161—193. 

Mathematische Annalen. 110. 21 
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A set EZ is said to be r-measurable if for any linear set F the 

equation 
m;F = m?(F x BE) + m?(F —F x EB) 
is satisfied. 

The sets we consider in this paper are measurable but we do not 
dwell on proving that. 

Two linear sets of Lebesgue measure zero can be compared with each 
other from the point of view of measure either by the values of their 
measures if they have the same dimensional number or by their dimen- 
sional numbers, whereas the one with a larger dimensional number is 
infinitely larger than the one with the smaller, in the same sense as an 
area is infinitely larger than a rectifiable curve. 

We shall use the following theorem, of which the proof is obvious. 

Theorem. The sum of an enumerable set of r-dimensional sets is an - 
r-dimensional set. 

§ 2. 
The solution of the problem of this paper is given by the following 


theorem: 
Theorem. The real numbers of the interval 0 << x <1 for which 


form a o-dimensional set, where 0 is defined by the equation 


= 5, (p+ q = )). 


The case of p > } has its solution in the Hardy-Littlewood theorem. 
We shall first prove three lemmas. 
We shall write o for o (1). 


§ 3. 
Lemma 1. Let p be a constant satisfying the inequality 0< p< } 
and o the constant defined by the equation 
1 
90 => — = 1), 
re (p+q =} 
further let s(n) satisfy the inequality 
0S s(n) S pn—-l, 
Os po ge+on 


s(n) <i SS pn 


where C, = -—"' is the number of combinations of i elements out of 


i!(n—*?)! 


then 


n elements. 











Sum of digits of real numbers. 


Denoting the integral part of pn by p’n so that 
, ’ 1 
PSP<Pt+s 








and observing 
the i i 
of + SSert @ ea 
we see that for alli <= pn 
oi-) 7 ; 
a <s*3; = > where p’' +q7 = 1, 
so that 
Pp’ in—i is 
Os (Ey Ch 
and 
7? in— ’ 
(1) yaar S (BP << Looe. 
s(n) SiSpa i=0 
We have also 
(2) > é@ne-*. 


s(n) Sispn 
Writing A ~ B for the statement 
lim 4=1 
we have by the Stirling formula 


y® oo a | 1 1 n - 
CS aii (p’ n)!(q'n)! ~~ V51-.(w~) = Zer+on. 


Obviously we have also 


phn, OF" = Zeton 
qI—P 


and thus from (1) and (2) the lemma follows. 


§ 4. 
Lemma 2. Given constanis «>0, 7 >0, 0< p<} there exists 
a constant N such that for every n > N 
(1) Z fF Oc < cy" 


a> N m> (p+) 
and 
(2) z ZS OC < Cr” 
nue N m—p—-an 
where n, +n, = n, m, +m, = p’n, N,, Ny, m,, m, being non negative in- 
tegers and p’ having the same meaning as in Lemma 1. 
Take m, > ,p and write m, = n,p,, m, = ”,p, 80 that 


Pi > P> Pe» Pim + PaM = pn. 
Consider now the ratio 
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om +1 om -1 (n, — m,) m. 
a. ny No at 1 1 2 
(3) R(m,) = om om: (m+ 1) (my — my +1) 


< (n, — m,) my 
m, (2 — Mg) 


2 Sy a er ee. 


a £. 
™m ¢ 
Assuming « small enough we see that for m, > (p + e)n, 
(4) R(m) <1— + O(e) 
€ 
<1— 5. 
Then in the same way as in Lemma 1 we have 
(5) D> On om < 228 of ons 


m, > (ptr, 


where C7,'C™.? is the largest term of the left hand side, i.e. m’ is the 


2 
least integer > (p + «)n,. 
Consider now values of m, < (p+ «)n,. We have 


%m—™m P _ 1 Pg (pan) <1—-§=25 


™m ¢ PIN 2pqn, - 
Denoting by [a] the integral part of the positive number a we have 
m'y—1 
, i m p+ 1) pmp—[n;p + 1) *, — -* 
Cm! On? < Om? * Ons f(a) 


as m, = (mn, p+ 1) 
— 
Is m, — pn,’ 
co if 1-524) 
2pqn 
m, =n, p + 1) " 





Since 
m';—1 m'y—1 
Oe |e el ie 
2 n 2 n 
m,=(n, p + 1) ; wore m,; =(n, p + 1) "em 
om e 
5pq 
we have 
, , ee ’ 
(6) GC <e ‘veces *. 


By (5) and (6) 


DS Dd Mom <ogttet So te. 


nN m>(pt+on, nw 





The series 
oS. 2 Gi 


Se Sra 
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being convergent we obviously can choose N large enough to satisfy the 
inequality 





and thus to satisfy the inequality (1). Similarly the inequality (2) can 
be proved. 

Remark. The above lemma has the following interpretation. Take 
all the different combinations of np’ figures 1 and nq’ figures 0. Their 
number is ©”. Then there exists a number N such that the number 
of combinations, for which the sum of the first nm, figures is <= (p + e) n, 
for all n, > N, is >(1—)C%". Obviously we have a similar result 
for the sum of last n, figures. 


§ 5. 

Denote by F (n, p) (0 << p < 4) the set of all n-figured proper frac- 
tions in dyadic system, the sum of whose digits isn p’ (np’ < np < np’ +1), 
and by J(N,0,) any set of intervals / of the form 

k2-"*"s 2< (k+1)2-" 
(k and m > N integers), such that 
(1) ZS M<1. 
J (N, 1) 
E being a set of a finite number of elements we denote by N(Z) the 
number of elements of Z£. 

Lemma 3. Let p(0 < p< 4) bea constant and 9 the constant defined 

by the equation 


(2) f=— 


p? q? 

and 9, <@ another constant. Then for sufficiently large N and n> WN 
and for an arbitrary set J(N,0,) we have 

(3) N(F(n,p) x J(N,9,)) <4 R{F(n, p)} a Cn”. 

We first define an upper bound for the number of terms of F (n, p) 
included in s intervals of the form {k2-":, (k + 1)2—™} (closed on the left, 
but open on the right), m, satisfying the inequality 
(4) pn < $(n—n,). 

The first n, figures of all numbers of the set 
F (n,p) x {k2-™, (k + 1)2-™} 
are the figures of the fraction k2-™. Denoting by m, the sum of the 
figures of k2-™ we see that 
(5) NF (n, p) x (k2-™, R12-™)) = OV AT™. 
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From (4) we see that this number decreases, as m, increases, so that for 
m, = 0 it has its maximum value, then follow values for m, = 1, then 
for m, = 2 and so on. The number of the fractions k2-™ for which 
the sum of figures is m, is Cy. Denoting by m? the least integer satis- 
fying the inequality 


mi 
(6) ze: 
m =0 
we see that the required upper bound can be given by the sum 
m? 
(7) E omogs=™, 
m™ =0 


We now represent the number M {F (n,p) x J (N,0,)} a8 the sum of 

four numbers 
R[F (n, p) x JN, 0,)} = M+R t+ M+R, 

where 

®, is the number of terms of F(n,p) belonging to the intervals of 
J(N,0,) of length 2-™ for VN <n, S (1 — 2p)n; 

®, is the number of terms of F(n,p) belonging to the intervals of 
J(N,o,) of length 2-™ for (l1—2p)n<n, S n—N, and for which 
the sum of the last n —n, figures is included between (p — «)(n — n,) 
and (p+ e)(n—n,); the value of « will be given in the course of the proof; 

®, is the number of terms of F(n,p) belonging to the same intervals 
as the preceding group but for which the sum of the last n —n, figures 
does not satisfy the above condition; 

®, is the number of terms of F(n,p) belonging to the intervals of 
J (N, 0,) of length 2-™ for n, > n—N. 

We shall prove the lemma by showing that each of the four numbers 
N,, N,, Nz, R, is <n CR”, (yn <}), for sufficiently Jarge N and n. 

(I) To define an upper bound of ®, we first define a constant 
P, <4 by the equation 


of = - +q,=1 
Pi gis Arh 
and we take another constant p, satisfying the inequalities 
Pi < Ps < t- 


We conclude at once from Lemma 1 that for sufficiently large N 
s. >. 
Sm — pan), 
Then by (6) and (7) the number of the terms of F(n,p) included in the 
intervals of J(N,0,) of the form {k2-™:, (k + 1)2-™} is less than 
5 ea 


Sm, <— Pam 
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and consequently 
Ni < p 4 2. Gare. 
NSn,S(—2p)n 0S m,—pon 
Now by Lemma 2 
N<y ar’ 
for sufficiently large N. 

(II) The first m, figures are the same for all numbers z of F (n, p) 
belonging to an interval {k 2—™, (& + 1) 2-1} i. e. satisfying the inequalities 
k2-" S2<(k+1)2-" 
and therefore for all of them the sum of the last n—n, figures is also 
the same, say m,. Thus either every number of F(n,p) belonging to 
this interval is counted in ®t, or none of them. As now for all numbers 

counted in &, 

(8) (p — €)(n — m) < m, < (p + €) (mn — m) 

and as the number of intervals of J(N,0,) of length 2-™ is < 2%™, 
we have 


N, < P 4 ge ny cer a— my) 


i—2pa—n, Sn-—N 
Take now a constant 9, satisfying the inequalities 
(l1—2p)a+2pe<a<e 
and take e« so small that the small number 4 defined by the equation 
+d 1 
(pte t*q—ee* 





satisfies the inequality 

(l—2p)o, + 2p(o+ 4) <@,, 
then by Lemma 1 

CR +ae- m)) _ ge +9+ 0) (n—n) 


and thus 
germ + @ + 9+ 0)(n—m) 
(1—ap)n<—ny =n—N 


Consequently 
N, < ngiea—- iP *@+9+oap)n 


Hence for large n 
Ry << HOR’. 
(III) For the numbers counted in %, the sum of the last n—n, 
figures does not satisfy the inequalities (8) and therefore by Lemma 2 


N, <n O?". 
(IV) The number of all n-figured fractions z belonging to an interval 
kO-ms S2<(k+1)2-" 
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being 2"-" we conclude that 
N, < a 21 O1 + (n— ny) 
n>an—wN 
a NWA- Mat — Qn (eo, +0) 
where o is small if 3 is large, and thus for sufficiently latge n 
R, <n Cl". 
The results of (1), (II), (III), (IV) prove the lemma. 


§ 6. 


We shall now pass to the proof of the theorem of § 2. 


by E(p) the set of numbers z of the interval (0, 1) for which 


lim = 9) <=? 

and by E(p, N) the set of numbers for which 
P(z,n) <S pn for all n > N. 

We split the set E(p, N) into a finite number of subsets G;, 


E(p,N) = 2G, 





Denote 


each of which consists of all the numbers of E(p, N) having the same 
first N figures. Replace the first N figures of all the numbers of G; by 
zeros and denote by H; the set into which G; is transformed. Obviously 


H, is congruent with G; and belongs to E(p,0). Thus 
dG, = dH, < dE (p, 0) 
and consequently by the theorem of § 1 
dE(p, N) = d 2G, < dE (p, 0). 
Applying this theorem again we have 


d E E(p, N) = dE (p,0). 


N=0 
We now observe that 
E(p) > E(p, 9). 


On the other hand taking any p, > p we have 


} z E (py, N)> E (p). 


Hence 


for any p, > Pp. 
We shall now evaluate dE(p,0). Let ®(n,p) be the set of all 
n-figured fractions, the sum of whose figures is < np. Writing as before 
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(np) = np’ (p’ Sp<pr+ ) the number of members of ®(n, p) is 
Zz G 
6oSi=n,' 
which, by Lemma 1, is equal to 2@+°" where o is defined by the equation 
ge? pS 
Denote by J,,, the set of intervals of length 2-* drawn to the right 
from each point of ®(n,p). Obviously J,,, contains all the points of 
E(p, 0). Let 0, be any number > 0. We have for large n 


= i Q—-nO2+ ) 
Ti@=2 "2 bs Cc =2 nQ2+n(@to 
Jap 0Sispa 
1. © 
lim J f@@=0 
n> wdJyn y 
and thus 


lim =s @=0 (notation of § 1), 
d—>0o J(E(p, 0), 9} 


which means 
dE (p,0)S @ 
for any 9, > @ and consequently 


(2) dE(p, 0) Se. 
We shall now prove that for all 0, < 0 
(3) lim Ee Fah. 


do JE, 9, 9} 
From (2) and (3) it follows that 
(4) dE (p, 0) = @. 
Assume then that (3) is false: there exist sets J {EZ (p, 0),4} with arbitrarily 
small 6, such that 


(5) SM <h. 
J (E(p, 0), 9} 
The number p,(< p) is defined by the equations 
1 
eo 4+¢@, = 1 
PP qt AT hd 
and p, is any number such that 
Pr <P, <P. 


By Lemma 2 (p. 323) there exist numbers M, no corresponding to p,, p such 
that for n > n, 


NF (n, p,) x E(p, M)} > 4 R[F (n, p\)}- 
Now with each interval l 


Q-"-1 = 1<2-" 
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of the set J {E(p, 0), 5} of (5) we associate two intervals 
(jg — 1 2-%92-7},  (92-" (F + 12-7} 
where j is defined by the condition that the interval | is included in the 
interval {(j —1)2-", (j + 1)2-*}. 
From (5) it follows that 
DM “t 
where the summation is extended over all the associated intervals. Among 
these intervals there are only a finite number containing points of the 
set E(p, M), since this set is closed. Thus we have arrived at the set 
J(N,, 0,) as defined in Lemma 3, which contains the whole of the set 
E(p,M) and more than half of the points of F(n, p,) which for large 
values of m is impossible by Lemma 3. 
Thus equation (4) is proved and then from (1) it follows that 
dE(p) =¢@ 





which proves the theorem. 


(Eingegangen am 21. 1. 1934.) 








Sets of points of non-differentiability of absolutely 
continuous functions and of divergence of Fejér sums. 


(On linear sets of fractional dimensions III)’). 


Von 
A.8. Besicovitch in Cambridge (England). 


§ 1. 


For the investigation of the sets mentioned in the title of this article 
we introduce the notion of the exponent of dispersion of a linear set 
and of a real function. 

Let E be a linearly measurable set in the interval (0, 1) and F the 
complementary set. 


Definition. The exponent of dispersion of the sets E and F is 
defined as the least number r for which the following condition is satisfied. 
To any pair of numbers « > 0. r' > r correspond two pairs of open sets 

I, Ti; ly Th 
such that 
ia8, 27x, ZF <-e 
i 
I.>oFf, 28x, Tl’ <.«. 


Corollary. The exponent of dispersion of the set of intervals 
1; (¢ = 1, 2, ...) ts less than or equal to the exponent of convergence of 
the series Z|, 


§ 2. 

Theorem1. The dimensional number of the set G of points of (0,1) 
at which the density of the set E either does not exist or exists but is not 
0 or 1, ts less than or equal to r, the exponent of dispersion of the sets E 
and F. 

We write 

G = G,+ G, 
where 
G,=GxkE, G,=GxF. 


1) For the general theory of linear sets of fractional dimensions see 
A. 8. Besicovitch, On linear sets of pointe of fractional dimensions, Math. An- 
nalen 101 (1929). 
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Denote by G,(u) the set of those points of G, at which the right upper 
density of F is >u, so that 
G, = limG, (u). 
uo 

For any u > 0 the exponent of dispersion of G,(u) is <r. For, 

given ¢ > 0 and r’ >, let J, and J, be two sets satisfying the conditions 
Lad, Bar xt, -2F ea. 
q 

Let J, be the set of points, at each of which the upper bound of 
the right mean density of J; is > u. It is not difficult to see that J, 
is an open set including 7, and that every interval of J, is of length 
equal to the sum of the intervals of J, included in this interval divided 
by u, so that 
(1) mw <2 

41 

The set G,(u) is obviously included in J, and thus we arrive at 
the result that to every « > 0 corresponds an open set J, including the 
set G,(u) and for which the inequality (1) holds, which means that the 
dimensional number of G,(u) is less than or equal to 1’. 

Hence also the dimensional number of G, is <r’. Similarly the 
dimensional number of G, is <r’ and consequently the dimensional 
number of G = G,+G, is <1’, which proves the theorem. 


Remark. With the data of the theorem the result reached is the 
best possible. We shall show that there are sets of exponents of dis- 
persion r for which the required set @ is actually an r-set. 

In fact, even the points of G at which the derivative exists (and 
is not 0 or 1) may form an r-set, though the “usual thing” for a point 
of @ is not to possess a density. 


§ 3. 

Analysis of the definition of the exponent of dispersion. 

The density of the set Z remains unaltered at all points if we alter 
the set EZ by a set of linear measure zero. On the other hand such an 
alteration may easily change the exponent of dispersion of the set. The 
theorem just proved can therefore be expressed in the following way. 

The dimensional number of the set G is less than or equal to the ez- 
ponent of dispersion of any set which differs from the gwen set by not 
more than a set of linear measure zero. 

This remark suggests that possibly the theorem would remain true 
if we altered the definition of the exponent of dispersion by requiring 





——————— 


— 





= 
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that the sets J,, J,, I, I, contain resp. not necessarily all the points of 
E, F, F x 1,, E x1,, but only almost all the points of these sets. But 
we shall shew later on that in fact with this definition the theorem 
would no longer be true. 


§ 4. 
Example of a set of the exponent of dispersion 4 for which the set of 
points of density 4 has the dimensional number }. 





Let 
n, = 10°, 
- 1 J \ 
t= 2 it mat} 
l l l 
l= 5 L=smH sees i, = 35 


Denote by L the interval A, A, of length 1; by L, the set of the two 
intervals A, B,, B,A, of length 1,, each at an end of A,A,; by L, 
the set of four intervals 4,C,, C,B,, B,C,, C,A, of length l, placed 
at the ends of intervals of L,, and so on. The set J is defined by 
the equation 


J=Lxbi,xbl,x.... 


We shall now place an interval of length ea on the interval A, A, 


at the greatest possible distance from the set J, then we place an interval of 


2 
length |p 


to overlap on the preceding interval, then we place an interval of length 


also at the greatest distance from J without allowing it 


a at the greatest distance from J without allowing it to overlap 
od 


on the preceding two intervals, and so on. 
We define the set E to consist of the right-hand halves of all these 
intervals. 


Obviously the exponent of dispersion of EH is <=}. It can be 
proved that 


The dimensional number of the set J is 4 and at all points of J the 
density of the set E is equal to }. 


Remark. The complementary set F of the set EZ is the sum of 
an open set and of a set of measure zero. Then according to the alter- 
native definition of the exponént of dispersion (§ 3) the exponent of 
dispersion of E is zero. On the other hand the dimensional number of 
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the set of points, at which the density of 2 either does not exist or 
exists but differs from 0 and 1, is equal to }. 
Thus the Theorem 1 cannot be preserved with the definition of § 3. 


§ 5. 

Definition 2. The exponent of dispersion of a measurable function 
f(z) ts the least number r, such that for any r > 1, the values of a for 
which the exponent of dispersion of the set 

E f(z) >) 
is less than r, are everywhere dense. 
Theorem 2. The dimensional number of the set of points at which 


re | feat 


does not exist is less than or equal to the exponent of dispersion of f(z). 

In the case in which f(z) takes only a finite number of different 
values the theorem follows at once from Theorem 1. In the general case 
the proof is arrived at by approximating /(z) by functions /, (x) having 
only a finite number of different values. 

Theorem 3. The dimensional number of the set of points of diver- 
gence of the Cesdro sums of the Fourier series of a bounded function f (zx) 
ts less than or equal to the exponent of dispersion of f(z). 

By the Hardy-Littlewood*) theorem this set of points is included 
in the set of points of non-differentiability of the integral 


ft (z)da 


and so Theorem 3 follows from Theorem 2. 


§ 6. 
Measure of sets of points P(2,, 2, ...) with an enumerably infinite 
set of coordinates x, 0S 4% <1. 
Let E be a set of points P; we write 
E=E,+£8,+.... 
Let e, be the linear measure of the projection of HZ, on X,, e, the 
plane measure of the projection of EZ, on the plane X,X, and so on. 


*) G. H. Hardy and J. E. Littlewood, Solution of the Cestro summability 
problem for power-eeries and Fourier Series. Math. Zeitechr. 19, 67—96. 
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Then the |. bd. (e, + e,+ ...) for all possible subdivisions of E into 
E, + E,+ ... is called the measure of E and is denoted by*) wE. 

An open set J of intervals 1,, 1, +1,+...—=J, on an interval (a, 5) 
of length 1+ 1 can be defined by the enumerable set of coordinates 

x, = m (a, a) —T} 

where a; is the left end of l,. 

The following theorems can be proved: 

Theorem 1. For almost all open sets the exponent of dispersion is 
equal to the exponent of convergence of the series £l;. 

Theorem 2. For almost all open sets of exponent of dispersion r 
the set of points, at which the density of the set is not defined, is an r-set. 

Theorem 3. For almost all open linear sets a density of the set 
different from 0 and 1 exists at no point. 


3) This is only a different form of the definition of measure in space of an 
enumerable infinity of dimensions given by B. Jessen. Acta Math. In press. 


(Eingegangen am 30. 1. 1934.) 





























On the density of certain sequences of integers. 


Von 
A. S. Besicovitch in Cambridge (England). 


The Hardy-Ramanujan theorem on the normal order of the number 
d(n) of divisors of n') is: 
The inequalities 





— eter 


Jlog log n — # V (log log n) <d (n) < Qleslogn +# V Glog log n) 

where ® is any function of n which tends to infinity with n, are satisfied 
for almost all numbers n. 

From this theorem it follows at once that given a positive integer a, 
for almost all numbers n the number of the intervals 

a,a'+? (¢ = 0,1,... [log,n)) 

including a divisor of n is o(logn). Then “the probability argument” 
suggests that the density of the sequence of all the integers having a 
divisor in the interval (a‘,a‘+*) is small for almost all values of i. 

The prok’em of this paper is to prove this assertion and thus to 
contribute some feature of uniformity in the distribution of divisors. 

The solution of this problem leads also to the solution of two problems 
of H. Davenport and 8. Chowla, suggested by the following results con- 
cerning the sequence of the primitive abundant numbers. 

(I) No number of the sequence is divisible by any other number 
of the sequence. 

(II) The density of the sequence is zero. 

(III) The density of the set of all multiples of numbers of the 
sequence (i. e. of the set of all the abundant numbers) exists. 

The Davenport and the Chowla problems are: 

1. Whether the property (II) follows from the property (1), 
and 

2. Whether the property (III) does. 


§ 1. 
Notation. Given a set F of positive integers we denote by » /(n) 
F 


the sum of the values of f(nm) extended over all values of n belonging 
1) Collected papers of Srinivasa Ramanujan, edited by G. H. Hardy, P. V. Seshu 


Aiyar and B. M. Wilson, Cambridge. The normal number of prime factors of a 
number n. pp. 261—275. 
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to F; by R(F) the number of integers of F; by F x (m, ,) the set of 
all numbers of F belonging to the closed interval (n,,»,); by @¥F the 


limit of RAP XC 9)) gg n-—> co if it exists, and we call it the density of 
F; we shall also talk of the upper and of the lower density of the set 
F and denote them by u.d.F and 1. d. F. 

Lemma 1. If dF =0 then 


Zz - = 0 (logn). 


FX, ») 
For, given e~!>7>0, there exists a positive integer n’ such that 


Rix hoa for all n> nv’. 


Let 


RIP xh — ny <2 for n>n’ 


and let n, be a value of m for which the maximum is attained so that 


max 


RN {F x (1,2,)} ie 
a we 
We have 
Pg i< 1 + logy, n, < logn, 
F X (1, 2) 
and 
1 n 
y <n log < m logn. 
F X (ny + 1,2) 
Thus 


P ~< log n, + 7; logn. 


FX (i, 2) 


1 
Taking », > ny" we shall have for n > m 
1 
D> =< mlogny + m logn 


FX, 2) 
< nlogn 
which proves the lemma. 


§ 2. 
Lemma 2. There exist positive numbers A, A,, such that 
A,logn< JT (l—p-')-'< A, logn 
p—2n 
for all n. (The product is extended over all primes < 2n). 
The lemma is an immediate corollary of the existence of 


IT (Q—p~)*? 
lim p—2n 





— >» as N+ @. 


Mathematische Annalen. 110. 
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§ 3. 
Denote by H(n) the set of all integers with no prime factor > n. 
Lemma 3. There exists a constant B > 0 such that 
a + <Flen 
H Qn) X (n¥ ,o) 


for all n and 53 














Let 6 = Fier then 
(1) Py - S < (l—e-1)-1{ I] (1 — p-)y-1— IT (1 — p-*-4)-4} 
H(2n) X (n¥ ,o) p—2n p<2n 
—1—d\—1 
} — e~)-? ia > (a2. \, 
<0 JJa-r [EES | 
We have 
} —_ 1—d 3 —d 
log [J (*: 2) < yee Po) 
p—2n pain 
< J pl—p-)+2 (ae 
p—2n p—2n 
” a = a logp , 3 7 log p 
~ klog2n P klog 2n p* 
p—2n p—3n 


2 3 
SET Pogin 


The lemma follows from (1), (2) and the Lemma 2. 
Corollary. Given e > 0 there exists a k, > 0 such that 


%, l 
(8) Z >> (1-$§) JJ a-po. 
H (2n) X (1, n*o) p<an 


For, by Lemma 2 and Lemma 3 


ZS 3>(-a) o-rr 


Po, ie <2n 


§ 4. 
We shall call every number y for which 
d(v) > (log v)'s 21 
a highly composed number. Denote by F the set of all highly composed 
numbers. By the Hardy-Ramanujan theorem 


dF = 0. 


*) The proof of this lemma has been given by H. Davenport. 
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By the Lemma | there exists a constant n, > 0 such that for all n > n, 


(4) 2 . < 5A, log n. 
F x «1, nko) 
Dropping from the set H (2) all highly composed numbers we denote 
the remaining set by H’ (2n). 
From (3) and (4) we conclude that 
gwen e > 0 there exist k, > 0 and n, > 0 such that 


(5) > ¢>a-9 JJa-ry 


H’ (2 n) X (1, n*o) p<an 


for alln > n,. 


§ 5. 


Denote by e; the density of the set of all integers having a divisor 
=> 2 and < 2/*!, 
Theorem l. 
Qt+et+... +e = o(l). 
Let n = 2' and 
N = n"!2n! 


and let »(N) be the number of integers < N prime to 2n!.. We ob- 
viously have 
N= [] (1—p-')-'¢(Q). 


pon 


Denote by G@ the set of integers < N, for which the largest divisor 


composed of prime factors < 2n belongs, to H’ (2m) x (1, n"). It is easy 
to see that the number of numbers of G for which such a divisor is », 


is ~ @(N) and thus 


RG)=—9(N) SY +>(-eH)—®%) [J a-p 
(6) H' (2n) X «a, n*oy p<2n 
> (1l—e)N. 


Denote now by S the number of the divisors < 27 of all the numbers of G. 

By (6) the number of numbers of @ having a divisor > 2 and 
<2!+1 is greater than (e;—e)N and a fortiori the number of all the 
divisors > 2‘ and < 2‘*+! of all numbers of G is also > (e;— 2) N. Hence 


(7) S>(eq+e+...+e—le)N. 
On the other hand any number of G for which the greatest divisor 


composed of primes < 2n is v, has <= d(yv) divisors < 2n and thus 


2) * 
-< 
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d(» 
ssom YY © 
H’ (n) X , n*) 
(8) < log n*e)'es2 »(N) P . 


H’ (2n) X (1, n*o) 


< (log n*o)log 2.1 N. 
From (7) and (8) the theorem follows. 
As every e; > 0 we conclude that e¢; is small for almost all i. 





§ 6. 
Take a number « > log2 and < 1 and a sequence of positive integers 
M,, My = np teem, wm ait oe Mm, 
and denote by m, the density of the set of integers with a divisor > n, 
and < m4. 
Theorem 2. 


m +m, +...+m, = o(l). 
This theorem is much stronger than Theorem 1 but the proof is 
practically identical with the proof of Theorem 1. 


§ 7. 

We shall now apply Theorem 1 to the solution of the two problems 
mentioned in the introduction. Take positive numbers «¢, e,(i = 1, 2, ...) 
such that 


e<}, 2a<z. 
1 


Denote by £; the set of dll the positive integers having a divisor 
> 2 and < 2'+', and write dE; = e;. Observe that the mean density 
of the set Z; on any interval of more than 2‘! consecutive integers is 
< 2e, Define now integers i, <i, <i, <... so that 

i, < & 
Wo Wt! ee ce 
23 > Qa+1! ej, < & 
and form the two following sets 
G = E,, x (24, 21+1—1) 
+ (Ei, — Ei, x E;,) x (2%, 2%**—1) 
+ {E;, —E;, x(Ei, + E;,)\ x (2%, 28+1—1) 


and 


Suk +8, 48, +... . 
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Obviously, no number of the set G@ is divisible by any other number of 
the set, and the set H is the set of all multiples of numbers of G. But 
it is easy to see that 
Ld. G=0, ud. G>4—2e,—2e,—...>}4—e>} 

and that 

ld. H< 2¢,+2¢,+...<e, 

u.d. H >}, 
and thus the set @ gives an answer in the negative to the Davenport 
problem and the set H to the Chowla problem. 


(Eingegangen am 27. 2. 1934.) 
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Spektraltheorie in nichtseparabeln Riiumen. 
Von 
Franz Rellich in Géttingen. 


Die allgemeine Spektraltheorie, wie sie in den letzten Jahren von 


Carleman, v. Neumann, F. Riesz, Stone, Wintner u. a. entwickelt worden 
ist, bezieht sich auf Operatoren, die im Hilbertschen Raum oder in Teil- 
raumen des Hilbertschen Raumes erkliirt sind. Dabei versteht man nach 
v. Neumann unter dem (abstrakten) Hilbertschen Raum eine Gesamtheit § 
von Elementen z, y, u, v, ..., fiir die folgende Axiome gelten: 


I. 


§ ist ein linearer Raum; mit z, y gehért auch az+ Py zu § (a, B 
beliebig komplex) und es gelten die Rechenregeln des linearen Vektor- 
raumes; § besteht nicht nur aus dem Element 0. 


Zu x,y aus § ist als inneres Produkt eine komplexe Zahl (z, y) de- 
finiert. Es ist (2, y) =(y,2)'), («x +fz’, y) = a(z, y) + A(z’, y), 
(xz, z) > 0, aus (z, r) = 0 folgt z = 0. 

jz| = \V(a, 2) | heiBt der Betrag von z, |x — y| die Entfernung von 
z,y. Durch |x — y| ist eine Metrik (mit Dreiecksungleichung) ein- 
gefiihrt. Man sagt: die Folge’) x” strebt gegen x (in Zeichen x" — z), 
wenn lim |z" — z| = 0; x heiBt Grenzelement von z”. 


§ ist separabel, d. h. es liegt in § eine abzihlbare Teilmenge § dicht: 
jedes z aus § ist Grenzelement einer Folge /" aus §. 

Zu endlich vielen Elementen aus § gibt es immer ein Element aus §, 
das von ihnen linear unabhingig ist. 


. § ist vollstindig, d. h. zu jeder Folge x" aus § mit 


lim |z*—2"|=0 


an 2 


gibt es ein z aus § mit 2" +z. 
Die Spektraltheorie Hilbertscher Riume geniigt aber nicht, um alle 


bisher behandelten Eigenwertprobleme einheitlich unterzubringen. Z. B. 


1) Durch Uberstreichen wird der Ubergang zum Konjugiertkomplexen an- 


gedeutet. 


2) Folgen von Elementen werden durchwegs mit hochgestelltem Index be- 
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ist das von Weyl*) zuerst herangezogene Eigenwertproblem der fast- 
periodischen Funktionen im Raum der stetigen fastperiodischen Funktionen 
gestellt. In diesem Raume gilt nach bekannten Satzen Axiom I und, wenn 
man 
T 
ee 


(u,v) = im | u(t)v(i)dt 


setzt, auch II. Ebenso gilt IV. Aber III gilt nicht. Setzt man (fiir 
reelles vy) u” = e'**, so ist (u’,u“) = 0 fiir alle »+y und (u’, uw’) = 1, 
wahrend aus III folgen wiirde, daB der Raum héchstens eine abzihlbare 
Menge. normierter, paarweise orthogenaler Elemente enthalten kann. 
V gilt auch nicht, doch J4Bt sich der Raum der stetigen fastperiodischen 
Funktionen geeignet zu einem vollstindigen Raum erweitern, der natiir- 
heh erst recht nicht separabel ist. Die bisher bekannten Beweise fiir 
die Vollstindigkeit der e'’‘, welche Schliisse der Spektraltheorie wesentlich 
benutzen, kénnen sich daher nicht auf einen allgemeinen Spektralsatz be- 
rufen, sondern miissen die Spektralzerlegung ad hoc durchfiihren’). 


In dieser Arbeit wird zunichst (§ 1) gezeigt, daB die Ergebnisse der 
allgemeinen Spektraltheorie fast unverindert richtig bleiben, wenn man 
das Axiom III der Separabilitaét fallen 1a8t und nur I, II, IV, V fordert. 
An der Formulierung des Spektralsatzes aindert sich nur dieses: Die zu 
einem (selbstadjungierten) Operator A gehérige Spektralschar P, kann an 
mehr als bloB abzahlbar vielen Stellen A unstetig sein. Entsprechend 
gibt es in solchen nichtseparabeln Raiumen Operatoren (sogar beschrinkte 
Operatoren), die mehr als abzdhlbar viele linear unabhangige Eigenelemente 
und Eigenwerte besitzen, was im Hilbertschen Raume nicht méglich ist. 


Fiir sich wird in §2 die Spektraltheorie vollstetiger Operatoren 
durchgefiihrt. Es zeigt sich, da8 dies auch in nicht vollstandigen Raumen 
méglich ist. Mit Riicksicht darauf, daB die in der Theorie der Integral- 
gleichungen, der Differentialgleichungen usw. benutzten Funktionenriume 
nicht vollstaéndig sind, wird daher von vornherein ein Raum zugrunde gelegt, 
in dem nur I und II zu gelten brauchen. In §3 wird das allgemeine Er- 
gebnis benutzt zum Beweise des H. Bohrschen Vollstindigkeitssatzes der 
fastperiodischen Funktionen. §4 bringt Satze iiber die Struktur nicht- 
separabler (aber vollstandiger) Raiume. 


3) H. Weyl, Integralgleichungen und fastperiodische Funktionen. Math. An- 
nalen 97 (1927), S. 338—356. A. Hammerstein, Uber die Vollstandigkeitsrelation in 
der Theorie der fastperiodischen Funktionen. Sitzungsbe:. der Berl. Akad. (1928) 
8. 17—20. A. Wintner, Spektraltheorie unendlicher Matrizen. M. Riesz, Zum Ein- 
deutigkeitssatz der fastperiodischen Funktionen. Fysiogr. Salisk. Lund Forh. 3, 
Nr. 10 (1933), S. 1—9. 
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§ 1. 
Der Spektralsatz. 


Der bekannte Beweis von F. Riesz‘) fiir die Spektralzerlegung selbst- 
adjungierter Operatoren verwendet die Separabilitét des Hilbertschen 
Raumes nur in zwei Satzen, die im folgenden als Satz 1 und Satz 2 neu 
bewiesen werden miissen °). 

Es sei 8 ein Raum von Elementen, in dem die Axiome I, II, IV, V 
(S. 342) gelten. 


Definition 1. M hei®t eine lineare Teilmannigfaltigkeit von 8, 
wenn M Teilmenge von % ist und mit z, y auch az + Py (a, f beliebig 
komplex) enthalt. Eine lineare Teilmannigfaltigkeit von 8 heiBt ab- 
geschlossen, wenn fiir jede Folge 2" aus M mit 2" +z folgt, daB z in 
M liegt. 

Satz 1. Es sei M eine lineare abgeschlossene Teilmannigfaltigkeit 
von B. Dann lift sich jedes Element z aus B in die Form z= 2+ y 
setzen, wo x in M liegt und y auf allen Elementen von M orthogonal steht; 
z und y sind eindeutig bestimmt. 

Beweis‘). Es sei z ein beliebiges Element aus 8. Fiir alle u aus 
M ist (c —u,z—u)>O. Also gibt es eine untere Grenze d>0, d.h. 
eine gréBte Zahl derart, daB (z —u, z—u) >d gilt fiir alle u aus M. 
Sei u" aus M eine Minimalfolge: 

lim (z— u", z — u") = d. 
Ist w ein beliebiges Element aus M, « eine reelle Zahl, dann liegt auch 
u"+ ew in M, also ist 


(2 — u®" — ew, z—u" — ew) Sd. 
Mit d, = (z — u*, z — wu") wird daraus 
d, —d — 2¢ Re(w,z — u") + & (w, w) > 0. 
Das kann fiir alle reellen ¢ nur gelten, wenn 


| Re(w, z — u")| < Vd, — d- V(w, w). 


*) F. Riesz, Uber die linearen Transformationen des komplexen Hilbertachen 
Raumes. Acta litt. ac sc. reg. univ. hung. Szeged 5, S. 23—54. 

5) Satz 2 entspricht genau dem Satz B der in *) zitierten Arbeit von Riesz, 
aus Satz 1 folgt Satz A der Arbeit von Riesz unmittelbar; von Satz A bemerkt 
Riesz ausdricklich, daB er von der Separabilitét unabhangig ist. 

®) Die Beweismethode ist der Variationsrechnung entlehnt. Fir die abstrakte 
Spektraltheorie ist sie zuerst von Friedrichs (vgl. insbesondere: Spektraltheorie 
halbbeschrankter Operatoren und Anwendung auf die Spektralzerlegung von 
Differentialoperatoren, Math. Ann. 109, S. 465—487) verwendet worden. 
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Da mit w auch aw in M liegt, wo « eine beliebige komplexe Zahl vom 
Betrag 1 ist, folgt daraus auch 


| (w, 2 — u")| < Vd, — d- V(w, w). 
| (w, u — u™)| S |(w, 2 — u")| + |(w, 2 — u™)| 
| (w, u® — u™)| = V(w, w) (Vd, —d+/YVd,, — d) 


fiir jedes w aus M, speziell auch fiir w = u" — u™: 


|(w" — u™, uw" — u™)| <= (Vd, —d + Yd, — dy’. 





Ferner 








d. h. 
lim |u" — u™| = 0. 


Da M abgeschlossen war, gibt es in M ein z mit w*+z. Aus 


\(w, z — u")| = Vd, — d- ¥(w, w) 
folgt (w,z— x) = 0 fiir jedes w aus M. Setzt man y = z — z, so wird 
z=a2-+y. Das ist die gewiinschte Darstellung, weil z in M liegt und 
(w, y) = (w, z — xz) = O fiir alle w aus M gilt. 

Die Darstellung z = z+ y ist eindeutig, Wires = 2+y = 2 +y 
mit z,z’ aus M und y, y’ orthogonal auf allen Elementen von M, so 
wire r—a2’=y—y. Also 0=(r4-—7,y —y) =(z-—2', 2-727), 
also z= 2’, y= y'. Damit ist Satz 1 bewiesen. 

Satz 1 erméglicht es, die geometrischen Begriffe wie Projektions- 
operatoren u. 4. wértlich wie im Hilbertschen Raum beizubehalten. 

Definition 2. Eine lineare Funktion /(z) in einer in 8 dichten 
linearen Teilmannigfaltigkeit & ist gegeben, wenn 1. jedem z aus & ein- 
deutig eine komplexe Zahl /(z) zugeordnet ist, wenn 2. fiir alle kom- 
plexen Zahlen gilt l(a + Ba’) = al(z)+fl(z’), sobald « und 2’ in U 
liegen und wenn 3. ein C existiert, so daB fiir alle + aus UW gilt 
II(z)| < Cz}. 

Satz 2. Zu jeder linearen Funktion I(x) in U gibt es ein y in B, 
mit dem I(x) = (x, y) wird fiir alle x aus U. 

Der Beweis dieses Satzes kann &hnlich gefiihrt werden wie bei 
Friedrichs’). Es sei d die untere Grenze von (u, u) — J(u) —U(u) fiir 
alle uw aus UY; sie ist endlich wegen 


\L(u) + T(u)| << 2-C-|u| = 2C-V(u, u). 


7) Anmerkung °), loc. cit. S. 467. Will man zum Beweis Satz 1 benutzen, so 
kann man nach einer Bemerkung von Herrn O. Teichmiiller kirzer so schlieBen: 
Wegen |! (z)|< C|2z| 1sBt sich 1 (x) auf ganz $ eindeutig fortsetzen. Es sei T die 
Gesamtheit aller z aus $ mit 1(z) = 0. Offenbar ist T eine abgeschlossene lineare 
Teilmannigfaltigkeit. Wenn T — %, so wahle man y = 0 und Satz 2 ist bewiesen. 
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Es sei u" eine Minimalfolge, d. h. eine Folge von Elementen aus Y, fiir die 
d, = (u", u") —1(u") —I(u") +d, n> @ 
gilt. Fir jedes z aus MU und jedes reelle « gilt 
(u" + e2, u® + ex) —1(u" + ex) —I(u"4+ 2) =d 
d, —d+ 2e Re {(z, u") —I(z)} + (x, z) > 0. 
Daraus 


| Re {(x, u") — 1 (x)}| < V(z, x)- Vd, — d, 


\(x, u") —1(2)| < V(z, x) Vd, —d 
|(x, w=) —1(x)| < Viz, z) Vd, —d 
|(x, u* — u™)| Ss Viz, z) (Vd, —d+ Yd, — d). 


Setzt man x = u* — u™, so wird |u" — u™| < Vd, —d+ Yd,, —d, also 
lim |u*—u™|=0. Daher gibt es ein y in 8 mit u*+y. Aus P 

nm > x 

\(x, u") —1(x)| < V(x, z) Vd, —d folgt jetzt (2, y) —l(z) = O fiir alle z | 

aus UW, w. z. b. w. 

Nachdem Satz 1 und 2 in Raiumen 8 gesichert sind. verliuft der 
Rieszsche Beweis von der Existenz einer Spektralschar zu jedem selbst- 
adjungierten Operator genau wie im Hilbertschen Raum. An der Defi- 
nition der Spektralschar (v. Neumann) dndert sich nichts. Ebenfalls 
besitzt ein selbstadjungierter Operator dann und nur dann den Eigen- 
wert (Punkteigenwert) 4, wenn die zugehérige Spektralschar P, fiir u = A 
unstetig ist. Es gibt aber jetzt selbstadjungierte (sogar beschrinkte) 
Operatoren, deren Spektralscharen an mehr als abzahlbar vielen Stellen 
unstetig sind. Um das zu zeigen, geniigt es, selbstadjungierte Operatoren 
anzugeben, die mehr als abzahlbar viele verschiedene Eigenwerte besitzen. 
Das geschieht durch das folgende 


Beispiel. %, sei der Raum aller Vektoren mit kontinuierlich vielen 
Komponenten. Die Komponenten seien komplexe Zahlen, aber fiir jeden 
einzelnen Vektor seien nur abzahibar viele von Null verschieden; die 
Summe iiber die Quadrate der Betrige aller Komponenten eines festen 
Vektors sei endlich. Die Komponenten z, eines Vektors x seien also 


also 














Andernfalls gibt es nach Satz 1 ein z + 0, da; auf allen Elementen von T ortho- 


gonal steht und fiir das /(z) + 0 ist. Bei beliebigem x aus 8 gehért x — aa 4 


2) =0 oder I(x) = oo (z, 2). Also ist Satz 2 mit 
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dargestellt durch z, = {(c), wof(c) in — «2 <o< o als komplexwertige 
Funktion erklart ist, die héchstens an abzihlbar vielen Stellen c,, von Null 
verschieden ist und fiir die X’ | f (c,) |* endlich bleibt. Sind x, y zwei Elemente 


mit den Komponenten z, = f/(c), y, = g(a), dann sei z=azx-+- By 
durch die Komponenten z, = af(o)+f8g(o) erklirt. Definiert man 
(x, y) = } 2,¥,, wobei die Summe iiber die Stellen o zu erstrecken ist. 


an denen z, und y, von Null verschieden sind, so ist %, offenbar ein 
Raum, in dem I, Il, IV, V gilt. In %, entsprechen den linearen Ope- 
ratoren Matrizenoperatoren analog zu den Verhiltnissen im Hilbertschen 
Raum. Die Matrizen sind hier gegeben durch ein Schema ((a,,)) mit 
a@,, = a(o, tT), wo a(o,t) eine in — o<o,t<. + o erklirte komplex- 
wertige Funktion ist, die bei festem rt nur fiir abzahlbar viele 0 von Null 
verschieden ist. Wenn 3'a,,2z, zu beliebigen z aus ®, fiir festes o 


existiert und wenn fiir Yo = Ja,,2,, das offenbar nur fiir abzahlbar 
viele o = o, von Null verschieden ausfallt, 2’|y,, |? endlich ist, so stellt 


((a,2)), wie leicht einzusehen, einen linearen Operator in %, dar, der dem z 
mit den Komponenten z, ein y mit den Komponenten y, zuordnet. Er 
ist beschrankt, wenn 


E| Eee ae SK Z| x) 


ist. Sei speziell ((a,,)) eine Diagonalmatrix, a,, = 0 fiir o +1, a,,=a(a). 
Wenn a(c) reell und beschriankt ist, |a(c)| < ¢ fiir alle o, dann ist der 
durch ((a,-)) definierte Operator beschrinkt und hermitesch. Die Eigen- 
wertgleichung 5 a,,2, = Ax, besitzt die kontinuierlich vielen, linear un- 


abhiangigen, normierten Eigenelemente 2° mit den Komponenten 2? = 1 
fiir t =, sonst Null; und die Eigenwerte 2, = a(c). Ist der Werte- 
bereich von a(o) das Intervall — c < a(c) <c, so gibt es also konti- 
nuierlich viele verschiedene Kigenwerte. 

Natiirlich kann man auch Riume %, betrachten, deren Vektoren 
mehr als kontinuierlich viele Komponenten besitzen. Es laBt sich zeigen, 
da8 man alsdann (bis auf Isomorphie) alle Raume 8% erhiilt (§ 4). 


§ 2. 
Volistetige Operatoren, 
Es sei 8 ein Raum von Elementen, in dem die Axiome I und II 
(8. 342) gelten. Eine Vorschrift,-die jedem u aus % eindeutig ein + aus B 
zuordnet, heiBe ein Operator, wenn die Zuordnung linear ist. 
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Definition 3. Ein in % erklirter Operator S heiBt vollstetig, 
wenn in jeder unendlichen Menge von Elementen z aus 8 mit |x| <= 1 
eine Folge 2” liegt, fiir die Sa" +z gilt, wo z Element von & ist. 

Satz 3. Zu jedem vollstetigen Operator S gibt es eine Zahl K, mit 
der fiir alle x aus & gilt |Sx| = K\z|. Aus 2* +z folgt Sx" + Sz, 
Beweis klar. 

Satz 4. Der Operator S in & sei vollstetig wnd hermitesch*). Dann 
gibt es in B héchstens abzahlbar viele linear unabhingige Elemente gy” der 
Linge 1 (Eigenelemente) und reelle Zahlen i, + 0 (Eigenwerte), fiir die 

So = 1,9" 
ist. Wenn unendlich viele gy” existieren, dann ist lim A, = 0. 


Beweis’). Es geniigt, zu zeigen, daB es zu jeder positiven Zahl p 
héchstens endlich viele linear unabhingige Eigenelemente g” gibt, deren 
Eigenwerte der Ungleichung |/,,| > p geniigen. Gibe es unendlich viele, 


80 wire it y| = 1. DaS vollstetig ist, wire fiir eine Teilfolge, wieder 


rae genannt, pg” = sie konvergent, also lim (g*— 9g”, g" — 9”) 


am @© 


=0. Da S hermitesch ist, darf (y", gy") = 0 fiir n + m angenommen 
werden. Daher (gy" — gy, g”* -— o™) = 2 fiir » + m. Widerspruch. 


Satz 5. Der Operator S in B sei vollstetig und hermitesch und es 
sei nicht Sx = 0 fiir alle x aus B. Dann gibt es mindestens ein Eigen- 
element p (der Liinge 1), das zu einem Eigenwert 4 +0 gehért: Sp =A. 

Ferner existiert ein System von orthogonalen normierten Eigenelementen 
y', Pp’, ... mit reellen Eigenwerten + 0, das vollstindig ist in dem Sinne: Fiir 
jedes x der Form x = Sy (x,y aus B) gilt c= Sz," mit z, = (z, yp”) 
oder (damit gleichbedeutend) (z,z) = S|z,|’. : 


Der Beweis ergibt sich leicht aus “dem allgemeinen Spektralsatz (§ 1), 
indem man B zu einem vollstandigen Raum abschlieBt. Es sei jedoch 
hier kurz ein Beweis ab ovo mitgeteilt, der in einer Modifikation des ur- 
spriinglichen Hilbertschen Beweises von der Spektralzerlegung vollstetiger 
Formen besteht. 


1. Es sei «, die obere Grenze von LS 2 


ae fir alle 2 +0 aus B&B. 
Sie ist endlich wegen |(Sz,z)| <= |Sz|-|z2| = K-|x)* = K (az, az) (vgl. 
Satz 3). Es sei x" eine Maximalfolge, d. h. 


lim |(S an, an)| 


ae i (xn, an) = -,- 


%) (Su, v) = (u, Sv) fir alle u, v aus B. 
®) Vgl. F. Rellich, Ein Satz itiber mittlere Konvergenz. Nachrichten Ges. d. 
Wiss. Géttingen 1930, S. 30—35. 
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf (2",z")=1 angenommen 
werden. Da S nicht der Nulloperator ist, folgt 4, +0. Es gibt ent- 


weder unendlich viele n, fiir die (S 2", z*) > o ist, oder unendlich viele n, 


fiir die (S a", 2") <= — 4. Wir nehmen den ersten Fall und setzen 


#, = A, (im aweiten Fall wiirden wir — uw, = A, setzen und im iibrigen 
entsprechend vorgehen). Dann gibt es also eine (unendliche) Folge, wieder 
z" genannt, mit (z", 2") = 1, d, = (S 2", 2") >A, und 
(S(a* +- ew), 2" -+ ew) = A, (a" + ew, 2" 4+ ew) 
fiir alle w aus B und alle reellen ¢«. Es folgt 
e*[A, (w, w) — (Sw, w)] + 2¢ Re[A, (w, x") — (w, S2")] +-4, —d, > 0, 
und daraus fiir 2" = A, 2" — S 2" weiter 


| Re(w, 2")| < VA, — d,- VA, (w, w) — (Sw, w). 





Wegen 
|A, (w, w) — (Sw, w)| S A, (w, w) + | Sw, w| = C*-(w, w) 


(C unabhingig von w und n) 


| Re(w, 2*)| S Va, —d,-C-|w), 


|w, 2"| = VA, —d,|w|-C. P 


Setzt man w = 2", so wird |2"| =< CVA, —d,, d.h. 2*+0. Nun denke 
man sich aus x" eine Teilfolge, wieder x" genannt, ausgewihlt, fiir die 
Sa +i, ¢' gilt mit g' aus B (Vollstetigkeit von S). Aus 4,2" = +S 2" 
folgt 


also auch 


|A, a — A, gp | = | + Ser-—A, | S || 4+ |Sa*—A, "|. 
Also 2" + g’. Aus 4,2" — Sa" = 2", |z"| = 1 folgt S g' =A, g', | g'| = 1. 
2. Zum zweiten Eigenwert 4, gelangt man so: Man betrachte den 
Raum &%, aller Elemente von %, die zu g' orthogonal sind; er geniigt, 
wie B, den Axiomen I und II. AuSerdem liegt mit z auch Sz in &,, 
weil (Sz, g') = (x, Sg") =A, (xz, y') = 0 ist. Daher ist S auch in B, 
ein (natiirlich hermitescher) Operator. S in B, ist auch vollstetig, weil 
vw = Sz" in B, liegt, wenn 2” in B, liegt und daher auch das Hiufungs- 
element von v" in %, liegt. Es folgt also die Existenz eines g* aus B, 
der Lange 1 und einer Zahl A, mit Sg* = A,’ und 
|(S a, x) |} 
(x, x) 
Wenn A, nicht verschwindet, wiederhole man das Verfahren. Ent- 
weder bricht dann dieses Verfahren nach endlich vielen Schritten ab — 
namlich dann, wenn an einer Stelle als Maximum die Null auftritt — 


=< |A,| fir alle z+0 mit (z, g') =0. 
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oder es la8t sich unendlich oft wiederholen. In beiden Fallen gibt es 
eine (endliche oder unendliche) Folge 2,, A,,... und gq’, g’,... mit 
Sg" = Ang, (9% 9") =4n,m und |(S 2, 2)| S |Ae+1|(2, 2) fiir alle x 
mit (z, ¢) = 0, += 1, 2,..., &. 


3. Es sei c = Sy und z, y aus B. Dann ist fiir u = y — ZY y") Y 


offenbar (u, g’) = 0, » = 1,2,...,”. Daher |(Su,u)| = al: (u, u). 
Da S hermitesch ist, gilt sogar’®) (Su, Su) < |An4,/*-(u, u) und wegen 


(u, u) = (y, y) — = \(y, ?’)\? S (y, y): 
(Su, Su) Ss JAn+al?=(y, y). 


Nun ist Su = Sy — Zu. 9): Ay’ =2-S(z, y')p” und daraus 


(Su, Su) = (zx, x) — E\2, * mit z, = (z,g'). Aus 


v=ol 


0 _< (z, zr) — 2 |2,|" = |An+al?+(y, y) 
r=1 


folgt (x, z) = Y| 2z,|*, denn wegen Satz 4 ist lim/,,, = 0 (baw. A, ,, = 0 
’ na @ 
im Falle endlich vieler 4, + 0). 

Beispiel. Aus Satz 5 folgen unmittelbar die Spektralsitze fiir 
Integralgleichungen mit stetigem hermiteschem Kern. Der Raum der in 
ats b> stetigen komplexwertigen Funktionen u(t) ist mit 

b 


(u, v) = fu()ow@de 


a b 
ein Raum &%, in dem I und II gilt. Durch { K(s, thu(t)dt = v(s) ist 


in B ein Operator erklirt: Ku =v. Er ist vollstetig. Denn ist {uw} 
eine Teilmenge von B mit (u,u) < 1, so ist die zugehdrige Menge der 
v= Ku eine Menge von gleichmiBig beschrinkten und _gleichgradig 
stg vuaniienen. Alsc gibt es (Arzela) eine gleichmaBig gegen eine 


10) Fiir hermitesche S folgt bekanntlich aus |(Su, u)| = m(u,u) sogar 
|Su|=m\u}|. Denn aus 


—m\u+o}? = (S(u+r),u+r)) = miu+ of 


und 
—m\u—v)? = (S(u—r), u—v)) = m|u—e/? 
folgt: 
4|Re(Su, r)| abe + |v]?), also auch 4|(Su, v)| = 2m(|ul?+ |r|?*). 


Ersetzt man u durch 





ot v durch rT’ so wird |(Su,v)| = m|u|-|v| (zundchst 


fir u + 0, v + 0, dann fir alle). Daraus mit v — Su die Behauptung. 
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stetige Grenzfunktion » konvergente Folge o" = Ku". Also auch v" + g, 
was ja pur ° 

lim | |v" (s) — p(s)\*ds = 0 

besagt. se i, 

Ein zweites Beispiel bringt § 3. 

Definition 4. Ein in &% erklarter Operator S beiBt normal, wenn 
der zu S adjungierte Operator S* (erklairt durch (Sz, y) = (x, S*y) fir 
alle z, y aus %) existiert und mit S vertauschbar ist: SS* = S*S. 

Satz 6. Der Operator S in B sei normal; S und sein adjungierter 
Operator S* sei vollstetig (Def. 3). Dann gibt es zu S ein System ortho- 
gonaler normierter Eigenelemente g', y*, ... mit nicht verschwindenden, 
sich héchstens bei Null hdufenden Eigenwerten A,, fiir die S gy" = A, y" 
und S* o" = 4, gy" gilt. Es ist vollstindig in diesem Sinne: Fiir jedes x 
der Form «=Sy (z,y aus B) gilt c= Sag mit x, = (z, op); 
oder (damit gleichbedeutend) (x, 2) = Y\2,\?. * 

k 


Beweis. Man setze A = $(S+S*) und B= 5 (S — S*). Dann 
wird S=A-+iB, wo A, B hermitesch und vollstetig ist. Es sei 


y', y®,... ein vollstandiges, orthogonales, normiertes System von Eigen- 
elementen, die zu A gehéren, und w',w’,... ein entsprechendes fiir B; 
beide mit Eigenwerten +0. Aus A yt = yu, y* folgt wegen AB = BA 
sofort A B yt = wu, By*. Es sei uw, genau h-fach: wy = fen, = --- Mes n—ie 
Dann gilt AByi = uy, By! fir j7 =k,...k+h—1. Also 
k+h—1 
By = 2, Cy, y. 
Wegen c,, = (By/, y') = (y/, By’) = @; kann man die y'*,..., yt+*-? 
unitiér so in y*,..., y*+*-1 transformieren, daB By/ = v,y/ wird 


(j = k,...,.k+-h4—1). D.h., man kann ein vollstandiges orthogonales, 
normiertes Eigenelementensystem y* von A angeben, wo die y/ auch 
Kigenelemente von B sind (natiirlich muB nicht », + 0 sein). Diejenigen 
von den urspriinglich gegebenen Eigenelementen w', w’, ... von B, die 
nicht von endlich vielen z', y*, ... linear abhingen, transformiere man 
unitér so, da sie auch Eigenelemente von A werden. Zusammen mit 
den z', 7’, ... abgezihlt erhalt man so die Folge g',g’,.... Es ist 
A gt = mg und Bot = »% yp, wo uw; und »% nicht beide gleichzeitig ver- 
schwinden. Setzt man 4, =m,+%%, so wird Sg = A, gt und wegen 
S* = A—iB auch S* go =/, gp". AuBerdem: Fir r= Sy= Ay+iBy 
wird wegen Ay = aA y, p*) g* und By = 2(B y, *) p* sofort 


t= 2Sy Pe) P= Sng, (2,2) = 2 \n/, 


wie behauptet wurde. 
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§ 3. 
Der Fundamentalsatz der fastperiodischen Funktionen, 


Der Fundamentalsatz von H. Bohr lautet: ,,1. Fiir jede stetige, kom- 
plexwertige, fastperiodische Funktion f(t) ist 


T 
jim 7 J1e-wtat +0 


héchstens fiir abzihlbar viele reelle » méglich. 2. Ist ¥,, v9, ... die 
Gesamtheit dieser reellen v, so gilt mit den ,Entwicklungskoeffizienten‘ 


T 
: 1 
° in = lim =| f/(e-*'dt 
(*) in = Him {fe 
die Vollstandigkeitsrelation 
T 
. 1 « 
lim pf li@rat = Zital 


Zum Beweis wird mit Weyl und Hammerstein ein zuerst von I. Schur 
angegebenes Eigenwertproblem herangezogen"'). Dieses Eigenwertproblem 
ist gestellt im Raum § aller stetigen komplexwertigen, fastperiodischen 
Funktionen. Definiert man als inneres Produkt zweier Elemente u, v 
aus die Zahl 


T 
(u, v) = lim pl urmas, 


so sind in § die Axiome I und II (8S. 342) erfiillt, wie unmittelbar aus 
den Grundtatsachen iiber fastperiodische Funktionen folgt"*). 
Behauptung 1 des Fundamentalsatzes folgt unmittelbar. Denn die 
gy” = e** (» reell beliebig) bilden in § ein System von orthogonalen, 
normierten Funktionen. Mit endlich vielen gy”, py", ..., fiir die (/, p’n) = f, 
gesetzt sei, gilt (/,f)> S\/,|*. Daher gibt es zu jedem p>O nur 


endlich viele |/,| =p. Also gibt es nur abzahlbar viele /, +0. Fiir 
die Gesamtheit aller dieser /, gilt die Besselsche Ungleichung (f, f) > S| /,|*. 
r n 
Behauptung 2a). Jedes /, = lim *#/ f(tj}he-*tdt ist ,,Eigenwert* 
To ry 
der Gleichung 


T 
lim 5, [f(s—te™tdt = fyetm*. 


Tx 


1) Vgl. Anmerkung 5). 
2) Diese siehe etwa H. Bohr, Fastperiodische Funktionen. Ergebnisse der 
Mathematik und ihrer Grenzgebiete 1 (1932). 
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Beweis. Man multipliziere (*) mit e* und fihre s—¢ als neue 
Integrationsvariable ein. 


T 
b) Die Gleichung lim 7-{ f(s —t)u(t)dt = 0(s) fasse man auf als 
T->2 

eine lineare Zuordnung, die zu jedem u(t) aus fF eindeutig ein v(t) aus 

& bestimmt; diese ist ein (linearer) Operator F: Fu =v. Nach a) ist jedes 

f, Eigenwert von F: F g’n = f, g’n mit g” = en, F ist ein normaler 

Operator (Def. 4, Seite 351). Bezeichnet man namlich den Operator, der 
T 

jedem u(s) zuordnet v(s) = lim Hl fe—s) uy at, mit F*, so hat man 
T-?>o o 


zu zeigen (Fu, v) = (u, F*v) und FF*u = F*F u fiir alle wu, v. 
Setzt man zur Abkiirzung 


T 
lim pigdt = M(g(0)}, (u, vo) = M (u(t) v(t}, 
f—pe"*é t t 


so wird 

Fu=M {f(s —t)u(t)} 

und : 
(Fu, 0) = M (M {f(s —t)u(o)} -0(8)] = M(M(f(s—)ua(s)) | 





= M{u(t) M (f(s —t)o(s)}| = (u, F*»). 
Ferner ‘ ’ 
FF*u = M {f(s —) M (fe —)u()}) - M (M (f(s — 9) f(e — 9) u(e)} 
= M{M (f(t — ) fC —8))u(e)} 
= Mf — MFC — 2) u(2)}} = F* Fu. 


c) Die in b) erklarten Operatoren F und F* sind vollstetig. Ohne 
Beschrinkung der Allgemeinheit zeigen wir das fiir F. Dazu ist nach 
Definition 3 (§ 2) zu zeigen: In jeder unendlichen Menge von Elementen 

T 
u aus § mit |u|? = lim rilu@pats 1 liegt eine Teilfolge u*, fiir die 
To 
vu" = Fu" gegen ein Element g aus § konvergiert; d.h., es gibt eine 
stetige fastperiodische Funktion y(t), so da8 


T 
lim lim 7 {|e ()— (Pat =o 
Tol? 


a> © 


ist. — Nun gilt fiir alle v = Fu mit |u| <1 


T T 
1. |v(s)| Slim ite —t)||u@|desec V tim 2 fiucnpae <0, 


wo C eine obere Schranke von |/(t)| in — oo <t< + o bedeutet. 
Mathematische Annalen. 110. 23 
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T 
2. |n(s) — vo)? < tim (7 [I/(s—) —F(@ — O|-\u@laty 
li if dt. lim 1 fjuqpa 
Slim 7 {lie-9-fe—9) “fim 7 fluo t 


T 
< lim 7 fit (e—9—fo—opae. 


Aus | folgt, die Menge der v(s) ist gleichmaBig beschrankt. 

Aus 2 folgt, die v(s) sind gleichartig stetig und gleichartig fast- 
periodisch (jede zu e gehérige Verschiebungszahl von /(t) ist eine zu « 
gehérige Verschiebungszahl fiir alle v(t) gleichzeitig). Deshalb gibt es 
unter den v(t) eine Folge v", die gleichmaBig in — o <t< 4- o gegen 
eine stetige fastperiodische Funktion g(t) konvergiert. Um so mehr 

T 
. ° 1 
in jim 7 fle (t) — p(t) Pdt=0. 

d) Also gibt es nach Satz 6 ein vollstandiges System von normierten, 
orthogonalen Eigenelementen y', y’, ... von F mit von Null verschiedenen 
Kigenwerten: F y* = A, y" und F* y* = A, y*. Dann gilt fiir jedes w der 
Form w = Fu die Entwicklung w = J (w, y")- y* = J A, (u, y") y". 

e) Die y" von d) kénnen so gewihlt werden, daB w"(t) = e'’»* wird, 
wo », die Gesamtheit aller reellen Zahlen durchliuft, fiir die die Ent- 


wicklungskoeffizienten /, von }/ ungleich Nuil sind. 
Denn wenn y(t) Eigenelement von F ist: 


T 
lim rite —thy()dt=Ay(s); 1+ 9, 
T+>2~ 5 
dann ist auch y(t + co) fiir alle reellen o Eigenelement zum selben Eigen- 


wert. Wegen A + 0 gibt es héchstens endlich viele (Satz 6) normierte, 
h 

orthogonale Eigenelemente o* (t)'zu A, so daB w(t) = Sc, w*(t) wird. Setzt 
k=1 


h 

man speziell p(¢t+ oc) = w'(t+ 0), so wird wi(t+ oc) = Ye,,(c)o* (t). 

k=1 
Dabei ist die Matrix Z(c) mit den Komponenten c;,(c) eine normale (end- 
liche) Matrix. Wire sie Diagonalmatrix, so wiirde aus w/ (t+ 0) = c, ;(a) w(t) 
folgen w(t) = e”', » reell. Im allgemeinen Falle kénnen die Matrizen 
E(o) wegen (g)- E(o’) = E(o +0’) = E(o’)-E(a) 
gleichzeitig unitér auf die Diagonalform gebracht werden "*). 


18) H. Weyl, Anmerkung *) loc. cit. 8. 344. Vgl. auch R. Liineburg, Eine Be- 
merkung zum Beweise eines Satzes iiber fastperiodische Funktionen, Det. Kgl. 
Danske Videnskabernes Selskab 1932. 
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Daher ist tatsichlich jedes y Linearkombination von endlich vielen e¢’*; 
also kann man die y" ersetzen durch abzihlbar viele e’»‘. Da (nach a)) 
jedes e‘’n', das einen von Null verschiedenen Entwicklungskoeffizienten /,, 
ergibt, Eigenelement mit von Null verschiedenem Eigenwert ist, folgt die 
Behauptung e); zugleich kann /, = f, gesetzt werden. 

f) Nach d) gilt jetzt fiir alle w = Fu: 


w= 2 ha(% vy"): vs y” (t) = efrnt. 
Wegen | y"(s)| < 1 und 
2 \fa| us v1 S VE |fP VX | (u, vy)? S lflie| 
konvergiert die Reihe “ fi, (u, py") p"(s) gleichmaBig fiir alle s. Also gilt 





insbesondere im Sinne gewohnlicher Konvergenz 
w(0) = Lfa(u, y")- y" (0) = Vfn(u, y")- 


Fiir u(t) = f(—¢) wird 





a7 


Tr —— a 
w(0) = lim af i(— 9) F— Hat = lim pF [POF Oat = 


und (u, y") = f,. Also 
(f, f) — | fn. 


Damit ist der Fundamentalsatz vollstindig bewiesen. 


§ 4. 
Zur Struktur nichtseparabler Riume"). 

In diesem Paragraphen bedeutet 8 eine Menge von Elementen, fiir 
die die Axiome I, II, IV und V (8.342) gelten; man beachte, daB im 
Gegensatz zu §2 und §3 der zugrunde gelegte Raum % vollstindig ist. 

Definition 5. Eine Teilmenge S von 8 heiBt ein vollstindiges, 
normiertes Orthogonalsystem von 8%, wenn alle Elemente aus S die 
Linge 1 haben, paarweise orthogonal sind und © ganz % aufspannt, d. h. 
jedes Element aus $ durch eine endliche Linearkombination aus S be- 
liebig genau approximiert werden kann. 

Satz 7. a) In jedem Raum & gibt es ein vollstindiges, normiertes 
Orthogonalsystem. b) Alle vollstindiyen, normierten Orthogonalsysteme von B 
besitzt dieselbe Méchtigkert. 





4) Nachtraglicher Zusatz vom 15. Marz 1934. Aquivalente Satze zu den hier 
gegebenen hat unabhangig Herr O. Teichmiiller gefunden. 


23* 
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Beweis. a) Man denke sich eine Wohlordnung von 8 vorgelegt. 
Es sei z irgendein Element aus dieser Wohlordnung. Die Vorginger von z 
mégen zusammen die abgeschlossene, lineare Teilmannigfaltigkeit M, auf- 
spannen. Nach Satz 1 werde z = z +2” gesetzt, wo 2” in M, liegt und 
z’ darauf orthogonal steht. Nun ersetze man z durch z’. Offenbar stehen 
die z’ paarweise aufeinander orthogonal. Um zu zeigen, daB die Menge GS’ 
aller z’ ganz 8 aufspannt, verwende man transfinite Induktion. Wir zeigen 
zunaichst durch Induktion nach z, daB die Menge GS; aller z’, welche zu 
Vorgingern z eines z gehéren, den Raum WM, aufspannt. Es sei z irgend- 
ein Vorginger von z und z= z+ 2”. Dann liegt 2” in M, und kann 
nach Induktionsannahme beliebig genau durch eine Linearkombination 
von Elementen aus S, approximiert werden, also auch z durch eine solche 
aus S;. Also spannt GS, wirklich den Raum M, auf. Ist nun z ein be- 
liebiges Element aus der Wohlordnung von $ und wird wie oben z = =’ + 2” 
gesetzt, so liegt 2” in M, und z’ in S;,, also z in S’. Da M, von GS, 
also auch von GS’ aufgespannt wird, laBt sich tatsichlich z durch Linear- 
kombinationen von GS’ beliebig genau approximieren. LaSt man in C’ 
die verschwindenden Elemente fort und normiert die iibrigen, so erhilt 
man ein System S von der verlangten Form. 

b) Es seien S und T zwei vollstindige, normierte Orthogonalsysteme. 
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit mégen beide aus unendlich vielen 
Elementen bestehen. Zu jedem z aus S suche man sich diejenigen y aus T, 
die auf z nicht orthogonal stehen. Das ist mindestens eines, héchstens 
sind es abzaihlbar viele. Die Menge der nicht orthogonalen Paare z, y 
ist demnach nach einem bekannten Satz mit der Menge S aller z gleich- 
michtig. Ebenso ist die Menge dieser Paare z,y mit T gleichmachtig. 
Daraus folgt Behauptung b). 

Auf Grund von Satz 7 zeigt man unmittelbar, daB jeder Raum 8 
isomorph ist einem Raum von Vektoren mit transfinit vielen Kompo- 
nenten; jeder dieser Vektoren besitzt aber nur abzahlbar viele, von Null 
verschiedene Komponenten und diese sind komplexe Zahlen mit kon- 
vergenter Summe der Betragquadrate. Genau wie im Falle des Hilbert- 
schen Raumes bezieht sich die Isomorphie auf lineare Kombination und 
inneres Produkt. 


(Eingegangen am 9. 1. 1934.) 
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Einleitung. 


Beim Delaunayschen Problem handelt es sich darum, innerhalb 
geeigneter Kurvenklassen und bei passenden Randbedingungen Kurven 
der konstanten Kriimmung 1 — oder auch der beschrinkten Kriimmung 
<= 1-— wz finden, die extreme Bogenlinge besitzen. 

Das Problem ist schon Gegenstand zahlreicher Untersuchungen 
gewesen, iiber die Herr Carathéodory') neuerdings ein ausfiihrliches Ver- 
zeichnis gegeben hat. Daher sind die Resultate der vorliegenden Arbeit 
zum Teil nicht neu. Wir haben vielmehr gerade Wert darauf gelegt, die 
schon von WeierstraB und H. A. Schwarz aufgestellten Extremalen des 
Problems erneut mit Hilfe der kanonischen Differentialgleichungen her- 
zuleiten, da diese fiir den Zweck besonders vorteilhaft erscheinen. Durch 
die Einfiihrung der kanonischen Koordinaten gelingt es nimlich, dem 


1) C. Carathéodory, Untersuchungen iiber das Delaunaysche Problem. Abhandl. 
a. d. Mathemat. Seminar d. Hamburger Universitat 8 (1930). 
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Problem als einem bewegungsinvarianten gerecht zu werden und die all- 
gemeine Lésung zu finden (§ 3), ohne vorher das Koordinatensystem 
spezialisieren zu miissen*), wozu sowohl WeierstraB als H. A. Schwarz 
gezwungen waren. Der Grund liegt darin, daB die Hamiltonsche Funktion 
invariant ist und die kanonischen Koordinaten sich wie Richtungen trans- 
formieren, wahrend ein Teil der Multiplikatoren (nimlich, mit der Be- 
zeichnung von §2, mu, und y,), die in die Euler-Lagrangeschen Differential- 
gleichungen — nicht aber in die kanonischen Differentialgleichungen — 
eingehen, bei der Transformation ein ziemlich kompliziertes Verhalten zeigt. 

Dariiber hinaus haben wir das Variationsproblem nach der Seite der not- 
wendigen Bedingungen vollstandig erértert, insbesondere die ,,gestiickelten“ *) 
Extremalen aufgestellt (§6 bis8) und den Beweis gefiihrt (§12), daB 
innerhalb der allgemeinsten in Betracht kommenden Funktionenklassen 
auBer den WeierstraBschen und den gestiickelten Extremalen keine 
weiteren Lésungen existieren. In der Beweisfiihrung scheint der H. A. 
Schwarzsche Kunstgriff unentbehrlich, der das Delaunaysche Problem als 
isoperimetrisches Problem auf der Kugel erklirt. Er spielt auch sonst 
eine Rolle, wo es sich um eine Untersuchung der anschaulichen Eigen- 
schaften der Weierstra8schen Extremalen handelt (§4 und §9). 

Als Nebenprodukt ergeben sich fiir das Problem mit variabler End- 
tangente (§11) fast von selbst auch die hinreichenden Bedingungen. Was 
das Problem mit fester Endtangente betrifft, so bleiben nach dieser Seite 
noch einige Fragen, die wir im Rahmen allgemeinerer Ausfiihrungen iiber 
Felder von Extremalen héherer Klasse als Null zu beantworten hoffen. 


§ 1. 
Formulierung des Problems. 

Es handle sich zunichst immer um das Delaunaysche Problem in 
seiner urspriinglichen Fassung, welches verlangt, unter allen einer geeigneten 
Klasse angehérigen Kurven der konstanten Kriimmung 1 diejenigen zu 
finden, die extreme Bogenlange besitzen, wenn die Endpunkte bestimmten 
Randbedingungen unterworfen sind. 

Indem wir Parameterdarstellung benutzen, besagt dies: Gesucht sind 
Funktionentripel 

xX; = X; (t) ( = 1,2, 3) (t, s t Ss ts), 


%) Eine Tatsache, auf die mich Herr Carathéodory aufmerksam gemacht hat, 
dem ich an dieser Stelle fir die mir bei vorliegender Arbeit (besonders auch bei 
Abfassung der § 2 und 3) zuteil gewordenen zahlreichen Anregungen und Rat- 
schlage meinen herzlichsten Dank aussprechen méchte. 

5) ,,Gestiickelte“ Extremalen sind die gewdhnlich als ,,gebrochene“‘ Extremalen 
bezeichneten. Die Benennung erklart sich auf 8. 372. 














Delaunaysches Problem. 
die das Integral 





t 
y=| Vite 4 Mae 
th 
zu einem Extremum machen unter der Nebenbedingung 


Giion) * yrtoe) * om) 
(:1)2= 4tV xo. X94 X2 Ot Vxt+ XP+ X3 TESTES? a 
X}+ X34 X? 

Um die zulassigen Funktionenklassen kiimmern wir uns vorlaufig 
nicht, sondern sehen alle Stetigkeitsvoraussetzungen, die wir brauchen, 
als erfiillt an. Insbesondere soll auf den betrachteten Kurven der Para- 
meter so gewahit werden kénnen, da8 stets 


VX?+%2+X3>0 











ist. 
Die Randbedingungen werden am Ende dieses Paragraphen erdrtert. 
Wir fiihren jetzt drei weitere Variablen z; ein, so daS auf den be- 
trachteten Kurven die Funktionen 2; = 2;(¢) nicht saimtlich verschwinden 
und die folgenden Differentialgleichungen erfiillen: 
(1; 2) Xj 2441 — Xi41% = 0 ((=1,2,3, ++3 =1%) 
und 
(1; 3) %,%, + 2%, + 2,2, = 0. 
Unter den Differentialgleichungen (1; 2) ist aber mindestens eine (und 
zwar, wenn 2; + 0 ist, X;41%43— > ey Fe = 0), die als Folge der 
beiden anderen erscheint, so daB es geniigt, diese beiden als Neben- 
bedingungen hinzuzufiigen. 


Aus (1; 3) folgt 
(1; 4) a + a + 23 = a® = const (a + 0) 
und aus (1; 2) und (1; 4) 
(1; 5) @ «+ celle. 
VX} + 434+ X3 


Die neu eingefiihrten Variablen kénnen somit im wesentlichen als Kom- 
ponenten des Tangentenvektors der Kurve X;, = X;(t) aufgefaBt werden. 
Mit Hilfe dieser Variablen erscheint dann die Gleichung (1; 1) in 
der folgenden Form: 
(1; 6) a} + a3 + a2 = a® (X}+ X} + X}). 
Zusammenfassend hat man es also mit einem Problem zu tun, das 
durch das Integral 





y=) Vite ane at (,<tst,) 
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und, wenn etwa auf dem betrachteten Bogen 2, +0 ist, durch die 
Nebenbedingungen 

(1; 7) % = X, 2, — X,x, = 0, 

(1; 8) a= X,% —X,2, = 0, 

(1; 9) 9s = ©, 2, + Dy hy + Byes = 0, 

(1; 10) g. = @ (X} + X3 + X}) — (i + a3 + ah) = 0 
charakterisiert ist. Dabei ist die Matrix |g, x, 9.z,| viel : ie ) 


offenbar vom Rang vier. 

Als Randbedingungen werden wir zunichst die X,(t), sowie die 2; (t) 
fir t= ¢t, und ¢t =¢, festhalten. Geometrisch bedeutet dies, daB wir 
lauter solche Kurven miteinander vergleichen, die von ein und dem- 
selben Linienelement (Punkt und Richtung) ausgehen und alle in ein 
und demselben Linienelement enden. 

Spiater (§ 11) wollen wir dazu iibergehen, die 2z,(¢) fiir ¢ = t,, also 
die Tangente am Ende, — und schlieBlich noch fiir ¢ =¢,, also die 
Tangente am Anfang, zu variieren. 


§ 2. 
Aufsteliung der Hamiltonschen Funktion und der kanonischen 
Differentialgleichungen. 

Als Lésungen des Problems kommen zuniichst die Eztremalen in 
Betracht. Die Extremalen (im spezifischen Sinn) werden iiblicherweise 
als solche Lésungen der Euler-Lagrangeschen oder — bequemer — der 
kanonischen Differentialgleichungen definiert, auf denen die Funktionen 
X; (t), z;(t) zweimal stetig differenzierbar sind, und auf denen es stetig 
differenzierbare, nicht simtlich identisch verschwindende ,,Multiplikatoren‘‘ 
My = const, y(t), p(t), w(t), A(t) 
gibt *). 

Wir bilden zunichst mit Hilfe der Multiplikatoren die Lagrangesche 
Funktion: 


M=yn, yx? +- ¢ + x} + Wy (X,2,— X, 2,) + Ps (X;2, —X, z3) 
+ pe, Sy + diy + aryg) + 2 (a(X} + X34 XP) — (43 + 4B + 29) 
und die kanonischen Koordinaten: 
Y, = Mi, = », 2 — fly % + AX, 0°, 





(2; 1) Y, = Mi,=m 2+m% +4X,a%, 
Y, = Mi, = % = — fy Xy + yt, +4 X, a’, 


*) Vgl. G. A. Bliss, The problem of Lagrange in the calculus of variations. 
Amer. Journ. of Mathem. 52 (1930), bes. S. 684f. 
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= M., = m2, —44,, 
(2; 2) 9, = Mz, = pa, — ii, 

y; = Mi, = 1a, — Ae, 
Um jetzt die Hamiltonsche Funktion zu berechnen, multiplizieren wir die 
Gleichungen (2; 1) bzw. mit 2,, z,, Z,, addieren und erhalten, indem wir 
(1; 5) beachten, 


(2; 3) Y,2,+ Y,2,+ Y,2,-—,¢=Ad’ VX?+ X34}. 


Dann multiplizieren wir die Gleichungen (2; 2) bzw. mit z,, z,, z,, addieren 
und erhalten wegen (1; 3) 





(2; 4) Y; D+ Yo Uy + Ys 2p = (zi + 2} + 23) = ws. 
Endlich quadrieren wir die Gleichungen (2; 2), addieren und erhalten 
(255) yf? +yh + yd = (ef + af + 23) + (XP + XP + X}). 
Indem wir die Gleichungen (2; 3), (2; 4), (2; 5) kombinieren, kommt 
(Y,2,+ Y,2, + Y,2,; — ap,)? 

— a? (xt + af + a3) (y? + yd + y3) — (yr 2, 4 Yo% + Y3%s)*} = 0. 
Bezeichnen wir die linke Seite dieser Gleichung mit 2H, so kann man 
H = H(X;,, Y,, %, y,;) als Hamiltonsche Funktion auffassen. 


Wir fiihren noch einige neue Bezeichnungen ein (des Zusammenhanges 
halber auch solche, die erst etwas spiter zur Verwendung kommen): 





(2; 6) A= Tj 2; ; (2; 8) B= Ziyi; (2; 10) C= Yi Yas 
(2;7) w= Y,2;; (2;9) v= Yim; (2:11) 0= Y,Y,=F 
und erhalten daher: 
(2; 12) 2H = (u—ayp,)'— a? (AC — BY) = 0. | 





Aus der Hamiltonschen Funktion berechnen wir die kanonischen Diffe- 
rentialgleichungen: 


(2;13) X= Hy, = »(u—ap,)%, 
(2;14) 4% = vH,, = »(B,,—A,)a’, 
(2;15) Y¥,;= —»Hy, =0, 
, x 
(2;16) y= —vH,, = — >| (w _ ay,)(¥, -- * uy) — 2,(AC — B’) 


~ a'(C.,— By) 
Hierin kann man nachtriglich ¢ = 1 setzen, also auch 


(2; 17) @®@mA=%,7%,=1 
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und wegen (1; 5) 


x; 
(2; 18) {=> : =. 
Vx} + X} + X} 
Die Funktion v = »(¢) dient zur Festlegung des Parameters; wir wollen 
vy so wahlen, daB der Parameter gleich der Bogenlinge wird: 
(2; 19) X}+ X}+ X} = 2} + 23+ 2} =1, 
also aus (2; 13) 


1 
u— Ho 


und wegen (2; 3) 
(2; 20) u— pw, =A. 
Das hat auch noch einen Sinn, wenn A verschwindet. Man hat namlich 
nach (2; 4) 
(2; 21) B= 2y4;,= 4 
und nach (2; 5) wegen (2; 17) 

C= y¥y%= +2, 
also folgt, wahrend (2; 14) auf die Trivialitét 2; = 2, fiihrt, wegen der 
Definitionsgleichungen (2; 2) der y; aus (2; 16) 

ea — Aa, — Ax; = 2A a; — (Yi — ym). 

Das vereinfacht sich noch zu 


(2; 22) — Ad, — Aa, = 24.2, —(¥; — wy), 
da 
(2; 23) p= 0, 


wie man sieht, wenn man die drei Gleichungen (2; 22) beziehungsweise 
mit z, multipliziert. 

In (2; 22) kann man zur Grenze A +0 iibergehen. 

Verlangen wir insbesondere A=0. Man hat dann 
(2; 24) ho % = Y,. 
Im allgemeinen sind das die Gleichungen einer Geraden; eine Gerade 
kann aber nicht Lésung unseres Problems sein, wie wir es in §1 gefaBt 
haben (vgl. dagegen aber § 10). Denn auf einer Geraden ist (1; 10) nicht 
erfiillt; sie hat ja nicht die konstante Kriimmung 1, sondern 0. 

Soll aber (2; 24) keine Gerade darstellen, so mu8 sein: 

Mo = 0; Y; = 0. 
Aus (2; 1) folgt dann sofort 
, = Hy = 9. 

Es verschwindet aber dann auch die Konstante u. Das erkennt man, 
indem man die am Ende von §1 aufgestellten Randbedingungen einer 
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niheren Betrachtung unterzieht. Wir haben da verlangt, daB die X;,(t) 
und 2;,(¢) fiir t= ¢t, und ¢ = ¢, festgehalten werden. Nun ist es aber 
tiberfliissig, alle z,;(t) auch noch fiir ¢ = ¢, eigens festzuhalten, denn wenn 
zwei von ihnen festgehalten werden, so ist das dritte wegen (1; 5) auch 
schon fest. Es miiBte also das Extremum auch bestehen, wenn man 
az, (t,) variabel lieBe. Dann aber mu8 die entsprechende Transversalitits- 
bedingung erfiillt sem, d.h. es mu8 die z, entsprechende kanonische 
Koordinate y, fiir ¢ = ¢, verschwinden. Man hat also noch die Be- 
dingung: 

(2; 25) Ys (tg) = way (t,) — A (ty) 2 (t) = 0. 

Da z, + 0 ist, mu fiir 4=0, uw und damit alle Multiplikatoren identisch 
verschwinden. Man hat also nach der Definition auf 8.360 auf jeder 
Extremalen 4 +0 und kann die kanonischen Differentialgleichungen in 
der folgenden Form benutzen: 


(2; 26) X,;= Zi, 
I ty ne A= 
(2; 27) i, = = (Ba, — Ay) ee 
(2; 28) Y;=0, 
(2; 29) ie = — (Yi — Mom) + HA + 4 (Cx, — Byd. 


Die Singularitaten fiir A = 0 erkliren sich daraus, daB, wie man leicht 
nachpriift, fiir A = 0 (und nur fiir 4 = 0) die Legendte-Bedingung nicht 
mehr erfiillt ist. 

Aus dem System der Differentialgleichungen (2; 26 bis 2; 29) ist iibrigens, 
wie schon in der Einleitung bemerkt, auf den ersten Blick festzustellen, 
daB die kanonischen Koordinaten sich wie Richtungen transformieren, 
d. h. daB bei orthogonaler Transformation 

Xi = a; X, FO Dy = Oy By Oy Or = Oy 
die transformierten Differentialgleichungen durch 
Yi = a5 V3 yi = Mis Ys 
erfillt werden; denn A, B,C und A (ebenso wie u, v, w) bleiben dabei 
invariant. Die Hamiltonsche Funktion ist daher selbst eine Invariante, 
und desgleichen wird die Integration in §3 zu invarianten Ergebnissen 
fiihren, die man dann nachtriglich nach Bedarf spezialisieren kann. 


§ 3. 
Integration der kanonischen Differentialgleichungen. 


Wir fihren einige HilfsgréBen ein, die sich offenbar auch wie 
Richtungen transformieren: 














364 J. v. Schwarz. 
(3; 1) ; Pi = V+i Yi+o— Vi+e Yi+w 
(3; 2) Gi = Y+1 Visa— Wea Vien ‘ap tet | 
(3; 3) t= Your Giana — Vera ins i+3=% 
Man erhalt mit Benutzung der (2; 26 — 29) 
Ps = 4, : ; 

(3; 4) Py = AB 4 2% 41 — M41 Ts 49)s 
(3; 5) = Yo4 1 Xena — Vina Xia 
Nack (3; 3) und (2; 26) ist daher 

Pi = Yee2%e40— ) rey ren 
(3; 6) Pi = Vent Xena — Yer a X41. 4+ Cy 
wobei die C, Integrationskonstanten bedeuten. Hieraus folgt wegen (2; 28) 
(3; 7) Y,p; = ¢,C; = h, = const. 
Aus der Definition von q,, 7; erhailt man daneben 
(3; 8) Y.q,=90; Yir,=0 


und durch zyklische Vertauschung von Y,, z,, y,; die sechs weiteren Be- 
ziehungen. 
Xp, = 0, 149; = h, 
3;9 
¥iPi = 9, ( ¥i% = 9, 
Weiter bestehen die folgenden Formeln: 
(3; 11) pit+pi+pi = (2; 2) (ys y)—(% ys)? = AC— B= (u—p,)? = 2," 
(3; 12) gi+q@i+q3 =(y: ys) (Y:¥)—(y: Yi)? = Cw’, 
rit nit ri =(¥,Y,)( 2, 2)—(Y; 2° = wA—w’. 
(3; 13) PGs = Yilys( 2s ys) — 2 (y,; y)] = 0 B—ul, 
(3; 14) U7: = U%LYi( 9, ¥)— yi: (¥,Y,))] = uv — Bu, 
(3; 15) rp, = y¥:[u(Y;2;) — Y¥,( 2, 2] = Bu—vA. 
Wir nehmen jetzt den Fall k* = Y, Y; = 0 vorweg. 
Dann folgt aus (3; 6) 


x7, = 0, 


(3; 10) ger: = hy. 


M=C,; 
und aus (3; 4) 
(3; 16) A(2i4a%41— Mei F409) = Cy. 
Da gemaB (2;7) w=0 wird, hat man 4 = u—yp, = —m, und 


wegen (3;16) C?+ C?+C} =n}. yw, kann dabei nicht verschwinden, 
weil sonst 4=0 wire. Die Gleichungen (3; 16) stellen also Kreise vom 
Radius 1 dar. 

Sei jetzt k* + 0, und zwar, wie wir annehmen kénnen, k > 0. 

Wir wollen den Fall vorwegnehmen, da8B noch Ah, = 0 ist. Man hat 
dann nach (3; 7) und (3; 4) 
(3; 17) Y, (2 42% 41 — 241% 42) = 9, 
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d. h. aber, daB die Binormalen der Extremalen alle auf einer und derselben 
Richtung senkrecht stehen; dann ist aus den Frenetformeln der Diffe- 
rentialgeometrie bekannt, da8 die Extremale eine ebene Kurve ist. Da 
sie die konstante Kriimmung 1 haben muB8, kann es sich nur um einen 
Kreis vom Radius 1 handeln. — Man sieht also schon hieraus, daB auf 
einem Kreis die kanonischen Koordinaten in ganz verschiedenartiger 
Weise gewahit werden kénnen, nimlich so, daB k* = 0, und so, dab 
k* + 0 wird Diese Dinge werden im §5 naher untersucht werden. 

Um im allgemeinen Falle k > 0 zu integrieren (h, = 0 braucht aber 
durchaus nicht ausgeschlossen zu werden), berechnen wir die Ausdriicke 
Pita Vita—Pi+e Yios = ys (V5 2) — a (Ysy,) = yeu — av. 

Wegen (2; 23) hat man 
Pit Vi+a— Mira Vig, = u(Ay, — Ba) + u(u— p,) %. 
Man quadriert, addiert und erhalt links 


(3; 18) ,3 (pi+1 Yixa — Pere Yess)? = (pips) (Yi Ys) — (p. Ys? 


= (u — Hy)?  — hi, 
rechts 


(8519) F (wy — Bay) + ie(u— wy)a = (AC — BY + iu — 
= u¥(u— p,)* + (u— pw)’. 


Durch Gleichsetzung von (3; 18) und (3; 19) ergibt sich die WeierstraBsche 
Differentialgleichung 





(3; 20 (una) ($8) = (u— na (B= WY) — 1 











in invarianter Form. 


Hieraus ist mittels Quadratur w als elliptische Funktion zu entnehmen, 
die sich fiir h, = 0 besonders vereinfacht. Die Bestimmung der Koordinaten 
X;, %, Ys, y; aus den Formeln von 8. 364 bietet dann keine prinzipiellen 
Schwierigkeiten mehr (man wird allerdings teilweise praktischere Wege 
einschlagen kénnen; vgl. 8. 369). Fir h,=0 erhalt man, wie wir 
schon wissen, die Kreise (k + 0). Die anderen Lésungen bezeichnen wir 
als WeierstraBsche Extremalen. 

A = u—yp, = 0 kann nur fiir 4, = 0 vorkommen. Auf den Weier- 
straBschen Extremalen kann man daher immer 


verlangen. 
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§ 4. 
Diskussion der Weierstra8schen Differentialgleichung. 
Es handle sich in diesem Paragraphen immer nur um WeierstraSsche 
Extremalen (h, +0, 2>0). Wir dividieren die Differentialgleichung 
(3; 20) durch &* und erhalten 


(4; 1) e—y (F) =a —e) —#, 
wobei 
“m1, Moh, 
=O %4+G%+2,=6 (f+e3+02 =1) 
gesetzt wurde. Da k > 0 vorausgesetzt wurde (S. 364), folgt aus A > 0 
¢—l>0 


and hat / dasselbe Vorzeichen wie ,,. 








/ 
b-F / geted Nios bh 457 


~t<l<0 et 
Fig. 1. 
Reelle Lésungen der Differentialgleichung (4; 1) haben wir nur fiir 
solche ¢-Intervalle, auf denen 


5s ¢—I(1—¢)—# D0 
ist. 
Um diese Intervalle zu untersuchen, diskutieren wir‘) 
w(t) = (1 —&)(¢—I? 


5) Vgl. Weierstra8, Werke III. Uber eine die Raumkurven konstanter 
Kriimmung betreffende von Delaunay herriihrende Aufgabe der Variationsrechnung. 
8. 215—217. 
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als Funktion von ¢ mit dem Parameter /, der alle Werte von + co 
bis — so durchlaufen kann, wobei wir uns fiir einen Augenblick um die 
Bedingung ¢—!1 > 0 nicht kiimmern. 

Wegen 

w (2,1) = w(—¢, —)) 

kénnen wir uns auf die Diskussion fir 1 >0 beschranken (Fig. 1 zeigt 
die Kurven | > 0 stark, die Kurven | <0 schwach ausgezogen). 

w(¢,l) hat einfache Nullstellen fir ¢= +1 und ¢= —1, eine 
doppelte fir ¢=—1. In ¢ =1 ist zudem ein Minimum oder Maximum 
vorhanden, je nachdem ob !< 1 oder 1 > 1 ist. Ist 1 = 1, so haben 
wir weder ein Maximum noch ein Minimum, sondern einen Wendepunkt 
mit dreifacher Nullstelle. 

Weitere Extrema liegen an den Stellen. 


pe Tt VBEE peg _t- VOR 
eo : 


4 
c* ist immer gréBer, ¢** immer kleiner als Null. ¢(* geht von is 
nach + oo, wenn | von 0 nach + oo riickt, (** von _'s nach 0. In ¢* 


4 
wird ein Maximum oder Minimum angenommen, je nachdem / < 1 oder 
l> 1 ist. In ¢** wird ein Maximum angenommen. 





/ \ -1? 
/ \ @ =(1-CE Z 
a \ I~ >0,6-1>0 














Um jetzt die Intervalle zu finden, in denen 
(¢—Ip(l— %) -# SO 


ist, bringt man die Kurven w (¢, 1) mit den Geraden w = h* zum Schnitt. 
Dabei geniigt es offenbar, diejenigen Teile der Kurven  (¢, 1) zu betrachten, 
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368 
die im Intervall (—1< ¢< +1) definiert sind. Wollte man jedoch 
alle so ausgeschnittenen Kurvensegmente auf ihre Schnittpunkte mit 
« = h*® untersuchen, so wiirden sich sehr groBe Unzutraglichkeiten ergeben. 

Wir haben jetzt aber noch unsere Bedingung ¢—!/>0 zur Ver- 
fiigung, mit deren Hilfe es wirklich gelingt, eine geeignete Auslese zu 
treffen (Fig. 2). Durch diese Auslese wird namlich erreicht, da8 fiir 
jedes Wertepaar (/, h?) héchstens zwei Schnittpunkte ¢,,¢, vorkommen, 
fiir die gilt: 

(¢,—Ip(yl—c?) —# =0; @,—)?(1— o)—v=9, 

also héchstens ein Intervall (¢, = ¢=<¢,), wo ((—lP (1— @) —#V SO 
ist. Solche Schnittpunkte gibt es dann und nur dann, wenn I, h?® 
dem Bereich 
(4; 2) l<1; 0<¥P=SPQ) 


entnommen sind, wobei h* (I) durch 


M)=(1—)(C—)*; 1—-20+01=0; ~—1>0 
definiert ist. 
Zusammenfallende Schnittpunkte £, = ¢,= ¢ haben wir dann und 
nur dann, wenn h? == h*(I) ist. 
Jetzt sieht man, daB jedem dem Bereich (4; 2) angehérigen Werte- 
paar (1, h®) in eineindeutiger Weise eine Funktion ¢(s, 1, h*) zugeordnet ist. 
Fiir A? = A’ (l) hat man 


(4; 3) & as F ax const we STIStT? err, 


in den iibrigen Fallen hat man zunichst 


(4; 4) 





=+]j va ese 
So 


und durch Umkehrung ¢ (s). 

Es ist aber auch einem jeden dem Bereich (4; 2) angehérigen Werte- 
paar (I, h*) eine und bis auf kongruente nur eine (WeierstraBsche) Extre- 
male zugeordnet und jeder Extremalen genau ein Wertepaar (I, h*). 

Das wird evident, wenn man die Extremalen tatsichlich aufstellt. 
Dabei wollen wir jetzt das Koordinatensystem spezialisieren. Man wahlt 
die ,,ausgezeichneten“ Koordinaten so, daB 


ce, =0,  =0, « = 1, 
C=, 


also 
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wird. Um die anderen ausgezeichneten Koordinaten 

a= %=7%, 

X,=8 Z,=H; X,=Z 
zu berechnen, fiihrt man praktischerweise sphdrische Koordinaten ein. 
Sei m die spharische Linge, # der Polabstand. Dann hat man 

E=sin@dcos gy, »=sn’dsing, € = cosd 
als Koordinaten des sphiarischen Tangentenbildes auf der Einheitskugel. 
Hieraus sieht man zunichst, da fiir die Lésungen (4; 3) # = 0 

gilt. Die sphiarischen Tangentenbilder dieser Extremalen sind also die 
Breitenkreise. Die Kxtremalen selbst sind daher Schraubenlinien von der 


Kriimmung | und mit der Steigung « = 3 — 8, wobei 


senate 
oth eke sh 

ist. Fiir ] + +1 hat man beliebig steile Schraubenlinien, fiir 1 = 0 

solche von 45°, fiir 1 = —1 solche von 30° Steigung, fiir 1+ —co 


endlich beliebig flache Schraubenlinien. 

Um die anderen WeierstraBschen Extremalen aufzustellen, benutzt 
man die bekannte Tatsache, daB das sphédrische Tangentenbild einer Kurve 
der konstanten Kriimmung 1 gleiche Bogenlinge hat wie die Kurve selbst. 
Es gilt also fiir die Bogenlinge s einer WeierstraBschen Extremalen 

ds = Vd# + sin? Od gq’. 


Aus (4; 4) erhalt man dann 
Na 


o= + 


Fo 





hdd 
sin @ Vsin? # (cos @ — 1)?—h?- 





Das Vorzeichen ist so zu wahlen, da8B g monoton wichst, also etwa + fiir 
di > 0, — fir d® <0. Die Kurve ¢(#) windet sich dann im positiven 
oder negativen Sinn um den Nordpol der Einheitskugel, je nachdem 
h > 0, oder h < 0 ist. 

g(#) ist nur in einem Streifen 0, < #8 <= O, definiert, wobei 
@, = cos £,; 9, = cos ¢, ist. Die Kurve wird durch die Beriihrungs- 
punkte mit den Breitenkreisen O, und O, in Zweige zerlegt, auf denen 
abwechselnd d#? > 0 und d# <0 ist und von denen immer zwei auf- 
einanderfolgende einander symmetrisch sind. 

Lést man nach @ auf, so ist #(¢) fiir alle Werte von » regular 
und periodisch mit der Periode p(l,h*). Man kann zeigen, daB (mit 
genauen Grenzen) fiir Werte /, A? aus dem Bereich (4; 2) 

a< pil, h*®)< 22 
gilt. 


Mathematische Annalen. 110. 








370 J. v. Schwarz. 





Jetzt kann man £ und 7 unmittelbar angeben und erhilt endlich die 
raumlichen Koordinaten. 





s 
£ = f{ sind cos pd # + sin’ O dg’, 
FF 





9 
(4; 5) H = { sin Osin g Vd # + sin? Odg’, 
Fo 





Sa 
Z= f cos # Vd # + sin’ Od g’. 
% 


Bei geeigneter Parameterwahl (etwa g als Parameter) gilt diese Dar- 
stellung natiirlich auch fiir die Schraubenlinien. 


§ 5. 
Die Klasse der Extremalen, 

Es handelt sich hierbei um die Frage, inwieweit zu einer bestimmten 
Extremalen eindeutig bestimmte kanonische Koordinaten gehéren. Be- 
stimmtheit der kanonischen Koordinaten wird man freilich nur mit der 
Einschrankung fordern kénnen, da8 sie bei festgelegtem Multiplikator yu, 
eindeutig bestimmt sein sollen. Denn falls auf einer Extremalen ver- 
schiedene yu, gewahlt werden kénnen — was meistens der Fall ist —, so 
gibt es nach den Definitionsgleichungen (2; 1—2) natiirlich mindestens 
entsprechend viele verschiedene kanonische Koordinaten. 

Wir beschaftigen uns zunichst wieder mit den WeierstraBschen 
Extremalen und gehen von dem Resultat des vorigen Paragraphen aus, 
wonach es suf jeder WeierstraBschen Extremalen ein eindeutig bestimmtes 
Wertepaar (I, h*) — und, wie man sogleich sieht, sogar (1, h) — gibt, wobei 
(5; 1) I=; hob, 

Man erhalt wesentlich verschiedene Ergebnisse, je nachdem | + 0 
oder | = 0 ist, d.h. je nachdem man nur immer yp, + 0 oder nur immer 
#, = 0 wahlen kann. 

Sei zunichst | + 0 (normale Extremalen). 

Dann sind nach (5; 1) bei festem y, auch k und h, eindeutig be- 
stimmt. Da auf den Extremalen ¢(s,1, h*) eindeutig bestimmt ist (vgl. 
8. 368 und 369), gilt dasselbe auch von 


u=k(=/Y,2,+ Y,2,+ Y,2, 


und von 


A=u—pm. 

















| 
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Jetzt ist aber zu erkennen, da8 die Y, eindeutig bestimmt sind. 
Denn gibe es neben Y,, Y,, Y, ein weiteres Tripel Y;, Y;, Y;, so daB 
(Y, a Y;) + (¥,— Y,)* + (Y; = Y;) + 0 
wire, so hatte man lings der ganzen Extremalen 
(Y, — ¥i)a, + (¥, — ¥:)2, + (¥;— Ys), = 0, 
d. h. das sphiarische Tangentenbild der Extremalen wire ein GroSkreis 
der Einheitskugel, die Extremale also keine WeierstraBsche, sondern ein 
Kreis. 

Kindeutig bestimmt sind gemaS (3; 4) und (3; 3) nun auch die p, 
und r;, wihrend die g; aus den drei Gleichungen (3; 12), (3; 8) und (3; 9) 
zu berechnen sind. Daf dies in eindeutiger Weise méglich ist, ist klar, 
wenn wir zeigen kénnen, daB die rechte Seite von (3; 12) eindeutig be- 
stimmt ist. Tatsichlich ist aber aus (2; 21) und (2; 23) 

(5; 2) B = uw = const 
eine Konstante, die durch die Transversalitatsbedingung (2; 25) festgelegt 
wird. Aus (2; 7), (2; 12) und (2; 23) folgen dann 

C= B+ (u—4,)*, 

v= Bu. 

Nun die p,, 9, 7; samtlich eindeutig bestimmt sind, erhalt man 
noch aus (3; 10) in eindeutiger Weise die y,. 

Die WeierstraBschen Extremalen / + 0 sind also, wenn wir den 
Carathéodoryschen Klassenbegriff*) gebrauchen, von der Klasse 0. 

Sei nun / = 0 (anomale Extremalen). 

Trotzdem damit uw, = 0 festgelegt ist, bleibt & jetzt unbestimmt, 
und dadurch kommt auch in alle anderen GréBen eine Unbestimmtheit 
hinein. Denn wenn zu der Extremalen die GréBen u, Y;, p,, Gi Te Yj 
gehéren, dann gehéren dazu auch, wie man aus dem Vorherigen sogleich 
erkennt, 


u’ = ku, 

Y,=kyY, 

p=kp; =k; g= hq, 
yi = hy; 


Man hat also insbesondere eine einparametrige Schar von kanonischen 
Koordinaten: diese Extremalen sind von der Klasse 1. 

Die Unbestimmtheit wird beseitigt, indem man k = y Y?+ Y} |- Y? 
= 1 setzt. Legt man bei den normalen WeierstraBschen Extremalen 





6) C. Carethéodory. Einteilung der Variationsprobleme von Lagrange nach 
Klassen. Comm. Math. Helvet. 5 (1933). 


24* 
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, = l und damit k = 1 fest, so ist sehr gut zu sehen, daB die anomalen 
WeierstraBschen Extremalen als Grenzkurven der normalen erscheinen. 

Eine noch gréBere Unbestimmtheit aber herrscht auf den Kreisen. 
Wahlt man zunachst k + 0, so sind die Y, nur durch die Beziehung (3; 17) 
beschrankt: 





Yi (@i 40% 41 — M41%42) = 0. 
Die Y, bilden also eine zweiparametrige Gesamtheit und sind nicht einmal 
dann festgelegt, wenr man etwa k = 1 annimmt. 

Wenn man aber die Y, festgelegt hat, so gilt das — bei festem 
ft, — auch schon von den y;. Denn dann sind sowohl A als B (letzteres 
wieder durch die Transversalitétsbedingung (2; 25)) eindeutig bestimmt — 
und man hat 
(5; 3) y, = Ba,— Ax, 


Endlich kann man auf den Kreisen auch noch k = 0 annehmen. Dann 
ist alles schon festgelegt: 

Y,=0, 4=-4p, 
und analog (5; 3) 

yi = Bay + wy %. 
Insgesamt bleibt es also bei einer zweiparametrigen Schar von kanonischen 
Koordinaten auf den Kreisen: die Kreise sind Extremalen von der Klasse 2. 

Auch sie kénnen als Grenzkurven von Extremalen niedrigerer Klasse 

aufgefaBt werden. Zum Beispiel wird man einen Kreis gewi8 durch 
beliebig flache Schraubenlinien approximieren kénnen. AbschlieBendes 
wird hieriiber aber erst zu sagen sein, wenn wir die gestiickelten Extre- 
malen untersucht haben (vgl. § 9). 


§ 6. 


Die gestiickelten Extremalen. 
Weierstra8sche E-Funktion und Allgemeines. 

Neben den bisher gefundenen Extremalen kommen als Lésungen des 
Problems solche Kurven in Betracht, die aus Stiicken dieser Extremalen 
so zusammengesetzt sind, daB sowohl die X, wie die z, stetig bleiben. 
Wir sprechen dann von den ,,gestiickelten Extremalen‘‘. Es handelt sich 
dabei um nichts anderes, als was man gewdhnlich ,,gebrochene“ oder 
»geknickte“ Extremalen zu nennen pflegt; diese Ausdriicke sind hier 
aber besser zu vermeiden, da tatsichlich im dreidimensionalen Raum 
der X, gar keine Knicke auftreten; sonst wiirden ja wegen (2; 18) die 
Koordinaten z; nicht stetig sein. — Entsprechend wollen wir statt von 
»Knickpunkten“ von ,,Stiickpunkten“ reden. 





— 


—- 
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Um die Stiickpunkte zu finden, berechnen wir die WeierstraBsche 
E-Funktion, was besonders bequem — und in invarianter Form — mit 
Hilfe der Hamiltonschen Funktion gelingt. 

Man hat bekanntlich’): 


E= Hy, (Y¥;-—Y,)+ Hy. (yi — ys) 


Dabei ist 
H' = H(z, Yj, yi) 
und geniigen Y;, y; und Y,, y, den bzw. Bedingungen H = 0 und H’ = 0. 
Man hat dann wegen (2; 12), (2; 13) und (2; 14) 
E = (w’ — u,)a,(¥i — ¥,) + (Ba, — Ay) (yi — ys) 
= + (u’ — py) (u’ — Ho) — (u" — fo) (U — Hp) 
+ (B° — AC’) — (BB — Ay y,) 
= — (u’ — wy) (u — 4) — (B’B— Ayiy)). 
Benutzt man jetzt die HilfsgréBen p,, so hat man wegen (3; 11) 
u! — po = Veit + ps + pss — wy = Vpi + pit pi 
— (BB — Ay. ys) = PiPi + PaPa + Pops 
aus den Definitionsgleichungen von p, selbst. 

Also ist 

E = —Vpi+ pit pi-Vpi? + pa? + ps? + Pri + Pa Pa + PoPs- 

Also ist E=0. Soweit EF < 0 ist, kann man jetzt ein notwendiges 
Kriterium fiir die Art des Extremums auf der betreffenden Extremalen 
angeben. Ist ~, > 0, so besteht die Vermutung fiir ein Maximum, ist 
ty <. 0, so besteht die Vermutung fiir ein Minimum. Fir yu, = 0 ist im 
allgemeinen weder ein Maximum noch ein Minimum vorhanden. 

E =0 haben wir nur, falls entweder 
(651) pit+pit+ps=0 oder (6:2) pi*+p,*+p,° = 0, 
oder oo ee 

; Pi: Ps > Ps = Pr : Pa: Ps 
erfiillt ist. 

Im letzteren Fall handelt es sich bloB um ordentliches Verschwinden 
der E-Funktion; denn aus (3; 4) findet man dann auch 

Ct et Ae 
und wegen (2; 18) und (1; 10), 
X,:X,: X10, 20,28, = Kp Xp: Kp ap say: xy. 
Fiir (6; 1) oder (6; 2) findet man aus (3; 4) dagegen nur A = 0 oder 
X’ = 0, wobei im allgemeinen 
Wy ig ty FH Ly 2 hy thy 

1) Vgl. C. Carathéodory, Methode der geoditischen Aquidistanten und das 

Problem von Lagrange. Acta Mathem. 47 (1926), S. 233. 
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sein wird. Es handelt sich dann aiso um auBerordentliches Verschwinden 
der E-Funktion. 

In jedem Stiickpunkt muB8 die #-Funktion auBerordentlich ver- 
schwinden, also entweder A = 0 oder 4’ = 0 sein. Aber das ist noch 
nicht hinreichend. Soll wirklich ein Punkt der Extremalen als Stiick- 
punkt benutzt werden kénnen, so mu8 dort sowohl A= 0 als auch 
2’ = 0 sein. Denn es miissen in dem Stiickpunkt noch die Erdmannschen 
Bedingungen erfiillt sein, die man so aussprechen kann, da8 nicht nur 
die Koordinaten X, und z; im Stiickpunkt stetig sein sollen: 


(6; 3) Xiv = Xio; Lig = Lies 

sondern auch noch die kanonischen Koordinaten 

(6; 4) Yio = Yio; Yio = Yio- 
Aus 


A= Y,%,—pm, A= Yjirz,-—p, 
folgt dann, da8 mit A im Stiickpunkt auch 4’ verschwindet, und um- 
gekehrt. Da A= 0, 4’ =0 aber nur auf Kreisen vorkommen kann, | 


sieht man jetzt: Die gestiickelten Extremalen sind ganz aus Kreisbégen 
zusammengesetzt. 


§ 7. 
Die gestiickelten Extremalen. Fortsetzung. 

Wir sahen in §5, daB die Kreise von der Klasse 2 sind. Je nach 
der Wahl der kanonischen Koordinaten auf ihnen, werden die Nullstellen 
von A also verschieden sein. Fiir eine bestimmte Wahl der kanonischen 
Koordinaten kénnen wir aber von vornherein sagen, daB A nirgends ver- 
schwindet. Namlich wenn k*? = Y? + Y¥}+ Y? = 0 ist, dann ist 
A = —y, und uw, + 0. Also kénnen wir jetzt immer k > 0 annehmen 
und nach den Nullstellen von 


(7; 1) A= {(—l=¢,2,+¢,2%,+¢,2,—l 
fragen, wobei 

a) Aad Gaps ta tte 
ist. 


Aus (6; 4) folgt jetzt 
Cc; = G. 
Man hat also auf der ganzen gestiickelten Extremalen einheitliche Kon- 
stanten c,; Aber auch / ist eine einheitliche Konstante. Denn aus 
(7; 3) Ay = ©, Xo + Cy Zyq + C2, —1 =0, 
Ay = Cy Dio + Cy Taq + Cy Xo —Vv=0 
folgt wegen (6;3) 1 =T. 








es 
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Ubrigens mu8 1, wenn eine Nullstelle von A méglich sein soll, dem 
Intervall — 1 <= /< +1 angehéren; denn wegen (7; 2) ist 
(¢, &, + Cy 2, + ¢, 2) S 1. 
Nun bestehen nach (3; 17) fiir die c, die folgenden Gleichungen, in 
denen die Klammerausdriicke offenbar lings des entsprechenden Kreis- 
bogens konstant sind: 


141.7% 











(ts ys dx tt) 0 

\ de ds ~ ds ds? sis 
a, (—322 ses itt itt) we 

(7; 4) \ de dst da ds? or 
Css aX", @ Xi", ) nhs 
"de de ~— de de? = 


Die Gleichungen (7; 4) besagen, da8 die Binormalen samtlicher zu- 
sammengestiickelter Kreisbégen auf einem und demselben Vektor c, senk- 
recht stehen. 

Man hat jetzt zwei Fille zu unterscheiden: 

1. Die Binormalen der Kreisbégen sind nicht alle einer und derselben 
Geraden parallel, d. h. die Kreisbégen liegen nicht alle in einer Ebene. 

Betrachten wir insbesondere die Binormalen zweier aufeinander- 
folgender Kreisbégen 6 und 6’, die nicht in einer Ebene liegen. Jedenfalls 
gibt es nur eine Richtung (und die ihr entgegengesetzte), auf der die 
beiden Binormalen senkrecht stehen. Nun aber stehen die beiden Bi- 
normalen gewi8 auf der gemeinsamen Tangente im Stiickpunkt senkrecht. 
Also hat man 
(7; 5) Lo = Bo = +O 
Jetzt ist aber leicht zu sehen, da8 alle Kreishégen dieselbe Tangente 
beriihren, und daB alle Stiickpunkte zusammenfallen. 

Dazu braucht man offenbar nur zu zeigen, da8 auch fiir den m-ten 
Stiickpunkt 
(7; 6) 2m” = +, 
gilt, wobei die Vorzeichen in (7; 5) und (7; 6) tibereinstimmend zu wihlen 
sind. 

Aus (7; 3) erhalt man namlich wegen (7; 5) 

A=+ (c+ +c?)—l=0, 
also 1 = + 1. 
Folglich kann im m-ten Stiickpunkt 
c, 2 +.¢,2,+ c 2, - 1 = 0 


nur dann bestehen, wenn zz, = + ¢, ist. 
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Im Fall 1. bestehen also die gestiickelten Extremalen e(y) aus einer 
beliebigen Anzahl von Kreisbigen um eine gemeinsame Tangente, die sie 
alle beriihren. 

Das Argument y soll dabei auf die von den Kreisen miteinander 
gebildeten Winkel hindeuten. e(z), das ganz in einer Ebene liegt, kann 
man, wenn man will, auch hinzurechnen. 

Immer besitzt fiir |/| = 1 wegen |c,z,+c¢,2,+0¢,2,|<1 A em- 
heitliches Vorzeichen, und zwar gilt A> 0 fir? = — 1. 

2. Die Binormalen sind alle einer und derselben Geraden parallel, 
d. h. die Kreisbigen liegen alle in einer Ebene. 

Der Einfachheit halber wollen wir wieder zu ausgezeichneten Koordi- 
naten iibergehen: 





wea vry 


= 


co, = 0, « =0, ¢ =1, t 
und die Kreisbégen in der X, X,-Ebene annehmen. 


Dann ist fiir jeden Kreis der Ebene X, X, bei vorgeschriebenem | 
A folgendermaBen definiert: 





A =z2,—l, 


oder (wenn man mit o die Bogenlinge des Kreises bezeichnet, die mar 
von dem Punkt mit der gréBten X,-Koordinate aus im positiven Sinne 
zahit): 


EE ET 


a=\o~ cos o — I, 
A, = — cos o — I, 


je nachdem, ob der Kreis im positiven oder negativen Sinn umlaufen 
wird. Es ist nimlich zu beachten, daB von zwei aneinander gestiickelten 
Kreisbégen stets der eine in dem einen, der andere im anderen Sinn 
umlaufen wird, daB also abwechselnd A = A, und A = A, zu wihlen ist. 

Setzt man | = cosa, so ist damit « im Intervall (0 < « < 2) ein- 
deutig bestimmt. Man hat dann 


A,=0 fir o=a und fir o= —a, 
A,=>0 fir —-esost+a, 
A,=0 fir o=a+a und fir ¢ = —a+z2, 
A,>0 fir -—-a+ausgostt+a+nz. 
Versucht man jetzt, irgendwelche Kreisbégen der X, X,-Ebene mit 
stetiger Tangente aneinanderzustiickeln, so sieht man, daS alle Stiick- 


punkte auf eine einzige Gerade zu liegen kommen, die parallel zur 
X,-Achse ist. Die Abstande der Stiickpunkte sind alle gleich und von 


der Lange 
(7; 7) d =2V1—P = 2sing. 








Sill on eat Deak ag, 
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Verlangt man, da8 A einheitliches Vorzeichen besitzt, also daB etwa 
A= 0 sei, so besteht die Extremale e (l) aus lauter gleich langen in den 
Stiickpunkten sich beriihrenden Kreisbégen von der Linge 2 «. 

Die einzelnen Kreisbégen sind wegen (7; 7) also von der Linge < z, 
=2, >a je nachdem i>0,1=0,1<0 ist (vgl. die stark aus- 
gezogenen Teile der Fig. 3a, b, c). 


A 
a P 











a) 


Fig. 3a. Fig. 3b. Fig. 3 
Die Extremalen e (1) und e (l) + x. 





” i 


Die allgemeinsten ebenen Extremalen e(l)+-x erhalt man aus den 
eben beschriebenen, indem man sich die vorkommenden Kreisbégen zu 
vollen Kreisen erginzt denkt, die dann ganz oder teilweise in die 
gestiickelten Extremalen einbezogen werden (dieser Méglichkeit tragen die 
gestrichelten Teile der Fig. 3a, b,c Rechnung). Hier kénnen wir uns 
iibrigens nicht auf ein einheitliches Vorzeichen von A beschranken. 


§ 8. 
Klasse der gestiickelten Extremalen. 

Auch auf die gestiickelten Extremalen ist der Klassenbegriff anwendbar. 
Betrachten wir zunichst solche gestiickelten Extremalen, auf denen / ein- 
deutig bestimmt ist. Es sind diejenigen Extremalen, welche nicht ganz 
in einer Ebene liegen, und diejenigen, welche mindestens zwei nicht zu- 
sammenfallende Stiickpunkte haben. 

Zunachst sind hier auch. die c, eindeutig bestimmt. 

(Bemerkung: Eine bloBe Alternative im Vorzeichen ist dabei fiir 
uns unbeachtlich; tatsichlich wird sie fiir 1 +0 bei festem mu, immer 
durch k > 0 beseitigt. Nur fiir 1 = 0 wiren noch besondere Vorkehrungen 
notig, z. B. miiBte man auf einem bestimmten Stiick der Kurve 4 > 0 
vorschreiben). 
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Jedenfalls ist 
f+ oto} = 1. 
Daneben hat man bei den nicht ganz in einer Ebene liegenden Extremalen 
zwei Bestimmungsgleichungen von der Form (7; 4). 

Bei den anderen hat man nur eine solche Bestimmungsgleichung, 
aus der, da die Kurve in der X, X,-Ebene liegen soll, c, = 0 folgt. Sei 
nun neben dem uns schon bekannten Tripel 
(8; 1) ¢,=0; « =0; g=i+!l 
noch ein anderes Tripel 

¢; = sint; c,=0; c; = cost 
vorhanden, so daB 
i (cj — e)* + (¢5 — ¢)* + (05 — 04)? + 0 
ist. 

Fiir den ersten Stiickpunkt mu8 man also haben 

sintz, + costz,—1=0, 

z,—l= 0, 

und von dem nichsten Stiickpunkt kommt hinzu 
— sint z, 4+- cost z,—1 = 0. 

Die drei Bedingungen kénnen nur erfillt werden, wenn sint = 0, 
also wenn cost = +1 ist. Damit kommen wir aber auf das Tripel 
(8; 1) zuriick. 

Fiir alle Extremalen mit eindeutig bestimmtem / sind also ¢,, ¢,, ¢, 
eindeutig bestimmt. Nun hat man 


(8; 2) L = fe. 
Ist 1 + 0, so ist damit bei festem «, & eindeutig bestimmt; eindeutig 
bestimmt sind also auch 

Y,=mke; Y,=ke,; Y, = ke, 
und desgleichen nach den Uberlegungen von §5 die y,. 

Diese Extremalen sind daher von der Klasse 0. 

Ist 1 = 0, so muB uw, = 0 sein. Dabei bleibt aber doch noch k 
beliebig. Man hat also bei festem yu, eine einparametrige Schar von 
kanonischen Koordinaten 

Yi=kY,; Y:=kY,; .Y: =kY,, 
und dementsprechend auch von y;, ys, y;- 

Diese Extremalen sind daher von der Klasse 1. 

Aber nicht fiir alle gestiickelten Extremalen ist 1 eindeutig bestimmt. 
Das erkennt man sofort, wenn man die gestiickelten Extremalen nicht 
wie bisher in ihrer Gesamterstreckung, sondern Teile von ihnen betrachtet, 
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die nur einen einzigen Stiickpunkt enthalten (der allerdings auch aus 
mehreren zusammenfallenden Stiickpunkten gebildet sein kann}. Denn 
hat man etwa zwei in einer Ebene liegende, einander beriihrende Kreis- 
bégen, von den bzw. Bogenlingen 6’ und 6”, so hat man noch sehr 
weitgehend freie Hand, zu welcher Extremalen man sie ergiinzen will. Ist 
b = Max (0’, 6”), 

so kénnen die beiden Kreisbégen als Teil irgendeiner Extremalen vom 
Typus e(l) angesehen werden, wenn 

2a>b6 
und 

1 = cos « 
ist, in jedem Fall aber als Teil einer Extremalen vom Typus e(l) + x, 
wobei | beliebig dem Intervall —1</< +1 entnommen sein kann. 

Fiir jedes feste u4, + 0 kann also / noch aus —1</< +1 beliebig 
gewahlt werden, also kann wegen (8; 2) k noch beliebig gewahlt werden. 
Wenn yu, = 0 ist, ist zwar eindeutig 1 = 0, kann aber doch k beliebig 
gewahlt werden. Es gibt also eine einparametrige Schar von kanonischen 
Koordinaten. Die Extremalen sind von der Klasse 1. 

Man sieht also, daB auf den gestiickelten Extremalen verschieden 
grobe Bégen ganz verschiedene Klassen haben kénnen (der Sprung von 
einer Klasse zur anderen vollzieht sich immer an einem Stiickpunkt). 

Und zwar hat man fiir die Typen e(l) und e(/) +x (ausgenommen 


fiir 1 = 0, 1 = — 1), sowie fiir spezielle Fille der e(y) Bogen von den 

Klassen 2,1 und 0; fiir e(J = 0) und e(] = —1) hat man Bogen von den 

Klassen 2 und 1; fiir e(y) im allgemeinen solche von den Klassen 2 und 0. 
§ 9. 


Die Hiufungskurven der Weierstra8schen Extremalen, 

Um die Zusammenhinge zwischen Weierstra8schen Extremalen, Kreisen 
und gestiickelten Extremalen aufzudecken, fragen wir nach den Hiufungs- 
kurven der WeierstraBschen Extremalen. 

Was die Beweismethode betrifft, ist es zweckmaéBig und geniigt es, 
nach den Hiufungskurven der sphdrischen Bilder der WeierstraBscheu 
Extremalen zu fragen. Denn zunachst muff das sphirische Bild der 
Haufungskurve Hiufungskurve der spharischen Bilder sein. Das folgt 
sofort aus einem — in viel gréBerer Allgemeinheit ausgesprochenen — 
Satz von Carathéodory®). Andererseits kann man natiirlich jede 
Haufungskurve von sphirischen Bildern — falls sie nicht in einen Punkt 
entartet — als sphiarisches Bild einer bestimmten Kurve der konstanten 


8) C. Carathéodory'), § 23. 
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Kriimmung | auffassen, die dann offenbar Haufungskurve der WeierstraB- 
schen Extremalen selbst sein muB. 

Es geniigt offenbar auch, nur solche WeierstraBsche Extremalen hin- 
zuzuziehen, die sich in ausgezeichneter Lage befinden. 

Die sphirischen Bilder dieser WeierstraBschen Extremalen, wie uns 
aus §4 bekannt, an den wir hier ankniipfen, werden durch 


$ 

¢ (8) = + | 

Io 

gegeben. Dabei ist 1< 1 und ist h >0 so angenommen, daB 9 reell 
bleibt. Bezeichnet man dann mit 


0<6,5°S90,<2 
das Intervall, auf dem (#) reell ist, so kann man auch 
h = sin@, (cosO, — !) = sin@, (cosO, — 1) 


hd@é 
sin @ J sin? # (cos 6 — 1)? — h® 

















und 
Sa 
dé 
yp (8) = + : sin 0 | 2 a 
(9; 1) ° sin? 8, (cos 8, — 1)? 
9 
dé 
sin? # (cos # — 1)? 
% —_e sin* @, (cos 6, —1)) ! 
setzen. 


Nehmen wir noch g (O,) = 0 an (bei den sphirischen Bildern der 
Schraubenlinien, fiir die 0, = 0, ist, ist das natiirlich nicht méglich, 
aber auch nicht nétig), so ist durch J, h oder auch — und das ist fiir 
den Zweck dieses § giinstiger — durch 1, 0, eine sphirische Kurve und 
daher (bis auf eine leicht zu normierende Parallelverschiebung) eine 
WeierstraGsche Extremale véllig bestimmt. In diesem Sinne ist es zu 
verstehen, wenn im folgenden von der WeierstraSschen Extremalen (/, 0,) 
die Rede sein wird. 

Da wir von dem Reweis, der sich iibrigens ohne die Theorie der 
elliptischen Funktionen durch elementare — aber etwas komplizierte — 
Abschitzungen von (9; 1) fiihren la8t, aus riumlichen Griinden absehen 
miissen, stellen wir im folgenden gleich die Resultate zusammen: 

Wir betrachten Folgen von WeierstraSschen Extremalen 


(i, 9,,), (1, 6,;), cog (,, On). eee 


i ae ot sins ae 
Oy rg «+> Or «+ +9, 


fiir die 
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also auch 


konvergiert. 

Ist dann 7= — oo und 89, beliebig (dann ist aber 6, = x —6,), 
so konvergieren die WeierstraBschen Extremalen gegen einen Kreis, der 
um den Winkel @, gegen die X,-Achse geneigt ist. 

Falls sonst 6, + 0 ist, so ist jede Hiufungskurve von WeierstraBschen 
Extremalen selbst eine WeierstraBsche Extremale. 

Wir nehmen daher von jetzt ab 0, = 0 an. 

Fir 7 = +1 (hier ist von selbst @, = 0) konvergiert die Folge 
gegen eine Gerade, parallel zur X,-Achse, also gegen eine Kurve, die 
nicht die konstante Kriimmung 1 besitzt. 

Fir —1<?2<-+1 bat man als Haufungskurven die gestiickelten 
Extremalen e (I), in ausgezeichneter Lage (vgl. 8. 377). Die Linge der 
einzelnen Kreisbégen ist 260,. 

Fir /< — 1 erhilt man als Haufungskurve einen Kreis einer Ebene, 
die zur X,-Achse parallel ist. 

Ist endlich = — 1, so erhalt man als Haiufungskurve eine gestiickelte 
Extremale e (y) (vgl. 8. 376), deren Kreisbégen eine zur X,-Achse parallele 
Gerade als gemeinsame Tangente beriihren. Nicht jede e(y) wird jedoch 
auf diese Weise zu approximieren sein, sondern nur solche, bei denen die 
Ebenen aufeinanderfolgender Kreisbégen denselben Winkel y miteinander 
bilden; denn jedenfalls miissen die Hiaufungskurven der WeierstraBschen 
Extremalen periodisch sein. Dagegen kann man tatsichlich fiir jeden 
vorgegebenen Winkel 0< y <2 eine — ja sogar beliebig viele — Zu- 
ordnungen von Reihen 


Ou, Pes, — = 1.28, 


en Se 
Ceca Gea +. % 
finden, so daB die zugehdrige periodische e (y) durch die Weierstra8schen 
Extremalen (i,, @,,) approximiert werden kann. Und zwar geht 


. i.—4-, 
yO fir lim —— =+0, 





n>o “in” “in—1 
L—l 
>a fir lim ."—~— rt = — 0, 
? n—> co 9,n—Fr1n-1 


Zusammenfassend erkennen wir, da8,die Haufungskurven von WeierstraBschen 
Extremalen, auBer fiir / = +1 (vgl. aber 8.384), immer Extremalen 
des Problems sind, WeierstraBsche Extremalen, volle Kreise, gestiickelte 
Extremalen. Andererseits sieht man, daB die meisten Arten von ge- 
stiickelten Extremalen durch WeierstraBsche approximiert werden kénnen. 
Eine Ausnahme machen nur die aperiodischen e (y) und diejenigen — 
wir kénnen sagen die ,,echten“ = e(l) +, die sich nicht auf e (I) zu- 
riickfiihren lassen. 
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§ 10. 
Das erweiterte Delaunaysche Problem. 


Von nun an wollen wir unseren Ausfiihrungen eine weitere Fassung 
des Delaunayschen Problems zugrunde legen, wie sie durch E. Schmidt °) 
dafiir iiblich geworden ist. 

Man betrachtet jetzt nicht nur Kurven der konstanten Kriimmung 1, 
sondern Kurven der beschrinkten Kriimmung <= 1. 

Es ist beachtlich, daB dieses auf den ersten Blick viel weiterreichende 
Problem sich mit nur ganz geringen Modifikationen unserer bisherigen 
analytischen Schreibweise anpaBt. 

Indem wir nimlich — unter x die Kriimmung verstanden — eine 
neue Koordinate x durch die Gleichung 





V)-arae 
*=Vl-aya+ade 

einfiihren, Kénnen wir das neue Problem entsprechend der Formulierung 
(auf S. 359 durch das Integral 


ta 
J={ VX}4+X34Xae 


th 








und die Nebenbedingungen 
G, = X,2z, — X,2, = 0, 
G, = X,2, — X,2, = 0, 
G, = 2,7,+%,%,+ 2,2, = 0, 
(10;1)  G@, = a (XP + XP + XSF) — (ei + a3 + af + 2°) = 0 
charakterisieren. 
Beziiglich der Randbedingungen kommt hinzu, daB z naturgemiB 


weder am Anfang noch am Ende festgehalten wird. 
Als Lagrangesche Funktion haben wir 


M = [ty ) x3 + X} + X3+ yn, (X, 2, — X, 2) + wy (X, 2, - X, 2) 
pe (ty Hy + my ty + ay) + 5 (a? (X} + AF + XP) — (G2 + af + 28+ #4), 





und die kanonischen Koordinaten andern sich nur insoweit, als eine siebente 
hinzukommt : 
(10; 2) y = M; = —Az. 

Jetzt kann man entsprechend wie friiher die Hamiltonsche Funktion 
berechnen, die unter Benutzung der Abkiirzungen (2; 6 — 2; 11) jetzt so 
aussieht : 

2H = (u —ayp,)* — a*[A(C + y’*) — B*] = 0. 


*) E. Schmidt, Uber das Extremum der Bogenlinge einer Raumkurve bei vor- 
geschricbenen Einschrankungen ihrer Kriimmung, Berl. Sitz.-Ber. 1925, 8. 485 —490. 
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Als kanonische Differentialgleichungen hat man, wobei schon a = | ge- 
setzt sei: 

xX, = v Hy, = v (u— wy) %, 

a, = vHy, = v(Ba— Ay), 


(10; 3) =vH,=—vy, 
Y,= — v Hx, = 9, 
(10; 4) % = — VH,, = — v[(u — Mo) (Yi — % Mo) — a (u — wy)? 
+((C+ y*}2;— By), 
(10; 5) y = — »H, =0. 


Wir nehmen wieder 
1 
v— Ho 


= 





»i 


wobei zuniachst A 40 sei. 


Aus (10; 5) hat man y = const. Jetzt mu8 man beachten, daB z 
fiir ¢, und ¢, nicht festgehalten wird, daB also die Transversalitits- 
bedingungen 

y (t,) = y(t.) = 0 
bestehen. 


Also ist y=0, daher auch ¢=0, x* = 1. 

Man kommt also auf die kanonischen Differentialgleichungen in ihrer 
friiheren Form (8. 363) zuriick und erhalt dieselben Lésungen wie friiher, 
die alle die konstante Kriimmung 1 besitzen. 

Auch fiir 2 = 0 hat man nach wie vor y=0. Aber aus (10; 3) kann 
man nicht mehr ¢ = 0 schlieBen, sondern erhalt nur mit Hilfe von (10; 2) 
die Trivialitat ¢ = 2. 

Aber aus (10; 4) erhalt man, wie auf 8S. 362 gezeigt wurde, 

(10; 6) Myo % = Yj. 


Und wir sahen dort, daB wu, + 0, Y? + Y?+ Y? + 0 sein muB. Es handelt 
sich also um die Gleichungen einer Geraden. Die Gerade muBten wir 
friiher ausschlieBen, da sie der Nebenbedingung (1; 10) nicht geniigte. 
Der Nebenbedingung (10; 1) geniigt sie aber (bei beliebigem 2); ist sie ja 
doch wirklich von beschrankter Kriimmung < 1, nimlich von der kon- 
stanten Kriimmung 0. Offenbar liefert sie sogar ein absolutes Minimum. 

Die Ausdehnung des Problems auf Kurven der beschrinkten Kriim- 
mung < | erweist sich also als sehr zweckmiBig, insbesondere da auch 
nur die geraden Linien zu den bisherigen Extremalen hinzukommen, falls 
man an Extremalen im spezifischen Sinn des § 2 denkt. 


Dagegen kommen noch gestiickelte Extremalen hinzu, die aus Kreis- 
bégen und Geradenstiicken zusammengesetzt sind. 
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Wegen 4 = 0 kann namlich jeder Punkt der Geraden ein Stiickpunkt 
sein. Wegen Y?+ Yi+ Y} = +0 kann man wieder 


Y Y Y 

FH PHa P=Hs e=l 
einfiihren, wobei offenbar wegen (10; 6) 
(10; 7) =+1] 


ist, und 
A = C, Dro + Cy Bug + C3 2% +1=0 
betrachten. Stiickelt man dann einen Kreis an, so mu8 auf ihm 
Cc; = ¢; Pole +41 

gelten. Man sieht dann entsprechend wie S. 375, daB die aus Kreis- 
bégen und Geradenstiicken zusammengesetzten Extremalen eine Verall- 
gemeinerung der e(y) darstellen. Und zwar haben die Kurven e(y) + 9 
das folgende Aussehen: Alle Geradenstiicke gehiren einer einzigen Geraden 
an. An beliebig zu wihlenden Punkten der Geraden sind ein oder mehrere 
Kreisbégen angestiickelt, die natiirlich bis héchstens auf den ersten oder 
letzten Kreisbogen des gesamten Kurvenzuges volle Kreise sind. 

Immer ist auf der ganzen Kurve A>0O oder A4<0, je nachdem 
l= —1 oder 1 = +1 gewahit wird. 

Beachtenswert ist, daB die gerade Linie — trotz ihres singuliren 
Charakters: auf ihr ist wegen 4 = 0 nirgends die Legendre-Bedingung 
erfiillt — und dann natiirlich auch die gestiickelten Extremalen eindeutige 
kanonische Koordinaten besitzen"®). Das erkennt man sogleich aus (10; 7). 

Die geraden Linien sind auch durch WeierstraBsche Extremalen 
approximierbar, und zwar, wie wir schon §. 381 sahen, durch Weier- 
straBsche Extremalen, fiir die / = + 1 ist. Auch hier wieder zeigt es 
sich, wie sich das Delaunaysche Problem durch die Ausdehnung auf die 
Kurven von der beschrinkten Kriimmung < 1 abrundet. 

Dagegen ist leicht einzusehen, daB die gestiickelten Kurven e(y) + g 
nicht durch WeierstraSsche Extremalen approximierbar sind. 


§ 11. 
Variable Endtangenten. 

Wir gehen jetzt dazu iiber, die Tangente am Ende zu variieren, d. h. 
z,(t,) nicht mehr festzuhalten. Als Lésungen des Problems mit variabler 
Endtangente kommen in erster Linie Bogen der bisher gefundenen Extre- 
malen (einschlieBlich der gestiickelten) in Betracht, falls an dem Endpunkt 





1°) Man kann also, wenn man will, sagen, daB sie von der Klasse 0 sind, ver- 
zichtet jedoch besser darauf, den Klassenbegriff auf solche Extremalen auszudehnen 
[vgl. C. Carathéodory *°)]. 

















ae 
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dieser Bégen die sogenannten Transversalitdtsbedingungen erfiillt sind. 
Diese besagen bekanntlich, daB die den variablen Koordinaten z, (t,) ent- 
sprechenden kanonischen Koordinaten verschwinden: 

(11; 1) Ya (t,) = wx (t,) — A(t.) 2, (t) = 0. 

Multiplizieren wir bzw. mit 2, (¢,) und addieren, so erhalten wir wegen 
(1; 3) und (1; 10) 

(11; 2) A(t) = 0. 

Es kann also ein extremaler Bogen des Problems mit variabler End- 
tangente nur aus Kreisbégen oder Geradenstiicken bestehen. 

In den meisten Fallen, in denen zwar die notwendige Bedingung (11: 2) 
erfiillt ist, sind jedoch keine hinreichenden Bedingungen erfiillt. Man 
zeigt das, indem man einfache, auch aus Kreisbégen und Geradenstiicken 
zusammengesetzte Vergleichskurven aufsucht, die ebenso lang sind wie der 
zu vergleichende Extremalenbogen, jedoch selbst offensichtlich keine Extre- 
malen sind. Wir wollen der Kiirze halber den véllig elementaren Beweis 
iibergehen, sondern nur das Resultat erwihnen, da8 allein diejenigen 
Kurven iibrigbleiben, die Herr Carathéodory") als Extremalen von der 
Bogenliange ,, A,, A, bezeichnet und in erschépfender Weise diskutiert hat. 
Es gibt also keine anderen als die bekannten Lésungen. 

Dasselbe gilt von dem Problem, bei dem noch verlangt wird, die 
Anfangstangente zu variieren™). Dann mu 4 (t,) = A(t.) = 0 sein, und 
die einfachsten geometrischen Betrachtungen zeigen, dai von den 
noch iibrigen Méglichkeiten alle auBer den Geradenstiicken und den Kreis- 
bégen < 22 wegfallen. Fiir letztere aber ist alles bekannt: Die Geraden- 
stiicke liefern natiirlich immer starke Minima, die Kreisbégen liefern ein 
starkes Maximum oder Minimum, je nachdem fiir ihre Bogenliange 0<1< 2 
oder x << 1< 2a gilt (Satz von H. A. Schwarz). Der Halbkreis (/ = z) 
liefert kein Extremum. 

Das Problem mit variabler Endtangente bzw. variabler Anfangs- und 
Endtangente erscheint somit als véllig erledigt. — Einen Vorbehalt miissen 
wir freilich hier noch machen. Bei Aufstellung unserer Extremalen, auch 
der gestiickelten, sind wir uns immer der Tatsache bewuBt geblieben, daB 
wir damit nur gewisse Kurven herausgriffen, die fiir ein Extremum in 
Betracht kommen. Sie sind tatsichlich die einzigen, wenn man nur Kurven 
untersucht, die mindestens dieselben Stetigkeitseigenschaften haben wie 
die gestiickelten Extremalen. Wie aber, wenn man allgemeinere Klassen 
von Kurven zum Vergleich heranzieht ? 

11) C. Carathéodory 1). 

12) Dieses Problem ist schon von O. Venske gelést worden: Behandlung einiger 
Aufgaben der Variationsrechnung, welche sich auf Raumkurven konstanter erster 


Kréimmung beziehen. Gdtt. Diss. (1891). 
Mathematische Annalen. 110. 25 
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§ 12. 


Das isoperimetrische Problem. 


Wir haben bis jetzt von einer Festlegung der zulissigen Funktionen- 
klassen abgesehen. Tatsichlich sind bis jetzt nur solche Extremalen vor- 
gekommen, auf denen die Funktionen X, (t), z,(t), z(t) stiickweise zweimal 
stetig differenzierbar (sogar analytisch) und in den Stiickpunkten noch 
stetig waren. 

Es ist dann aber bekannt, daB diese Extremalen sogar in der Klasse 
der stiickweise (einmal) stetig differenzierbaren Kurven die einzigen sind, 
die fiir eine Lésung des Problems in Betracht kommen. Und diese Ste- 
tigkeitsvoraussetzungen geniigen auch, um die Theorie des Lagrangeschen 
Problems aufzustellen "*). 

Sie wiirden aber eine sehr lastige Beschrinkung darstellen, haben doch 
schon E. Schmidt’) und Carathéodory**) viel allgemeinere Klassen von 
Kurven in den Kreis der Betrachtung gezogen. Man wird vielmehr ver- 
langen miissen: 

Zuliissige Kurven sind solche, deren séimtliche Teilbégen die Durch- 
schnittsbiegung <= 1 besitzen. 

Dabei wurde die Durchschnittshiegung von Carathéodory folgender- 
maBen definiert: Es sei c eine rektifizierbare Raumkurve, die in einem 
bestimmten Sinn durchlaufen wird und in allen ihren Punkten eine vordere 
Tangente besitzt. Wir betrachten einen Teilbogen von c, der die Linge s 
haben mége, und konstruieren die beiden vorderen Tangenten an c in den 
Endpunkten dieses Teilbogens. Wir bezeichnen mit « den eindeutig be- 
stimmten Winkel zwischen 0 und 2, den diese beiden Vektoren mitein- 
ander bilden. Dann stellt die Zahl «:s die Durchschnittsbiegung des 
betrachteten Kurvenbogens dar. 

Aus dieser Definition der Durchschnittsbiegung ergeben sich unmittelbar 
einige weitere Eigenschaften der Kurven mit beschrinkter Durchschnitts- 
biegung: 

1. Die Kurve hat iiberall eine gewohnliche, stetig variierende Tangente. 

2. Das sphirische Tangentenbild der Kurve ist rektifizierbar. Daher 
hat es auch fast iiberall — d. h. auBer héchstens in einer Punktmenge 
vom Ma8 Null — eine gewohnliche Tangente. 

Die Verallgemeinerung der Kurvenklasse ist so eingerichtet, daB die 
Menge der zulissigen Kurven abgeschlossen ist. Denn Carathéodory hat 
gezeigt, daB jede Haufungspunktskurve von Kurven, die alle mit ihren 
Teilbégen eine beschrinkte Durchschnittsbiegung besitzen, die gleiche 


18) Bliss*). — 1) E. Schmidt®). — 15) Carathéodory 1). 
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Eigenschaft hat. — Es liegt auf der Hand, daB diese Tatsache groBe 
Vorteile bietet: z. B. kann man leicht daraus schlieBen, daB es unter allen 
Kurven, deren simtliche Teilbégen eine Durchschnittsbiegung < 1 be- 
sitzen, und die ein Linienelement mit irgendeinem anderen Linienelement 
verbinden, immer eine allerkiirzeste gibt. 

Jetzt aber sieht man, da8 auf den allgemeinsten zulissigen Kurven 
zwar die Funktionen X;, (t) stetig differenzierbar sind, daS jedoch die 
Funktionen z, (t) und z(t) nur fast iiberall differenzierbar sind. Unter 
diesen Voraussetzungen die Theorie des Lagrangeschen Problems aufzu- 
stellen, diirfte schwierig sein. 

Es ist daher bemerkenswert, daS man unter Berufung auf einige 
neuere Ergebnisse in den Grundlagen der Variationsrechnung das Problem 
auch unter so weitgehenden Voraussetzungen analytisch behandeln kann. 

Das gelingt, indem wir nach dem Vorgang von H. A. Schwarz das 
Problem als isoperimetrisches Problem ouffassen. (Wihrend wir dieses 
aufstellen, kiimmern wir uns fiir einen Augenblick noch nicht um die 
Stetigkeitseigenschaften, sondern nehmen alle Voraussetzungen, die wir 
brauchen, als wirklich gegeben an.) 

Wir gehen dabei vom sphirischen Tangentenbild aus, wie das schon 
durch die Formeln (4; 5) des § 4, 8.370, nahegelegt wird. Die Funk- 
tionen ¢ (t) und #(t) stellen die Bildkurve dar, wobei ¢ ein auf der Original- 
kurve passend gewihlter Parameter, g die sphirische Linge, # die Pol- 
héhe auf der Einheitskugel bedeuten. Stellt dann noch o(t) den Kriim- 
mungsradius der Originalkurve dar, so lift sich das Delaunaysche Problem 
auch so formulieren: 

Das Integral 

ty 
r= | om V(Giy+ amo (Sp ae (omen 


ty 





soll zum Extremum gemacht werden unter den Nebenbedingungen: 


ty 





{ 0 (t) cos @ (t) sin @ (t) y (42) + sin’ ? (52) dt = const, 


t 
t 


(12; 1) few sin ¢ (t) sin @ (t) V(%2) + sin? 0 (5?) dt = const, 





a 


ty 
te 
. 


o (t) cos # (t) y(22) + sin? ? (5?) dt = const. 





a 


ty 


25* 
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Noch haben wir in unserem Ansatz zum Ausdruck zu bringen, daB 9 (t) > 1 
ist. Zu dem Zweck fiihren wir eine neue Funktion y(t) ein, indem wir 


schreiben 
Vaz) + soto (38) + (GE) 


dO. , dp 
Var) + sit (7) 
und denken uns diese Formel in (12; 1) eingetragen. 
Nach der bekannten Eulerschen Regel fiir das isoperimetrische Problem 
reduziert sich nun unsere Aufgabe darauf, das folgende Integral zum 
Extremum zu machen: 























(12; 2) o(t) = 





J= 





j in #+m, sing sin ® 6) J (33)*+ sin? dv at 
J (my+m, cog sin +m, sin y sin 0+m, cos#) (a) sin (52) + (5%) ’ 
1 
wobei die m,, m,, m,, m, beliebige, nicht samtlich verschwindende Kon- 
stanten sind. Man kann das Koordinatensystem aber so wihlen (aus- 
gezeichnetes Koordinatensystem), daS auf der ins Auge gefaBten Kurve 
m, und m, verschwinden: 
ty 
‘ a ' d 
(12;3) J = | (m, + m, cos #) via) + sin? #(5?)* + (Ss?) dt. 
th 
Zu beachten ist aber noch, dab p weder im Anfangs- noch Endpunkt 
festzuhalten ist. Es gelten daher die Transversalitatsbedingungen: 





x 


ck (m, + m, cos #) 


d ; dy 
Wy am op + 
ty, te 
Stellt man jetzt die Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen auf, worauf 
wir im einzelnen nicht eingehen wollen, so kommt man wieder auf die 
Lésungen, die wir in § 4 und § 10 gefunden haben. Auf ihnen allen ist 


oY = 0, auBer auf den Geraden, fiir die dagegen (wegen der speziellen 
Wahl des Koordinatensystems) sin? = 0 und m,+ m,cos? = 0 gilt. 
Wir nehmen jetzt geringere Stetigkeitseigenschaften an: 
Die Bildkurve (g (¢), #(¢)) sei nur mehr en y(t) und @ (t) 
also von beschrinkter Variation; dann isieom 35 ° und or fast iiberall. 


Jetzt gilt nach der Definition von —— e (12; ‘ ‘hin tiberall: 


ee (comet dep 
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wobei s die Bogenlange der Originalkurve bedeutet. Da hier rechts eine 
summierbare Funktion steht, ist auch Y summierbar, und jedes unbestimmte 


Integral y(t) ist totalstetig, also gewi8 von beschrankter Variation. 

Es ist daher nicht nur die Bildkurve 9 (t), #(¢) rektifizierbar, sondern 
sogar die Kurve p(t), #(t), p(t). 

Untersuchungen iiber das isoperimetrische Problem fiir Klassen von 
rektifizierbaren Kurven hat Herr Tonelli**) angestellt (er beschrinkt sich 
dabei allerdings immer auf zwei unbekannte Funktionen, der Ubergang 
zu drei unbekannten Funktionen macht aber keinerlei Schwierigkeiter). 

Aus ihnen"’) entnehmen wir zunichst, daS die Eulersche Regel des 
isoperimetrischen Problems auch fiir die rektifizierbaren Kurven giiltig 
bleibt. Wir kénnen uns also wiederum auf die Betrachtung des Inte- 
grals (12; 3) beschranken. 

Wir schlieBen nun fiir einen Augenblick diejenigen Stellen aus, wo 


der Integrand fiir beliebige Werte der Ableitungen of , sy ; o 
Uberall sonst kommen als Lésungen des Problems auch in der Klasse der 
rektifizierbaren Kurven nur die Lésungen der Euler-Lagrangeschen Diffe- 
rentialgleichungen in Betracht"*). 

In den Stellen m, + m,cos#? = 0 aber, die wir soeben ausgeschlossen 
haben, erkennt man leicht wieder die Bilder der Stiickpunkte und, wenn 
m, + m,cos# = 0 ist, die Bilder ganzer Geradenstiicke der uns schon 
bekannten gestiickelten Extremalen. 

Man sieht also, da8 tatsiichlich durch Verallgemeinerung der Funk- 
tionenklassen keine neuen Lésungen hinzukommen. Insbesondere kénnen 
wir den auf 8S. 385 gemachten Vorbehalt fallen lassen, so daB die Probleme - 
mit variabler Endtangente und mit variabler Anfangs- und Endtangente 
wirklich vollkommen erledigt sind. 


versch windet. 


16) L. Tonelli, Fondamenti di Calcolo delle Variazioni Bd. II (1921). 
17) a. a. O., Kap. X, § 153. 
18) a. a. O., S. 101 ff. 


(Eingegangen am 20. 3. 1934.) 











Untersuchungen iiber das Eliminationsproblem der 
mathematischen Logik. 


Von 


Wilhelm Ackermann in Burgsteinfurt. 


1, Einleitung. 

Das Eliminationsproblem der mathematischen Logik ist von Schréder 
aufgeworfen worden und gehért ebenso wie das Entscheidungsproblem zu 
den Hauptproblemen dieses Wissenschaftszweiges. Es enthalt sogar in 
seiner allgemeinsten Fassung das Entscheidungsproblem. Auch nach der 
(einmal vorausgesetzten) Liésung des Entscheidungsproblems wiirden nim- 
lich noch unbeantwortete Fragen, auch theoretisch, in der Mathematik 
iibrigbleiben. Eine hiufig auftretende Frage ist z.B. die nach der not- 
wendigen und hinreichenden Bedingung fiir das Vorhandensein irgend- 
einer Eigenschaft bei einer Gruppe, einem System von Zahlen usw. Dabei 
wird verlangt, daB die gesuchte Bedingung in gewisser Beziehung ein- 
facher ist als die Eigenschaft selbst, der sie aquivalent ist, z. B. daB sich 
bei konkreten Zahlensystemen ihr Erfiilltsein oder Nichterfiilltsein leicht 
feststellen 148t. In den Bereich des Entscheidungsproblems wiirde nur 
die Frage fallen, ob eine bestimmte Vermutung, die wir iiber die genannte 
Bedingung haben, richtig ist oder nicht, nicht aber das Aufsuchen dieser 
Bedingung selbst. Dagegen befaBt sich gerade das Eliminationsproblem 
mit der Frage, wie man einen logischen Ausdruck durch einen Aqui- 
valenten ersetzen kann, dessen logische Struktur in gewisser Weise ein- 
facher ist. 

Ehe ich daran gehe, das Eliminationsproblem naher zu erlautern, 
seien noch einige grundlegende Bemerkungen zu der Beweisfiihrung gemacht. 
Da das Ziel der folgenden Untersuchungen kein Widerspruchsfreiheits- 
beweis ist, habe ich im Gebrauch der SchluBweisen dieselbe Freiheit wie 
sonst in der Mathematik. Bei den logischen Formeln wird durchaus von 
ihrer inhaltlichen Bedeutung Gebrauch gemacht. Ein bestimmtes Axiomen- 
system wird nicht zugrunde gelegt. 

Wir mégen nun einen nicht naher bestimmten Bereich von Dingen 
oder Individuen haben. Ferner treten Pridikate auf, die als Argumente 
Dinge dieses Bereiches haben; wir nennen sie ein-, zwei- oder mehrstellig 
je nach der Zahl der zu ihnen gehérenden Argumente. Die Pridikate 
mit zwei und mehr Argumenten werden sonst auch wohl Relationen 
genannt. Die Priadikate mit eingesetzten Individuenvariablen sind die 
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Elementaraussagen unserer Theorie. In unseren Formeln kommen iibrigens 
nur variable Pradikate vor; eine Ausnahme bildet nur das individuelle 
Pradikat, das man gewohnlich als Gleichheitsrelation bezeichnet. Einen 
logischen Ausdruck, der sich aus derartigen Elementaraussagen in iiblicher 
Weise unter Benutzung der logischen Verkniipfungen ,,und“, ,,oder“, 
»nicht“ usw. und der All- und Seinszeichen fiir Individuen aufbaut, nennt 
man gewohnlich einen logischen Ausdruck der ersten Stufe. Wir wollen 
ihn, um einen kurzen Ausdruck zu haben, als Zahlausdruck bezeichnen. 
Die Symbolik ist die iibliche; also groBe lateinische Buchstaben stehen 
fiir Pridikatenvariable, kleine lateinische fiir Individuenvariable. Ge- 
legentlich im Beweis vorkommende individuelle Priadikate bezeichne ich 
mit groBen griechischen Buchstaben. Statt F(z,y) (,,das Pridikat F 
trifft auf das Paar z, y zu“) gebrauche ich in dieser Arbeit die etwas 
bequemere Schreibweise Fry; ebenso stehe Fa fiir F(z) usw. Statt 
All- und Seinszeichen gebrauche ich auch gelegentlich den zusammen- 
fassenden Ausdruck Individuenoperatoren. 

Der Wahrheitswert eines Zahlausdrucks hingt ab von den Werten 
der variablen Pridikate und der etwa vorkommenden freien, d. h. nicht 
durch ein All- oder Seinszeichen gebundenen Individuenvariablen. Es sei 
nun F eine Pridikatenvariable, die in dem Zahlausdruck vorkommt. Setzt 
man vor den Zahlausdruck das zu F gehérige All- oder Seinszeichen, also 
(EF) bzw. (Ff), so geht der Zahlausdruck in einen anderen logischen 
Ausdruck iiber, dessen Wahrheitswert von der Variablen F nicht mehr 
abhingt. Ist z. B. 

(x) (y) Fay Azy & Fry Bry’) 


der in Frage stehende Zahlausdruck, so ist sein Wahrheitswert zunachst 
eine Funktion der Variablen F, A und B. Bildet man nun 
(EF) (z)(y)FryAzy & FryBry, 
so hangt der Wahrheitswert des Ausdrucks nur noch von A und B ab. 
Beim Eliminationsproblem handelt es sich in seiner einfachsten Fassung 
zunichst um die folgende Frage: Gibt es einen Zdhlausdruck, der dem 
durch Vorsetzen des Zeichens (EF) entstandenen Ausdruck fiir jeden 
Wert der vorkommenden freien Pridikaten- und Individuenvariablen und 
unabhangig von dem zugrunde gelegten Individuenbereich aquivalent ist ? 
Bei dem oben angegebenen speziellen Beispiel kann man die Frage be- 
jahen. Es gilt namlich die Aquivalenz: 
(EF)(z)(y)(Fry Ay & Fry Bry) <> (z)(y) Ary Bay. 


1) Das direkte Hintereinandersetzen von Elementaraussagen driickt wie iblich 
die Disjunktion aus; gelegentlich gebrauchen wir auch \ als Disjunktionszeichen. 
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Ebenso hat man dual: 

(F)(E2)(By)(Fay & Azy)V(Fry & Bry) <-> (Ez)(Ey)(Azy & Bry). 
Die Formel (z)(y) Avy Bay bzw. (Exz)(Ey)(Azy & Bry), die das 
Resultat der Elimination darstellt, bezeichnen wir als Resultante. 

Offenbar hat das Eliminationsproblem eine enge Beziehung zum Ent- 
scheidungsproblem. Das Entscheidungsproblem der ersten Stufe betrifft 
ja die Frage, ob ein vorgelegter Zahlausdruck fiir alle Werte der darin 
vorkommenden Pridikatenvariablen wahr ist oder nicht, bzw. in der 
dualen Form, ob es iiberhaupt eine EKinsetzung fiir die variablen Priadikate 
gibt, so daB der Zahlausdruck den Wert ,,wahr“ erhalt. Man kann auch 
sagen: es handelt sich um die Richtigkeit oder Falschheit des Ausdrucks, 
der entsteht, wenn man vor den Zahlausdruck entweder alle Seinszeichen 
oder alle Allzeichen fiir Pridikate setzt. In der Tat, hatte das Elimi- 
nationsproblem immer eine Lésung in dem angegebenen einfachen Sinne 
und wiirde man ein Verfahren kennen, das gestatten wiirde, die Lésung 
in jedem vorgelegten Falle anzugeben, so brauchte man ja nur die All- 
und Seinszeichen fiir Pridikate von hinten anfangend nacheinander zu 
eliminieren und man wiirde als Gesamtresultat der Elimination entweder 
wahr oder falsch erhalten. 

Systematisch untersucht worden ist das Eliminationsproblem bisher 
fiir den Fall, da8 nur Pridikate im engeren Sinne, d.h. mit einem 
Argument vorkommen, durch Léwenheim, Skolem, Behmann’). Fiir 
diesen Fall lieB sich als Resultat der Elimination immer ein endlicher 
Zahlausdruck angeben, und man gelangte so auch zu einer Lésung des Ent- 
scheidungsproblems fiir die einstelligen Priidikate. Fiir den weit schwie- 
rigeren Fall, daB auch mehrstellige Pradikate vorkommen, lagen bisher 
keine Untersuchungen von allgemeinerem Charakter vor. Fiir zahlreiche 
Einzelformeln dieser Art findet man allerdings das Eliminationsresultat 
bei Schréder. Mit der vorliegenden Arbeit soll nun die Untersuchung 
des Eliminationsproblems fiir zwei- und mehrstellige Pridikate in genereller 
Weise in Angriff genommen werden. Der Ausdehnungsbereich der Unter- 
suchungen wird weiter unten naher prizisiert werden. 


2. Beispiele fiir die Elimination beim Vorkommen mebrstelliger Pradikate. 
Wir hatten in der Einleitung das Eliminationsproblem in seiner ein- 
fachsten Fassung eingefiihrt und wollen nun seine Lésbarkeit naher unter- 


2) Léwenheim, Uber Méglichkeiten im Relativkalkil, Math. Annalen 76 (1915); 
Skolem, Untersuchungen iiber die Axiome des, Klassenkalkiils, Oslo Vidensk. Skrifter 
I. Math-nat. Klasse 1919, Nr.3; Behmann, Beitrage zur Algebra der Logik und 
sum Entecheidungsproblem, Math. Annalen 86 (1922). 
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suchen. Zunichst soll an einigen Beispielen gezeigt werden, da8 wir in 
besonderen Fallen des Auftretens von mehrstelligen Pradikaten ohne groBe 
Miihe als Resultante einen Zahlausdruck finden. Wie wir schon in der 
Einleitung kurz bemerkten, kénnen wir uns auf den Fall beschranken, 
da8 das zu eliminierende Priadikat mit einem Seinszeichen vor der Formel 
steht. Die Elimination beim Auftreten von Allzeichen fiir Pridikate 
ergibt sich daraus gem&éB8 dem logischen Dualitatsprinzip. Ferner heben 
wir hervor, daB die Schwierigkeit gegeniiber dem Léwenheim-Skolem- 
Behmannschen Fall nicht allein darin liegt, daB das zu eliminierende 
Pridikat mehr als ein Argument hat. Ebenso groBe Schwierigkeiten 
bietet der Fall, daB das zu eliminierende Pridikat zwar einstellig ist, 
daB aber im iibrigen Pridikate mit zwei und mehr Argumenten vor- 
kommen. Es wird sich sogar, wie wir spiter sehen werden, der erste 
Fall in gewisser Weise auf den zweiten zuriickfiihren lassen. 

Als erstes Beispiel nehmen wir die schon in der Einleitung erwaihnte 


Formel: 
(1) (EF)(z)(y)(AzyFary & Fry Bry). 
Hier hatten wir als Resultante angegeben: 


(2) (y) Ary Bry. 
Den Beweis waren wir bisher schuldig geblieben. Es wire also zu zeigen, 
daB, beliebige Werte der A und B vorausgesetzt und ohne irgendeine 
besondere Annahme iiber den Individuenbereich zu machen, die Richtig- 
keit der Formel (1) die der Resultante impliziert, und umgekehrt. Nun ist 

AzyBayFry & Ary BryFry 
offenbar ein schwicherer Ausdruck als AzyFay & BryFay. Fir 
AzyBayFay & AzyBzyF xy kénnen wir auch schreiben Azy Bry 
(Fay & Fay). Hier dirfen wir den falschen Faktor Fry & Fry fort- 
lassen. Damit ist der erste Teil der Behauptung bereits gezeigt. Ferner 
gibt es, die Richtigkeit von (z)(y)A zy Bay vorausgesetzt, offenbar ein 
Pridikat F, so daB (x)(y)(AzyFry & BayF zy) eine richtige Be- 
hauptung darstellt. Man braucht nur Fzy gleich Azy zu nehmen. 
2. Beispiel. 
(2) (EF) (z)(y)(AzyFay & BryFaxr & CryFarF yy). 
Die Resultante ist 
(z)(y)(BrayAaer & CryArzrAyy). 
3. Beispiel. 

(3) (EF)((z)(y) AzyF ry & (2) (Ey)(Bry & Fry)). 
Resultante: 
(x) (By) (Bry & Azy). 
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Die Lésungen fiir diese beiden Beispiele, wie iibrigens auch die von 
(1) entspringen aus einer Quelle. Hinter dem (EF) kommt nimlich 
jedesmal (z)(y) AzyFazy, dann weiter durch & verkniipft ein Bestandteil, 
der F nur in der Form F enthilt, ganz abgesehen davon, welche Indi- 
viduenoperatoren vorkommen und welche Argumente F hat. Vorausgesetzt 
ist nur, daB die Negationsstriche nur iiber den Elementaraussagen stehen. 
Wir kénnen derartige Formeln unter der Bezeichnung 
(4) (EF) ((z)(y)AzyPry & U(F)) 
zusammenfassen. Die Resultante ist hier jedesmal &(A). Zunichst ist 
nimlich (4) eine Folgerung von %(A). Ich brauche ja nur A als das 
erfiillende Pradikat zu nehmen. Andererseits ergibt sich aus der Gestalt 
von MU, daB (x)(y)(Hdzy +> Gay) immer A(X) > UG) zur Folge hat. 
Es sei nun @ ein erfiillendes Pradikat. Es gilt dann: (x) (y) Ary®zy & U(P). 
Fir (x)(y)Azy®zy kénnen wir auch schreiben (z)(y)(®ry > Azy). 
Da %(®) richtig ist, so gilt daher dasselbe fiir M(A), was zu beweisen war. 

Es sei iibrigens bemerkt, daB (ganz abgesehen vom Dualititsprinzip) 
mit dem Auffinden der Resultante irgendeiner Formel gleichzeitig die 
Resultante einer zweiten Forme! gefunden ist, namlich derjenigen Formel, 
die aus der ersten dadurch hervorgeht, daB man F iiberall durch F 
ersetzt. Das geht unmittelbar aus der Bedeutung des Seinszeichens hervor. 
Z. B. hat nicht nur die Formel (3), sondern auch die Formel 

(EF) ((z)(y)AzyFary & (x)(Ey)(Bry & Fry)) 
die Resultante (x) (EZy)(Bry & Azy). 

Wir geben nun noch zwei Beispiele, bei denen das zu eliminierende 
Pradikat einstellig ist. 

(5) (EF) (z)(y)(FaF yA cy & Fc Br & FxCz). 
Resultante: (z)(y)(C2CyAzy & Cz Bz). 

Auch diese Formel vertritt eine ganze Klasse von Formeln, bei 
denen die Elimination leicht erfolgt. Es sei &(F) eine Formel, bei der 
ganz wie oben F nur in der Form F vorkommt. Wir betrachten dann 
(6) (EF) ((z) AzF x & 4(P)). 

Genau wie oben ergibt sich dann als Resultante U(A). Ebenso hat 
(EF) ((z) AzF az & U(F)) 
die Resultante %(A). Ein Spezialfall der letzten Formel ist aber (5). 

Als letztes Beispiel nehmen wir 
(7) (EF) (2z)(y)(FrAzy & Fx Bay & FcFyCazCy). 

In dieser Formel spielen die Pradikate mit zwei Argumenten nur scheinbar 
eine Rolle. Wir schreiben die Formel (7) zunichst 


(EF) ((z)(Fa(y) Azy) & (z)(Fa(y) Bry) & (z)F2Cx(y)FyCy). 
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Diese Formel geht nun durch Einsetzung aus einer solchen hervor, in 
der nur einstellige Pradikate vorkommen. Man erhilt sie, indem man 
in der Formel 
(8) (EF) ((z)F2Ga & (xz) FaHsx & (2) FxCx(y)FyCy) 
Ga durch (y)Azy und Hz durch (y) Bry ersetzt. Bei (8) kann die 
Elimination in der folgenden Weise vollzogen werden. Man bringt den 
hinter (EF) stehenden Teil zunichst auf die disjunktive Normalform 
und darf dann (EF) zu jedem Disjunktionsglied setzen: 
(EF)[(c)FaGa & (2) FaHe & (2) FxCa]} 
V(EP)[(z) F2Ga & (x) F2He & (2) F2Cz]. 
Gemai8 Formel (6) erhalt man als Resultante 
(x) (HzGa & HzCz) \ (x) (HeGe & GzCz). 

Diese Formel la8t sich noch kiirzen zu 

(x) (HzGzx) & (x2) HzCz Vy (z)GxCz. 


Setzt man fir Gz und Hz wieder (y)Azy bzw. (y) Bzy ein, so hat 
man die Resultante der Formel (7). 


3. Unméglichkeit der allgemeinen Lésung des Eliminationsproblems 
im bisherigen Sinne. 

Man kénnte nach den im 2. Abschnitt gebrachten Beispielen ver- 
muten, da8 das Elimindtionsproblem im bisherigen Sinne immer lésbar 
sei, wie schwierig die Lésung vielleicht auch im Einzelfall zu finden sei. 
Das ist aber nicht der Fall. Es gibt Formeln, die keine Resultante 
haben, wenn der Begriff der Resultante seine alte Bedeutung behilt. Es 
ist interessant, daB dieser Fall schon dann eintreten kann, wenn es sich 
um die Elimination eines Pridikates mit einer Variablen handelt. Selbst- 
verstandlich haben dann die iibrigen vorkommenden Pridikate zum Teil 
mehrere Variable; sonst kamen wir ja auf den Léwenheim-Skolem-Beh- 
mannschen Fall zuriick. Als Beispiel einer derartigen Formel nennen wir: 


(9) (EF) (F x & Fy & (u) (v) F uF vN uv). 
Die Forme] wird uns vertrauter, wenn wir zu ihrer Negation tibergehen: 
(F)(FaFy vV (Eu) (Ev) (Fu & Fv & Nuv)), 
die wir noch umformen kénnen zu 
(F) (Fa & (u)(v) ((Fu & Nuv) > Fo)) > Fy). 


Denken wir uns unter dem Individuenbereich die natiirlichen Zahlen, 
unter Nuv die Nachfolgerrelation und fiir z den Wert 0 eingesetzt, so 
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ist die letzte Formel nichts anderes als das Axiom der vollstindigen In- 
duktion. Wiirde die Formel (9) einen Zahlausdruck als Resultante haben, 
so wiirde das bedeuten, daB man das Induktionsaxiom ohne Gebrauch 
einer Pridikatenvariablen als Axiom der ersten Stufe genau wie die iibrigen 
zahlentheoretischen Axiome schreiben kann. Diese Méglichkeit wird durch 
den folgenden Beweis ausgeschlossen. (Selbstverstandlich ist dabei voraus- 
gesetzt, daB-man die Zahlen als einzige Individuen beibehalt. La&t man 
auch Pridikate oder zahlentheoretische Funktionen als Dinge im Indi- 
viduenbereich zu, so JaBt sich natiirlich das Induktionsaxiom als Axiom 
der ersten Stufe schreiben. Diese Vereinfachung ist aber rein auBerlich 
und nimmt dem Axiom nicht seinen schwierigen Charakter.) 

Wir bemerken zunichst, daB wir uns darauf beschranken kénnen, 
daB die etwa vorhandenen resultierenden Zahlausdriicke sich mit Hilfe 
des Priidikates N und des Pridikates der Gleichheit aufbauen. Etwa 
vorkommende andere Pridikatenvariable Az, Bay, Czyz usw. kénnte 
man namlich sofort durch Naz, Nay, NayNyz usw. ersetzen. Als 
Argumente von N und dem Gleichheitspridikat brauchen wir aur z, y 
und solche Individuenvariable zu beriicksichtigen, die durch All- oder 
Seinszeichen gebunden sind. Von z und y verschiedene freie Variable 
kénnte man ja durch z oder y ersetzen. 

Zum Beweise unserer Behauptung geniigt es, wenn wir fiir einen 
bestimmten Individuenbereich und ein bestimmtes Pridikat N das Nicht- 
vorhandensein einer Resultante dartun. Wir nehmen als Individuen- 
bereich die negativea und positiven ganzen Zahlen einschlieBlich 0, als 
Pridikat N die in diesem Bereich definierte erweiterte Nachfolgerrelation; 
d.h. Nay bedeutet y= 2+ 1. Zur Abkiirzung bezeichnen wir 


(EF)(F2 & Fy & (u)(v)FuFvNuv) 


mit Ary. Offenbar ist dann Wry bei der angegebenen Spezialisierung 
mit y < =z identisch. 

Ich nehme nun einen ganz beliebigen Zahlausdruck Bzy, der als 
einzige Pridikate N und die Gleichheitsrelation enthalt, und zeige, daB 
dieser nicht mit Ury aquivalent sein kann. Zu dem Zweck bringe ich 
ihn zunichst auf die Normalform, in der alle All- und Seinszeichen un- 
negiert zu Anfang der Formel stehen, so daB sich ihr Wirkungsbereich 
auf die ganze Formel erstreckt. Ferner sei der hinter den Individuen- 
operatoren stehende Teil der Formel auf die konjunktive Normalform 
des Aussagenkalkiils gebracht. Die Anzahl der Individuenoperatoren, die 
der Zahlausdruck enthalt, sei k. Ich werde dann zeigen, daB fiir jedes x 
B(x, 2+ 2k-+ 2) den gleichen Wahrheitswert hat wie 8(z, cs — 2k — 2). 
Da U(z,2+2k+ 2) und A(z, 2—2k— 2) oder, was dasselbe ist, 
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e+2k+2<2¢ und s—2k—2< zz nicht dquivalent sind, wire damit 
der Beweis erbracht. 

Die in 8(z,y) vorkommenden, zu den Individuenoperatoren ge- 
hérenden Variablen seien u,, u,,..., %, hier in derselben Reihenfolge 
aufgezahit, wie sie zu Beginn von 6(z,y) stehen. Den hinter diesen 
All- und Seinszeichen stehenden Teil von (2, y) bezeichnen wir 
mit €(z, y, u,, Uy, ---, U&). Wir wollen nun schrittweise 8(z, y) durch 
aquivalente Ausdriicke ersetzen, die immer einen Individuenoperator 
weniger enthalten. Wir beginnen mit der Ausmerzung von 4%. Wir 
unterscheiden folgende Fialle*): 

a) Zu u, gehére ein Allzeichen. 


Wir ersetzen dann in €(z, y, u,, u,, ..., Uy) uy der Reihe nach durch 
Z, Y, Uy, Ug, .--> Mey, ZT +1, y¥4+1, u& +1,..., we» +1, z—1, y—1, 
u,—1,..., M&—-;—1. Die entstehenden Formeln werden durch & ver- 


bunden und noch 
&(u,)((mec&uty&... & m+ H_,— 1) > C(z, y, u, ..., m)) 


hinzugefiigt. Offenbar ist der ganze Ausdruck (u)€(z, y, u,,..., Ux) 
aquivalent. Das zuletzt hinzugefiigte Konjunktionsglied la8t sich nun so 
umformen, daB es die Variable « nicht mehr enthalt. Falls namlich u, 
nicht gleich einem der Werte aus der vorhin gegebenen Reihe 2, y, 
.e+y Up-1—1 ist, so sind alle in €(z, y, u,,..., %) vorkommenden 
Elementaraussagen t = %, Nu,u, Niu, Nu,t (t = 2, y, ..., Ue—,) falsch, 
wahrend 4 = % richtig ist. (Nm, u-+ 1, das auch richtig wire, kommt 
hier nicht vor). Wir beriicksichtigen nun die bekannten logischen Ge- 
setze: Eine falsche Aussage darf in einer Disjunktion weggelassen werden 
ebenso wie eine wahre Aussage in einer Konjunktion; eine wahre Aussage 
als Disjunktionsglied macht die ganze Disjunktion wabr, eine falsche Aus- 
sage als Konjunktionsglied die ganze Konjunktion falsch; die Negation 
einer falschen Aussage ist eine wahre Aussage, und umgekehrt. Mit ihrer 
Hilfe la8t sich 
(uy) (me Fr&u ty &... & uy + uy, —1) > C(z, y, uy, ..+,.m%)] 


durch einen Ausdruck ersetzen, der nicht « und auch keine All- und 
Seinszeichen mehr enthalt. Im ganzen ist dann (m)€(z, y, u,,..., Ux) 
in einen Ausdruck iibergegangen, bei dem die Variable u und das zu- 


8) Die im folgenden benutzte Methode der Wegschaffung von All- und Seins- 
zeichen hat bereits mehrfach Anwendung gefunden, z. B. bei Presburger und Her- 
brand; vgl. Presburger, Uber die Vollstandigkeit eines gewissen Systems der Arith- 
metik ganzer Zahlen, Compt. Rend. du premier Congr. d. Math. des Pays Slaves 
1929, Warechau 1930; Herbrand, Recherches sur la théorie de la démonstration, 
Paris 1930. Presburger zitiert seinerseits als Vorlaufer Skolem und Langford. 
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gehérige Allzeichen verschwunden ist; dafiir sind neue Argumente auf- 
getreten. Zu z, y, U,,...,%—, sind +1, y+1,u,+1,..., m~1+1 
und z—1, y—1,..., %&—, — 1 hinzugekommen. 

b) Falls zu ~ ein Seinszeichen gehért, gehen wir ahnlich vor. Wir 
ersetzen diesmal (Em) €(z, y, ..., u) durch eine Disjunktion 


C(z, y,.... z)VE(z, y,..., y) VE(z, y, ..., u) V...V ©(z, y, ...5 Ue—1— 1) 
V(Euy) (meer &uyty&...&uy + wm,—1 & C(z, y,..., y)). 


Im letzten Gliede der Disjunktion kann man wieder ™ auf dieselbe 
Weise herausschaffen wie das u, im Falle a). 

In derselben Weise wird nun die Variable u4,_, und der zugehérige 
Operator herausgeschafft, indem man die beiden Fille unterscheidet, daB 
u,—, gleich einem der Dinge 2, y, ..., m—~s, 7+ 1, y+1,..., m-2+1, 
z—1l, y—1,..., %~.—1 bzw. gleich den Zahlen ist, die um 1 gréBer 
oder kleiner als die genannten sind oder aber von allen diesen Zahlen 
verschieden ist. Im letzten Falle bekommt jede Elementaraussage mit 
u—, als Argument den Wert wahr oder falsch. Zum Beispiel sind 
Nuy—, uy —1, Nuy—1, te—-1 — 1, Nue—, — 1, m~, + 1 falsch und wy, = u_,, 
N%~,, M%—,-+ 1 und andere wahr. Entsprechend verfahrt man bei der 
Herausschaffung der weiteren Variablen. 

Man gelangt schlieBlich zu einem logischen Ausdruck, der keine 
All- und Seinszeichen mehr enthilt und der als Argumente solche aus 
der Reihe 


(A) a—k, z—k+1,...,2—1, 24 z4+1,...,2+k 
oder aus der Reihe 
(B) y—kh,..5 4-0 otk 


enthalt. Haben wir nun eine Elementaraussage Nrs oder r= 8, wo 
r und s beide zu (A) oder beide zu (B) gehéren, so laBt sich ihr Wahr- 
heitswert angeben. Nrs ist nur wahr, wenn r und s aufeinanderfolgende 
Zahlen sind, r = s nur, wenn r und s dieselben Zahlen sind. Im itbrigen 
sind die genannten Elementaraussagen immer falsch. Dadurch reduziert 
sich der Ausdruck weiter, es bleiben schlieBlich nur Elementaraussagen 
Nrs, r = 8 iibrig, bei denen von den beiden Dingen r und s eines zu (A) 
und eines zu (B) gehért, Wir wollen diesen Ausdruck Day nennen. 
Dy ist natirlich zy Adquivalent. Wir betrachten nun den Wahrheits- 
wert der Aussage Dy speziell fiir den Fall, daB |x— y| = 2k +2. Fir 
diesen Fall sind alle Aussagen Nrs und r= ss falsch. Day hat fir 
diesen Fall immer denselben Wahrheitswert, ganz gleich, ob z oder y 
die gréBere Zahl ist. Daraus ergibt sich, daB Day, also auch Bzy mit 
Uzy nicht dquivalent sein kann. 








—_Fe ory ww 
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4. Die Erweiterung des Resultantenbegriffs ; 
Elimination der einstelligen Pridikate, falls nur Allzeichen vorkommen. 


Die Formel 
(9) (EF) (Fx& Fy & (u)(v) FuFvNuv) 


besa8 keine Resultante im alten Sinne des Wortes. Wir miissen also ent- 
weder das Eliminationsproblem in seiner Allgemeinheit fiir unlésbar erklaren 
oder einen anderen Resultantenbegriff einfiihren. Sehen wir uns dazu die 
Formel (9) naéher an. Ihr Gegenteil wiirde offenbar bedeuten (wie wir uns 
aus der Interpretation als Axiom der vollstindigen Induktion klarmachen 
kénnen), daB y von z aus durch eine Kette von Individuen z, z,, 24,..., Zn» ¥ 
erreicht werden kann, so daB fiir zwei Individuen r und s, die in der 
Kette unmittelbar aufeinanderfolgen, Nrs richtig ist, oder aber, daB y mit 
z identisch ist. Demgem&8 wiirde die Formel selbst bedeuten, da bei 
einer derartigen Kette mindestens einmal fiir zwei aufeinanderfolgende 
Glieder Nrs gilt, und daB auBerdem z und y verschieden sind. Dieser 
Sachverhalt la8t sich allerdings nicht durch einen Zahlausdruck wieder- 
geben. Vielmehr besagt er, daB alle die Zahlausdriicke: ++ y, Ney, 
(z)NazNzy, (z)(u)NazNzuNuy usw. gleichzeitig richtig sind. Alle 
diese Ziahlausdriicke haben aber denselben Typ, der durch 


(10) (2,) (Z_) -- - (2m) Naz, Nz, 2,...N 2,12, Nzqny 


dargestellt wird. (10) kann man als Resultante im weiteren Sinne des 
Wortes ansehen. 

Wir wollen also den Resultantenbegriff so erweitern, daS wir als 
Resultat der Elimination nicht nur einen bestimmten Zahlausdruck be- 
zeichnen, sondern auch eine ganze Klasse von Zahlausdriicken, wenn deren 
logische Summe der Formel, an der die Elimination vorgenommen wird, 
aiquivalent ist. Wir werden sagen, wir haben das Eliminationsproblem 
gelést, wenn der Typ dieser Formeln sich so angeben la8t, daB8 man von 
einem vorgelegten Zihlausdruck angeben kann, ob er zu diesen Formeln 
gehért oder nicht. 

Wir beschrinken uns bei unseren Untersuchungen zunichst darauf, 
da8 das zu eliminierende Pridikat nur ein Argument hat. Da8 wir da- 
mit nicht auf den auf Seite 392 erwihnten Fall zuriickkommen, sehen 
wir ja am Beispiel der Formel (9). Ferner machen wir die weitere Ein- 
schrinkung, daB die hinter (EF) vorkommenden Individuenoperatoren 
simtlich Allzeichen sind. Wie weit diese Beschrinkungen wesentlich sind, 
wird in den folgenden beiden Abschnitten untersucht werden. 

Um unsere Resultante zu finden, wollen wir zunichst eine neue 
Schreibweise fiir die variablen Pridikate einfiihren, die in der der Elimi- 
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nation zu unterwerfenden Formel vorkommen. Betrachten wir einmal 
die Formel 


(11) (EF) (2)(y)(FeGr&FPcHc& FoFyAcy&FoFy Bry&FxFyCzy). 


In dieser Formel kommen neben dem zu eliminierenden Pridikat F 
die variablen Priadikate G, H, A, B,C vor. Fir Gz,H2z, Ary, Bry, Czy 
wollen wir {nur fiir die Zwecke dieses Beweises) eine andere Schreibweise 
einfiihren, nimlich G,, H*, A,,, BY, C*”. Diese Schreibweise la8t unmittelbar 
_ erkennen, welche Disjunktionsglieder zu den 5 Pridikaten in der Formel (11) 
gehéren; einem untenstehenden Argument z oder y entspricht F x oder Fy, 
einem obenstehenden Fz oder Fy. Bei der Formel 


(12) (BF)(2)(y)(z)(u)(FaFyF2PuAcyzu& FPoFuBru& FeFzFuCzzu) 


wiirden wir schreiben A‘¥, Bi, C2". 

Allgemein kénnen wir folgendes sagen: Unsere Formel, bei der die 
Elimination vorgenommen werden soll, sei %. Die in § vorkommenden 
Allzeichen fiir Individuen, die wir mit (z,), (2,), ..., (,) bezeichnen, sollen 
simtlich am Anfang der Formel stehen, also hinter (EF). (Bekanntlich 
kann ja jeder Zaihlausdruck so umgeformt werden, daB die Individuen- 
operatoren alle vorn stehen und sich ihr Wirkungsbereich auf die ganze 
Formel erstreckt). Den hinter den Individuenoperatoren folgenden Teil 
nennen wir die Matriz von %. Diese sei auf die konjunktive Normal- 
form des Aussagenkalkiils gebracht. Jedes Konjunktionsglied der Matrix 
besteht aus Faktoren aus der Reihe Fz,, Fz,,..., FZ, die teils negiert, 
teils unnegiert auftreten. Zu diesen Faktoreu treten dann noch variable 
Priidikate mit Argumenten aus der Reihe z,, 7,,..., %,. Wir diirfen annehmen, 
da8B jedes Konjunktionsglied nur ein variables Pridikat enthilt. Haben 
wir namlich beispielsweise ein Konjanktionsglied Fx Fy (Azy & Brz)Cyy, 
so kénnen wir dieses durch F xz Fy H ry ersetzen, indem wir (Azy & Brx)Cyy 
als eine Einsetzung fir Hay ansehen. Die Elimination wird dann bei 
der Formel mit Hzy vorgenommen und nach vollzogener Elimination 
fir Hay wieder (Azy & Brz)Cyy eingesetzt. Ferner diirfen wir an- 
nehmen, da8 das zu den F enthaltenden Faktoren hinzukommende va- 
riable Pridikat nur solche Variable als Argumente hat, die auch als Ar- 
gumente von F in den begleitenden Faktoren vorkommen. Hatten wit 
z. B. eine Formel 


(EF) (zx) (y) (z)(u)(FaFyAcyzu&FoFy PzFu Bryzu), 
so kénnten wir die Allzeichen (z) und (uw) gemaB der Formel 
(x) (Az & Ba) <> (xz) ((y) dy & Bz) 
aufspalten und in die Konjunktion hineinziehen, also schreiben : 
(EF) (x) (y) (z) (u) (Fa Fy (r)(s) Avyrs& FoF y Fz Fu Bryzu). 
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(r)(s) Azyrs kann dann als eine Einsetzung fiir Czy aufgefaBt werden, 
so da8 wir uns nur mit der Formel 

(EF) (x) (y) (2) (u) (FaFyCry&F oF yFzFu Bryzu) 
zu befassen hatten. 

Nun kénnen wir, wie bei der Formel (11) und (12), bei den in § auf- 
tretenden, von F verschiedenen Pridikaten die Argumente teils unten, 
teils oben hinsetzen. Ein Argument z kommt nach unten hin, wenn Fz, 
nach oben hin, wenn Fz als Faktor vor dem Pridikat steht. 

Wir erkliren nun, was wir unter Zdhlausdriicken der Klasse I be- 
ziglich der Formel § verstehen wollen Es sind dies gewisse Pridikate, 
also Ausdriicke mit freien Individuenvariablen, die sich durch Kombination 
der in § vorkommenden variablen Pridikate bilden. Die freien Variablen 
werden also teils oben, teils unten als Argumente stehen, kénnen aber 
auch ganz fehlen. Die Definition geschieht durch Rekursion. Zunichst 
sind Zahlausdriicke der Klasse I die in § vorkommenden variablen Pridi- 
kate selbst, also z. B. bei der Formel (12) A%?, Bi, Cz". Weiter kann 
aus zwei Zahlausdriicken der Klasse I unter Umstinden ein neuer gebildet 
werden. & sei ein Zahlausdruck der Klasse I mit 7z,, z,,...,2,,2 als 
oberen und ¥,, ¥,-.-) Ym 918 unteren Variablen; wir schreiben dafiir 
qy*'::**~* gPi---Pu sei ein anderer Zahlausdruck der KlasseI. Dann 


Vi---Um M1---Q2 
soll auch eo ee 
Zz +++ By 1-++PE 
(2) Wr EP 


ein Zahlausdruck der ersten Klasse sein. Dieser hatte die Form 
ae ie (Die Reihenfolge der Argumente soll iibrigens bei diesen 
Abkiirzungen ohne Bedeutung sein.) Ferner entsteht aus einem Zahl- 
ausdruck der Klasse I ein neuer, wenn man obere freie Variable oder untere 
freie Variable unter sich gleichsetzt. 

Ein Beispiel mége die Bildung erliutern. Bei der Formel (11) hat 
man zunichst als Zahlausdriicke I G,, H*, A,,, BY,C"’. Man kann nun 
schrittweise bilden: 

Agy, (y) Acy Bi, (y) (2) Azy Bz C**, (2) (y) (2) Ary BEC" O™*, 
(x) (y) (2) (u) Az, Bz C** C™* By. 

Man wiirde diese Ausdriicke abgekiirzt mit U,,, B,,, €:, D’”, E" be- 
zeichnen. DaB sie gem&iB unseren Regeln gebildet sind, geht aus 
Be, = (y) Wey BY; Ce = (2) Be. 0°"; D™ = (2)C0*; E == (u) D™ By 
hervor. Die Benennung der Allzeichen und der freien Variablen ist dabei 
natiirlich prinzipiell gleichgiiltig. Aus dem letzten hingeschriebenen Ausdruck 
entsteht durch Gleichsetzung von freien Variablen 
(13) (x) (y) (2) (u) Azy BEC**C™ By. 


Wir kénnen diesen Ausdruck Y%’ nennen. 
Mathematische Annalen. 110. 
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Ein anderer Zahlausdruck der Klasse I, der zur Formel (11) gehért, 
ist (p) A,, BY (14), der durch Gleichsetzung der Argumente aus (p) A,, B? 
entstanden ist. Wir gebrauchen dafiir die Abkiirzung 8,. Aus (13) und 
(14) kann man einen neuen Zahlausdruck der Klasse I 

(15) (x) (y) (2) (u) (v) (p) Aey BE C*’ C™™ By Ay, By 

bilden. Das Bemerkenswerte an diesem Zahlausdruck ist, daB er keine 
freien Variablen mehr enthalt. Zahlausdriicke der Klasse I wie (15), die 
keine freien Variablen mehr enthalten, sollen als Zahiausdriicke der Klasse II 
bezeichnet werden. Diese Ausdriicke haben alle die Form (z)U,8*, 
wie aus unseren Bildungsgesetzen hervorgeht. Die verschiedene Stellung 
der Argumente, die nur den Zweck hatte, die Bildung der Zahlausdriicke 
der Klasse II zu erleichtern, kénnen wir dann wieder aufgeben. Es ist 
nach dem Vorhergehenden klar, daB es zu einer vorgegebenen Zahl der 
Allzeichen oder auch der Disjunktionsglieder nur endlich viele Zahlausdriicke 
der Klasse II gibt, die man leicht angeben kann. Es laBt sich also auch 
bei einem vorgelegten Zaihlausdruck immer entscheiden, ob er der Klasse II 
beziiglich einer Formel angehért oder nicht. 

Unsere Behauptung lautet nun: Dre logische Summe aller Zahlausdriicke 
der Klasse 11 ist die Resultante der Formel §. 

Ehe wir in den Beweis eintreten, machen wir eine Anwendung unseres 
Satzes. Wir nehmen die Elimination bei der Formel (9) vor. Zugleich 
werden wir an diesem Beispiel sehen, wie wir uns beim Auftreten von 
freien Variablen zu verhalten haben. Die Formel (9) hieB: 

(EF) (Fr& Fy & (u) (v) FuF v Nuv). 
Unter Benutzung der logischen Identitat (u) ((u + 2) Fu) <>» Fz wird der 
Ausdruck umgeformt zu 
(EF) (u) (v) (Fu(u + 2) & Fu(u + y) & FuFoNuv). 

Zur Bildung der Resultante haben wir also die Pridikate ,+ x, “+ y, N*. 
z und y sind hier als Konstante anzusehen. Durch InduktionsschluB, den 
wir seiner Einfachheit wegen nicht ausfiihren, beweist man, da8 Zahlaus- 
driicke I mit freien Variablen nur von der Form %,, 8, €" sich bilden 
lassen, ferner, da iiber ihre Gestalt folgendes gilt: 


Bi, ist gleich (y) (z)...(v) My NY...™; 
W,, ist gleich + z, (v), + 2%, (v) (w)p+ 2 NY NE usw.; 
€C* ist gleich “+ y, (v)’ + y Ne, (v)(w)’ + y Ne NY usw. 
Demnach kommen als Zahlausdriicke der Klasse II, die die Form (u) &, 8" 
haben miissen, nur folgende in Frage: 
(u)(u-+ 2 uy); (u)(v)(u+ 2 Nuv vy); 
(u) (v)(w)(u-+-2 NuvNow u+y) usw. 
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Diese Formeln kann man wieder mit Hilfe der Identitat (u) ((u + 2) Fu) <> Fz 
vereinfachen zu: 
z+y, Nay, (v)NcvNvy, (v)(w)NcvoNowNwy usw. 
Demnach haben wir als Resultante der Formel (9) 
t+y&Nay&(v)NevoNvys&..., 
wie wir schon oben vermutet hatten. 

Um allgemein die Resultante als Folgerung von § zu erweisen, zeigen 
wir, daB fiir einen Ausdruck %7'%""'™ und ein zu § gehériges erfiillendes 
Pridikat ® die Beziehung ; 

UT Dx, Dx,...92,Dy,...Oy 
fiir alle Werte von Z,,..., In, Y;,---» Ye gilt. Der Fall, daB bei & oben 
oder unten keine Variablen vorkommen, ist dabei eingeschlossen. Der 
Beweis geht durch Induktion nach der Anzahl der in & auftretenden 
Disjunktionsglieder. Ist diese Anzahl 1, so ist die Behauptung offenbar 
richtig. Ist sie gréBer als 1, so l4Bt sich =. = zerlegen in 


(z) .. ¢’ . +; 4 


-e ty... 
Dabei ist die Reihe p,,..., ;, 8,,..-,8, von der Reihenfolge und etwaigen 
Wiederholungen abgesehen, mit y,, ¥,-.-, Ye UO Gy, Ggs - + +5 Yrs bys «+ or & 
mit 2,,%,...,% identisch, Da 8 und € weniger Glieder als & ent- 
halten, diirfen wir annehmen, da8 


BrP! Oy... .Oq,P2Op,...Pp, und C5 Ot,...6t,O2Bs,...Ds, 
we 

fiir alle Werte der hingeschriebenen Individuenvariablen richtige Formeln 

darstellen. Unter Benutzung der Formel 

(16) (x) (Az@z & Bebz) + (x) Az Bz, 

die eine Anwendung der Formel (6) auf S. 394 ist, erhilt man daraus 
(2) Bot Ce: ,5Dq,--- Pm Pt,...P4Dp,...Dp, Hs, ...Ds, 

d.h. aber UW Dz, ... Dt, Dy,...Dyp. 


Als Spezialfall der Behauptung hat man, da8 (z)U,®z und (x) B* Oz 
fiir beliebige M und $ richtig sind, also auch gemaB (16) die Zahlaus- 
driicke der Klasse II. Es kommt nun umgekehrt darauf an, unter Voraus- 
setzung der Richtigkeit der Zahlausdriicke II zu zeigen, daB sich ein er- 
fiillendes Pridikat ® definieren 148t. Wir betrachten dabei nur solche 
Individuenbereiche, die wohlgeordnet sind. 

Wir denken uns alle Zahlausdriicke der Klasse I gebildet und teilen 
alle Individuen in drei Klassen, &,, R,, K,, ein. SK, besteht aus den 
Elementen z, fiir die es ein & gibt, so daB UW, falsch ist, R, aus den- 
jenigen z, fiir die ein 6* falsch ist. In allen tbrigen Fallen kommt z 
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in R,. SK, hat schon laut Definition mit R, und R, keine gemeinsamen 
Elemente, aber auch , und S, sind elementenfremd. Wire namlich fiir 
ein x gleichzeitig ein MU, und ein B* falsch, so wiire die Formel (x) U, B 
falsch, im Widerspruch zu der Voraussetzung, da8 die Formeln der Klasse II 
fiir den Individuenbereich richtig sind. 

Die Klasse &, wird noch in zwei Unterklassen, 8, und &,, gespalten. 
Wir betrachten die Zahlausdriicke © der Klasse I, bei denen die freien 
Variablen alle oben stehen. Setzen wir fiir die freien Argumente der 
Zahlausdriicke OD nur Elemente einer bestimmten Untermenge M von &, 
ein, so kénnen diese Ausdriicke teils zu richtigen, teils zu falschen Aus- 
sagen werden. Wir fassen nun solche Untermengen M von 8, ins Auge, 
bei denen die Zahlausdriicke © immer richtig werden, welche der ge- 
nannten Ausdriicke man auch nimmt und wie man auch die Argumente 
aus M wihlt. Derartige Mengen sollen Mengen der ersten Art heiBen. 
Wir bezeichnen sie durch einen groBen lateinischen Buchstaben mit einem 
dahintergesetzten Strich. 

Ist eine Menge von der ersten Art, so ist natiirlich auch jede ihrer 
Teilmengen von der ersten Art. Innerhalb der Gesamtheit der Mengen 
der ersten Art lé8t sich eine Ordnung herstellen. Sind K’ und M’ zwei 
Mengen der ersten Art, die nicht identisch sind, so hat man in K’ und M’ 
als Teilmengen die Mengen derjenigen Elemente, die nicht K’ und M’ ge- 
meinsam angehéren. Die ersten Elemente dieser Teilmengen seien k und m. 
Steht nun & vor m, so soll auch K’ dem M’ in der Ordnung vorangehen. 
Falls eine der Teilmengen, etwa die von K’, leerwar, so kommt es dar- 
auf an, ob m spater ist als simtliche Elemente von K’ oder nicht. Im 
ersten Falle geht K’ dem M’ voran, im zweiten Falle ist es umgekebrt. 
Man iiberzeugt sich leicht, daB die definierte Beziehung zwischen zwei 
Mengen die Eigenschaften einer Ordnungsrelation besitzt. 

In der Gesamtheit der Mengen der ersten Art wollen wir nun einige 
ausmerzen. Eine Menge der ersten Art soll gestrichen werden, wenn ihr 
eine andere Menge der ersten Art voraufgeht, die keine Teilmenge von 
ihr ist. Die iibrigbleibenden Mengen nennen wir Mengen zweiter Art. Es 
gibt iiberhaupt Mengen zweiter Art, sofern §, nicht leer ist; z. B. ist eine 
solche die Menge, deren einziges Element das ,,erste“ Element von §&, ist. 
Diese Menge gehért namlich zur ersten Art, wie aus der Definition von 
K, folgt; andererseits geht diese Menge simtlichen anderen vorauf. Wir 
bezeichnen die Mengen der zweiten Art mit M”, K” usw. 

Nach dem Gesagten ist klar, daB in der Gesamtheit der Mengen 
zweiter Art jeder Menge K” nur solche andere M” voraufgehen kénnen, 
die echte Teilmengen von ihr sind. Ferner gehen die Elemente von M”, 
die ja auch in K” vorkommen, dort simtlichen anderen Elementen vor- 
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aus. Es gilt aber auch das Umgekehrte: Ist K eine Teilmenge von M” 
mit den gerade angegebenen Eigenschaften, z.B. eine Teilmenge von M”, 
die aus allen Elementen von M” besteht, die einem Element y von &, 
vorangehen, so ist auch K eine Menge der zweiten Art. Denn zunichst 
ist K eine Menge der ersten Art. Ware K beim Ubergang zu den Mengen 
der zweiten Art gestrichen, so gibe es eine K vorangehende Menge L’, 
die nicht Teilmenge von K ist. Diese Menge L’ besitzt gemaS unserer 
Festsetzung der Ordnung zwischen den Mengen der ersten Art ein Element I, 
das nicht in K vorkommt; ferner gibt es in K ein k, das auf / folgt. Da 
die Elemente, die M” mehr enthilt als K, alle auf die Elemente von K 
nach Voraussetzung folgen, so kann / nicht zu M” gehéren. Da L also 
keine Teilmenge von M” ist und andererseits M” voraufgeht, hatte auch 
M” gestrichen werden miissen, wihrend doch M” eine Menge der zweiten 
Art ist. 

Die Vereinigungsmenge V aller Mengen der zweiten Art ist selbst 
eine Menge der zweiten Art. Zuniichst ist sie nimlich eine Menge der 
ersten Art. Um das zu beweisen, miissen wir zeigen, daB 0”'’'*”" richtig 
wird, wenn wir 7p,,...,~, aus V entnehmen. p, sei das letzte Element 
der p,,..-; Pn. Es gibt eine zugehérige Menge M” der zweiten Art, in 
der p, vorkommt. Die Menge M” enthilt auch die anderen Elemente 
Pi» +++» Pn. Ga bei den spiteren Mengen nur Elemente hinzukommen, die 
auf p, folgen. Daher ist D”'**’ richtig. — Ware nun V nicht Menge der 
zweiten Art, so giibe es eine Menge K’ und ein Element v von V und 
ein Element k von K, so daB die v in V und k in K’ voraufgehenden 
Elemente identisch sind; gleichzeitig steht k vor v. Es gibt nun eine 
Menge L” der zweiten Art, in der v vorkommt. Die in dieser Menge v 
voraufgehenden Elemente sind dieselben wie diejenigen, die v in V vor- 
aufgehen. Es hitte also auch L” gestrichen werden miissen, was einen 
Widerspruch ergibt. 

Unsere Klasse &, ist nun gleich V. S, besteht aus den iibrigen 
Elementen von §;,. 

Die Definition der erfiillenden Funktion ® sieht folgendermaSen aus: 
® ist wahr, wenn « zu &, oder &, gehért, falsch, wenn z zu S, oder &, 
gehort. 


Es sei nun oS ein Zahlausdruck I. Wir zeigen, daB 


We Bz, .»- Din Dy, ...DYq 


"1 
sich beweisen ]aBt. In dieser Behauptung ist als Spezialfall enthalten, 
daB @ ein erfiillendes Pridikat fiir die Formel ¥ ist. 
Die Behauptung kénnte nor dann fraglich sein, wenn die z alle zu 
RK, oder K,, die y alle zu K, oder K, gehérten. Es mége p,,..., Py zu 
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Ris I++ WW Ry Ty... 7% MW Ky, 8,,...,8, za KR, gehdren. Es gibt 
dann Zahlausdriicke B® und ©, so daB By,..., BY, CE", ...,C° alle 


falsch sind. Ist nun &?* es = falsch, so gilt dasselbe fiir 


os (kK) ge) 0 (vy Mp G+. @ 

(u u,)--(u) (0,0) 8 9! oo" ..€ pa ae 
Dieser Ausdruck hat aber die Form of ‘“. Wir kénnen uns daher beim 
Beweise unserer Behauptung auf den Fall 7 Pa daB z,,...,%,_ ZU 


RK, und y,,..., Y, zu K, gehéren. 

M” sei die Menge der Elemente von &,, die y, voraufgehen. Die 
Menge, die entsteht, wenn man zu den Elementen von M” noch y, hin- 
zunimmt, nennen wir (M”, y,). 

1. Fall: (M”, y,) sei Menge der ersten Art. Da M” Menge der 
zweiten Art ist, (M”, y,) aber nicht, miiBte es eine oder mehrere Mengen 
der ersten Art geben, die die Elemente von M” und auBerdem noch ein 
Element z enthielten, das y, voraufgeht. Unter der Menge dieser z sei 
z, das erste Element. Die Menge (M”, z,) muS dann eine Menge der 
zweiten Art sein. Das steht damit im Widerspruch, daB M” alle y, vor- 
aufgehenden Elemente enthalten sollte. Dieser Fall ist also nicht méglich. 

2. Fall: (M”,y,) sei nicht Menge der ersten Art. Es gibe dann 
Elemente p,,...,p, von M” und einen Ausdruck %, so daB $”°”*” 
falsch ist. Ware nun %*'" - falsch, so wiirde dasselbe fir 

() er aes 
gelten. Diesen Ausdruck kann man aber auch schreiben als 


Cr “Pk ti-+-%m 
“Un 


Ware also ein = a falsch, so auch ein anderer Ausdruck derselben 


Art, bei dem one ‘weal Argumente stehen. Durch wiederholte An- 
wendung dieser SchluBweise wiirden wir schlieBlich einen Ausdruck €%---% 
bekommen, der ebenfalls falsch ist, wihrend die Argumente q,,..., 4 
(1 + 0 vorausgesetzt) alle zu &, gehéren. Das ist aber ein Widerspruch. 
Ist 1 = 0, so haben wir einen Zahlausdruck der zweiten Klasse erhalten, 
der falsch sein mii®te, und kommen also in Widerspruch mit unserer Vor- 
aussetzung. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 


5. Elimination von Pridikaten mit zwei und mehr Leerstellen; 

Beispiele fiir Anwendung des in §4 bewiesenen Hauptsatzes, 

Wir lassen jetzt zu, daB das zu eliminierende Pridikat zwei und 
mehr Argumente hat. Dieser Fall wird darauf zuriickgefiihrt werden, daf 
F nur ein Argument hat. Die Zuriickfiihrung ist aber nicht so zu ver- 
stehen, daB zu jeder Formel (ZF) U(F), in der F ein Pradikat mit mehreren 
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Leerstellen ist, eine Formel (EF)®(F) angegeben wird, in der F ein 
Pradikat im engeren Sinne ist und die in dem gleichen Individuenbereich 
definiert und (EF)U(F) aquivalent ist. Vermutlich ist eine derartige 
Zuriickfiihrung sogar nicht méglich. Vielmehr wird die Formel (ZF) 8 (F) 
in einem neuen Individuenbereiche konstruiert werden. Diese Zuriick- 
fiihrung gilt iibrigens auch fiir den noch nicht behandelten Fall, daB auch 
Seinszeichen fiir Individuen vorkommen. 

Beschrinken wir unsere Untersuchungen zunichst darauf, daB alle in 
(ZF)U(F) vorkommenden Pridikate héchstens zweistellig sind. Wir kénnen 
dann annehmen, da8 auch wirklich alle Pridikate zweistellig sind. Ein 
Pradikat Az kann nimlich ersetzt werden durch ein Priadikat Azz, das 
fiir alle mit Aw wahrheitsgleich ist. 

Es sei nun J der urspriingliche Individuenbereich. Wir ordnen dem 
Bereich J einen neuen J’ zu, dessen [ndividuen alle geordneten Paare 
(x, y) sind, bei denen x und » Elemente von J sind. Jedem zweistelligen 
Pridikat Axy in J entspricht dann ein einstelliges Priidikat A’ in J’ und 
umgekehrt. Einem Element z von J entspricht in eindeutiger Weise ein 
Element (z, z) von J’, das wir auch mit 2’ bezeichnen. In J’ definieren 
wir nun drei individuelle Pradikate, ein einstelliges und zwei zweistellige. 
Sa bedeute, das Paar z hat gleiches Vorder- und Hinterglied, d.h. also 
x ist gleich z’, wo z ein Element von J ist. Vay bedeute, das Paar x 
hat mit dem Paar y gleiches Vorderglied; Hxy steht fiir: das Paar z hat 
mit dem Paar y gleiches Hinterglied. 

Wir zeigen nun, das sich zu der Formel &(F) in J eine aquivalente 
Formel 6(F’) in J’ angeben laBt, wobei F und F” die angegebene Be- 
ziehung haben. Es wiirde dann folgen, daB auch (EF)U(F) in J und 
(EF’)8(F’) in J’ gleichwertig sind. Wir lassen dabei den Fall zu, daB 
U(F) auch freie, d. h. nicht durch All- oder Seinszeichen gebundene 
Individuenvariable enthalt. W(F) sei natiirlich auf die Normalform ge- 
bracht, bei der alle Individuenoperatoren an der Spitze stehen. Der Be- 
weis geschieht durch Induktion nach der Anzahl der in & (F) vorkommenden 
Individuenoperatoren. 

1) U(F) enthalte keine Individuenoperatoren. Es hat dann die Form 
U(x, y,...,m), wo z,y,...,” freie Variable sind. Es gibt dann einen 
Ausdruck $(2’, y’,..., ”’) in J’, der mit & gleichwertig ist. Wir ersetzen 
nimlich jede Elementaraussage Auv von W(F) durch die ihr in J’ gleich- 
wertige (z)(Vzu' Hzv' A’z), womit der Beweis schon gefiihrt ist. 

2) U(F) enthalte p+ 1 Individuenoperatoren. Es hat dann entweder 
die Form (u)U(u, x, y,..., m) oder aber (Eu) U(u, z, y,...,). Da & nur 
p Individuenoperatoren enthalt, diirfen wir fir UM die Behauptung als be- 
wiesen annehmen. Es ist also der Ausdruck U(u, z,...,”) in J gleich- 
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wertig dem Ausdruck 8(u’, 2’, y’,...,”’) in J’. Dann ist aber auch 
der Ausdruck (u)U(u,z,y,...,) in J gleichwertig dem Ausdruck 
(u)SuB(u, 2’, y’,...,n’) in J’, baw. (Eu)U(u, z,...,”) gleichwertig 
(Zu) (Su & B(u, z’,...,'). Damit ist die Behanptung bewiesen‘). 
Als Beispiel einer umzuwandelnden Formel nehmen wir 
(z) (Ey) FryFyrzAcc& FoyFexrByz. 
Die Umwandlung ergibt hier 
(x) (By) Sz[Sy & (2) (u) (VazHyzVyuHcuF’2F'uA' 2) 
& (v) (w)(V2v Hyv VywH cw FoF’ 2c Bw). 
Ubrigens erkennt man an diesem Beispiel, wie auch allgemein an den 
vorstehenden Uberlegungen, daB der Ausdruck in J’ dieselbe Folge von 
Individuenoperatoren enthalt wie der in J; nur kommen am Schlu8 noch 
Allzeichen hinzu. 

Nach dem bisherigen laBt sich die Elimination eines zweistelligen 
Pridikats immer durch die eines einstelligen ersetzen. Jedoch wird dann 
die Resultante im Bereich J’ definiert sein. Zu einer vollsténdigen Lésung 
des Eliminationsproblems wire erforderlich, daB sich die Resultante in J 
angeben la8t. Wahrend wir also vorher zum Bereich J’ tibergingen, miissen 
wir nach der Elimination zum Bereich J zuriickkehren. Dies ist nun ver- 
haltnismaBig leicht. Die Resultante in J’ enthalt auBer variablen ein- 
stelligen Pridikaten S,V und H. Die Aussagen mit den Individuen von 
J’ als Argumenten sind Aussagen iiber die Vorder- und Hinterglieder der 
Paare (z, y). Kommt nun in der Resultante eine gebundene Variable z 
in der Verbindung A’z vor, so wird sie durch Az,z, ersetzt. z, und z, 
waren hier das Vorder- und Hinterglied von z. Das Allzeichen (z) wird 
durch (z,)(z,), ein Seinszeichen (Ez) durch (£z,)(Ez,) ersetzt. An Stelle 
von Sz schreibt man z, = z,. Fiir Vuz bzw. Huz schreibt man u, = z,, 
bzw. u, = 2,, wenn uw in u, und u, aufgespalten wird. Kommen noch 
freie Variable z’, y’, usw. vor, so werden sie in (z, z), bzw. (y, y) auf- 
gespalten. Der so entstehende Ausdruck ist wieder ein Ausdruck in J; 
seine Aquivalenz mit dem Ausdruck in J’, aus dem er entstanden ist, 
ist klar. 

Wir hatten uns auf den Fall von zweistelligen Pridikaten beschrankt; 
bei drei- und mehrstelligen ist das Verfahren, das ja durchsichtig genug 
ist, entsprechend. Bei dreistelligen Pridikaten z.B. besteht der Bereich J’ 
nicht aus Zahlenpaaren, sondern aus Zahlentripeln. An individuellen 
Pridikaten haben wir hier vier, nimlich Sz, Vzy, May, Hzy. Sie 


W. Ackermann. 


*) In dhnlicher Weise, aber zu anderen Zwecken, findet sich eine Reduzierung 
der Zahl der Pradikatenargumente schon in der in Anmerkung *) erwdhnten Arbeit 
von Léwenheim. 
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entsprechen den vier Aussagen: Das erste, zweite und dritte Glied von z 
sind identisch; die beiden Vorderglieder von z und y sind gleich; die 
beiden Mittelglieder von x und y sind gleich; die beiden hinteren Glieder 
von z und y sind gleich. Bei der Riickverwandlung haben wir jedes 
Ding von J’ in drei Dinge aufzuspalten. 

An einigen Beispielen wollen wir nun das Verfahren, wie auch den 
in §4 bewiesenen Hauptsatz erlautern. 

1. Beispiel: 

(17) (EF) (z)(y)(AcyFry & BryF ey). 

Der Ubergang zu J’ laBt sich hier etwas einfacher gestalten als nach 
unserem allgemeinen Verfahren. Offenbar entspricht der Formel in J’ die 
aquivalente 

(E F’) (z)(A’2F’z & B’z Fz). 
Als Resultante findet man (z) A’z B’z. Zu J zuriickkehrend bekommt 
man (xz) (y)Azy Bay. 

2. Beispiel: 

(18) (EF) (z)(y)(FrxFryAzcy & Pex Bry). 
Beim Ubergang zu J’ verwandelt sich der Ausdruck in 
(EF’) (x) (y)SaSy[(2) F’'a2F’2A'2VazHyz & (u) F’cVucH yu Bu). 

Durch Umstellung der Allzeichen erhilt man daraus 
(E F’)(z) (2) (F’2 F’z A'zVazSzx(y)SyHyz& S2F'x(u)Vuz Bu(y)SyA yu). 
Dieser Ausdruck la8t sich vereinfachen. (y)S yH yz ist offenbar fiir jedes 
z falsch, so daB man diesen Faktor fortlassen kann. 

Dasselbe gilt fiir (y)SyHyu. Man erhilt 
(EF’) (x) (2) (Fa F'2 A'2VaezS82 & F'cS2(u)Vuz Bu). 
Diese Formel geht aus 


(19) (E F’) (2) (2) (F’2 F’z Maz & F’'x Nx) 


hervor, indem man A’z VzzSzx fiir Mzz und Szxz(u) Vuz B'u fiir Nz ein- 
setzt. Wir gebrauchen bei den variablen Pridikaten M und N die Schreib- 
weise M,, und N*. Bildet man die Zahlausdriicke der Klasse II gemaB 
§4, so zeigt sich, daB es nur einen derartigen Zaihlausdruck gibt, namlich 


(x) (z) Na Maz Nz. 


Diese letzte Formel ist also die Resultante von (19). Setzt man fiir 
M und N wieder die Werte ein, so erhalt man nach entsprechender Um- 
ordnung der Glieder : 


(x) (2) (u) (v) Sa28z Vaz Vur Bu A'z Voz Be. 
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Wir spalten nun die Variablen auf. 
(2) (2) (2) (2) (4) (tg) (0,) (04) (@, FF %q) (2, 2) (@, + 2,) (4, 2%) 
Bu, u, Az, 2, (v, + 2,) Bu, »,. 
Dieser Ausdruck ist nur dann nicht bedeutungslos, wenn z, = z, = 2, 
= % = 4, = v, genommen wird. Man darf also schreiben 
(z,) (u,) (v,) Ba, u, Ax, 2, Br, r,, 
oder wenn wir den Index bei den Variablen fortlassen, 
(x) (u)(v) BauAre Bov. 
Eine Umstellung der Allzeichen ergibt 
(z){[Aavaz(u) Bru(v) Baov). 
Der Faktor (u) Bau, der doppelt auftritt, braucht nur einmal gesetzt zu 
werden. Demnach erhalten wir als Endresultat 
(z)(u) Azz Bru. 
Dieses Resultat hatte man, wenn es uns nur auf die Formel (18) 
angekommen wire, natiirlich auch einfacher finden kénnen; die Ableitung 


hatte aber den Zweck, die Anwendung unserer allgemeinen Methode zu 
zeigen. 


3. Beispiel: 

(20) (EF) (z)(y) Avy (FoF y & FrFy). 

Die inhaltliche Bedeutung dieser Formel ist die folgende: Es wird 
gefordert, daB sich der Individuenbereich so in zwei sich ausschlieBende 
Klassen zerlegen li8t, daB, wenn z und y zur selben Klasse gehéren, 
auch Azy wahr ist. Es handelt sich darum, fiir diese Forderung die 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen zu finden. 

Die Formel wird zunichst auf die in §4 erwahnte Ausgangsform 
gebracht. 

(EF)(z)(y)(F2FyAzcy & FeFyAcy). 

Diese Formel entsteht durch Einsetzung aus 
(21) (EF)(x)(y)(F2FyAcy & FeFy Bry). 

Zur Bildung der Zahlausdriicke I haben wir die Grundpridikate A,, 
und By, Wir bilden nun Zahlausdriicke der folgenden Arten 

(s,) ... (Sa) Aes, B"* A,,0, -.. B®-** 4, , 

(z,) ..- (2) Azs, BY" A,,s, --- 4p, _ 12, Bo 

(s,) .... (en) BP” 4,0, B®* ... A, _ a, BY". 
(Selbstverstindlich ist mn bei der 1. und 3. Formel eine gerade, bei der 
2. Formel eine ungerade Zahl). Es soll also auf ein A immer ein B folgen 
und umgekehrt, sofern nicht der Ausdruck schon zu Ende ist. A,, und 
B» sollen auch Spezialfille der 1. bzw. 3. Formel sein. 
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Unter Mzy wollen wir im folgenden immer eine Formel der ersten 
Art verstehen, oder aber eine Formel, die aus einer solchen dadurch 
hervorgeht, da8 in einzelnen Disjunktionsgliedern ein A,, durch A,,, bzw. 
ein B«* durch B’™ ersetzt wird. Entsprechend haben wir die Abkiirzungen 
YW und YU” fir Formeln der zweiten und dritten Art. Natiirlich ge- 
brauchen wir andere deutsche Buchstaben in derselben Bedeutung. Wir 
behaupten nun: a) Bei der Formel (21) haben die Zahlausdriicke der 
Klasse I mit zwei freien Variablen die Formen YU", %, 2°"; b) die Zahl- 
ausdriicke I mit einer freien Variablen haben cine der Formen 4,,; 
(z)U.. Bz; (2) U*B,., wenn die freie Variable unten steht. Sie haben 
eine der Formen Y**; (z) U°* Bs; (z) U,,B*, wenn die freie Variable oben 
steht. Zahlausdriicke mit mehr als zwei freien Variablen kénnen iibrigens 
nicht vorkommen. 

Die Richtigkeit der obigen Behauptung ergibt sich sofort daraus, da8 
eine Zusammensetzung von obigen Ziahlausdriicken gem&B den in § 4 an- 
gegebenen Regeln immer wieder Ausdriicke derselben Art liefert und daB 
unsere Grundpriadikate A,, und B* ebenfalls die genannte Form haben. 
Demnach kommen als Zahlausdriicke der II. Klasse nur folgende Typen 
in Frage: 

1) (x) U,, B** 

2) (x) (y) U2. B*"C,, 

3) (x) (y) Ure By C”” 

4) (2) (y) UB, yO. 
(Man beachte, daB (y) B2 By gleich C€; ist). 

Die Summe aller Ausdriicke dieser vier Typen wiirde die Resultante 
von (21) bilden. Die Resultante unserer Ausgangsformel (20) bekommen 
wir, wenn wir in obigen vier Formeltypen Bry durch Azy ersetzen. 
Ein Ausdruck (x) U,,8** wiirde nach Einsetzung von A die Form haben 


(x) [(z,) ... (2) Avz, Az, 2... Agq_ a (2,) ... (2_) AZZ, ... Am 2). 
Es ist hier zu beachten, da8 der von (z,)...(z,) abhangige Teil eine un- 
gerade Anzahl von Faktoren enthalt. Nehmen wir nun m und n gleich, 


so braucht man den doppelt auftretenden Teil der Formel nur einmal zu 
schreiben. Es ergibt sich, daB jede Formel 


(25) (x) (z,) ... (Z) Azz, Az, 2%... At%m—1%, Ame (n = 2k), 

bei der die Anzahl der Disjunktionsglieder ungerade ist, ein Zahlausdruck II 
ist. Nun sind aber alle aus 1) bis 4) durch Eimsetzung von A fiir B 
sonst entstehenden Formeln simtlich Folgerungen einer Formel vom Typ 


(25). Daher ist die logische Summe aller Formeln (25) die Resultante der 
Formel (20). 
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6. Das Auftreten von Seinszeichen. 


Es soll jetzt auf den Fall, daB in der der Elimination zu unter- 
werfenden Formel auch Seinszeichen vorkommen, eingegangen werden. 
Dieser Fall wird hier allerdings nicht abschlieBend behandelt werden, 
jedoch 148t er sich mit Hilfe der friitheren Resultate einfacher und durch- 
sichtiger gestalten, so da8 in besonderen Fallen die Elimination gelingt. 
Das Problem la8t sich naimlich ebenfalls in ein solches umformen, bei dem 
nur Allzeichen vorkommen. Dafiir ist aber die zu eliminierende Funktion 
kein Pridikat mehr, sondern eine Belegungsfunktion, d.h. eine Funktion, 
deren Argumente und Werte Individuen sind, eine Funktion also, die den 
Charakter einer mathematischen Funktion hat. Diese Umformung zu 
zeigen, ist das Ziel dieses Abschnitts. 

(EF)U(F) sei die in Frage stehende Formel. Die Individuen- 
operatoren stehen wie gewdhnlich alle vorn. Folgen nun hinter (EF) 
Seinszeichen fiir Individuen, so kénnen diese vor (EF) gezogen werden. 
Kommen weiter keine Seinszeichen vor, so ist der Fall schon durch unsere 
vorstehenden Untersuchungen erledigt. Wir diirfen daher annehmen, da8 
hinter (ZF) zuniachst Allzeichen auftreten und dann wieder ein Seinszeichen. 
(EF)U(F) habe also die Gestalt (ZF) (zx,)...(x,) (Ey) U(z,, ..., %, y, F). 
Hier kann U(z,, ..., 2, y, F) natiirlich unter Umstanden weitere All- und 
Seinszeichen enthalten. Da durch &(F) verlangt wird, daB es zu jeder 
Kombination z,,..., 2% ein y gibt, so daB U(z,,..., %, y, F) richtig ist, 
so muB8 es eine Funktion g(z,,...,2,) geben, deren Wert wieder ein 
Element des Individuenbereichs ist, und die die Rolle von y vertritt. 
Demnach kann ich 


(EF) (z,) oes (,) (EZ y) U(z,, very Dey y, F) 
durch 
(EF) (Eq) (z,) eee (z,) A(z,, eee Ly, 9 (2, eesg Lx), F) 


ersetzen. (Eg) kann dann noch mit (EF) die Stellung vertauschen. Der 
Unannehmlichkeit, daB nun g(z,,..., 2%) als Argument auftritt, kénnen 
wir dadurch entgehen, da8 wir die letzte Formel durch die aquivalente 


(Eg) (EF) (z,) tee (2x) (y) (g (2, seep De) y) U(z,, ++ +y Dey Y, F) 


ersetzen. Wir haben dadurch erreicht, daB hinter (EF) ein Seinszeichen 
weniger auftritt. Dieses Verfahren setzen wir so lange fort, bis simtliche 
Seinszeichen fiir Individuen verschwunden sind. Die Elimination von F 
148t sich dann wie friiher ausfiihren. Dabei stéren uns Faktoren wie 
g(x,,---; Ze) = y nicht; denn sie lassen sich durch ein variables Pridikat 
Az,...%y ersetzen, und nach der Elimination kann man dafiir wieder 
g(z,, ..-, Z) = y schreiben. 
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Nun haben wir aber nach der Elimination die Seinszeichen fiir Be- 
legungsfunktionen dastehen. In besonderen Fallen wird es ohne weiteres 
gelingen, diese Belegungsfunktionen in fhnlicher Weise, wie wir sie ein- 
gefiihrt hatten, auch wieder riickgingig zu machen. Im allgemeinen wird 
man das aber nicht erwarten kénnen, da ja die Struktur von U(F) durch 
die Elimination verindert wird. Das Fortschaffen der Belegungsfunktionen 
stellt sich vielmehr als ein besonderes Eliminationsproblem dar, fiir das 
eine allgemeine Lésung bisher nicht vorhanden ist. Als ein Fall, in dem 
die Herausschaffung der Belegungsfunktionen miihelos gelingt, sei hier 
noch folgende Formel behandelt : 

(26) (EF) [(x) (By) (Avy & Pay) & (x) (Ey) (Bry & Fry). 

Die Einfiihrung von zwei Belegungsfunktionen g und h ergibt 
(Eg) (Eh) (EF) ((z) (y) (gz + y) (Avy & Fry) & (x) (y) (ha + y) (Bry & Fry)). 

Der hinter (EF) stehende Teil dieser Formel l48t sich umformen zu 
(2)(y)((g2 + y) A zy & (ha + y) Bry) & (x)(y)((g2 + y)F zy & (ha + y) Fry). 
Da F nur in dem zweiten Konjunktionsgliede vorkommt, kann (E F) dort- 
hin gesetzt werden und die Elimination von F gem&8 (17) vollzogen werden. 
Man erhilt also 
(Eg)(Eh){(x)(y)((g2 + y) Axy & (ha + y) Bry) & (2)(y)((ga + y)ha + y))- 

Wir ordnen die Glieder um: 

(Bh) [(z) (y) (ha + y) Bry & (Eg) (x)(y) (gz + y) (Ary &hae + y)), 
g kann jetzt eliminiert werden. Wir geben gleichzeitig der ersten Variablen 
y eine andere Benennung: 
(Bh) [(x) (2) (ha + 2) Baz & (x) (Ey) (Avy & ha + y)). 
Fir (z)(Zy)(Azvy & ha+ y) darf man schreiben 
(x) (2) (ha + 2)(By)(Ary &z+ y). 
Dieses Glied kann dann mit dem ersten vereinigt werden zu 
(Eh) (x) (2) (ha + 2)(Baz & (Ey) (Ary &z + y). 
Jetzt wird A eliminiert : 
(x) (Ez) (Baz & (Ey) (Ary &z+ y)). 
Wir haben also als Resultante 
(x) (Ey) (Ez) (Ary & Baz &z+y). 


(Eingegangen am 13. 1. 1934.) 











Uber den Tschebotareffschen Dichtigkeitssatz. 


Von 
Max Deuring in Leipzig'). 


K sei eine galoissche Erweiterung des Zahlkérpers k. Die Frobenius- 
substitutionen der K-Primteiler eines Primideals p von k bilden eine Klasse 
€ konjugierter Elemente der galoisschen Gruppe © von K/k. Wir sagen: 
p gehért zur Klasse €. Der Satz von Tschebotarjow heiBt: Die Prim- 
ideale von k, die zu einer vorgegebenen Klasse € gehéren, haben eine 
Dichtigkeit, die gleich ist der Anzahl der Elemente von €, dividiert durch 
die Ordnung der galoisschen Gruppe 6. 

Die bisher gegebener Beweise dieses Satzes benutzen entweder die 
Durchkreuzung mit Kreiskérpern [Tschebotareff, Die Bestimmung der 
Dichtigkeit einer Menge von Primzahlen,. welche zu einer gegebenen Sub- 
stitutionsklasse gehéren, Math. Ann. 95 (1926); Schreier, Uber eine Arbeit 
von Herrn Tschebotareff, Abh. Math. Sem. Hamburg. Univ. 4 (1926); 
Scholz, Die Abgrenzungssitze fiir Kreiskérper und Klassenkérper, Sitz.- 
Ber. PreuB. Akad. (1931); Hasse, Bericht iiber neuere Untersuchungen 
und Probleme aus der Theorie der algebraischen Zahlkérper, II, Rezi- 
prozitatsgesetz, Jahresber. Deutsch. Math. Ver., Erg.-Bd. VI, 8. 133— 138], 
oder sie schlieBen mit den Artinschen Z-Reihen genau so, wie mit den 
gewohnlichen Z-Reihen im abelschen Fall (Hasse, loc. cit., 8. 160—161). 

Zweck dieser Zeilen ist, zu zeigen, daB die Fragestellung des Tsche- 
botarjowschen Satzes eine rein ,,zyklische“ ist: das Artinsche Reziprozitiats- 
gesetz fiihrt die in Frage stehende Dichtigkeit unmittelbar auf die Dichtigkeit 
der Primideale in Kongruenzidealklassen zuriick. © habe die Ordnung n. 
o bedeute ein Element der Ordnung f von ©. Wir fragen nach den 
Primidealen p von k, unter deren K-Primteilern einer, $, vorkommt, 
dessen Frobeniussubstitution o ist. Z sei der Invariantenkérper von a. 
K ist Klassenkérper tiber Z zu einer Idealgruppe H vom Index f. Die 

$ sind — bis auf endlich viele Ausnahmen — genau diejenigen Prim- 
ideale einer bestimmten Idealklasse modulo H, die in Beziehung auf k 


1) Diese Note entstand w&hrend eines Aufenthalts des Verfassers als Sterling 
Research Fellow an der Yale University. 
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den Grad eins haben. Da es fiir die Dichtigkeit nur auf Primideale 
vom absolut ersten Grade ankommt, so ist die Dichtigkeit der , als 
Ideale von Z betrachtet, gleich 1/f. Um zur Dichtigkeit der p tiberzu- 
gehen, miissen wir feststellen, wie viele Primteiler eines p die gleiche 
Frobeniussubstitution o@ haben. Diese Anzahl ist gleich der Anzahl der 
mit o vertauschbaren Elemente von © (Ordnung des Normalisators von a), 
dividiert durch die Anzah] der Elemente von ©, welche $ in sich iiber- 
fiihren (Ordnung der Zerlegungsgruppe von $$). Bedeutet c die Anzahl 
der mit o konjugierten Elemente, so ist demnach die Dichtigkeit der p 
gleich 1/f, dividiert durch njc/, gleich c/n, w. z. b. w. 


(Eingegangen am 1. 3. 1934.) 











Zur Struktur von Alternativkérpern. 
Von 


Ruth Moufang in Frankfurt a. M. 
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Das allgemeine Problem, an das die folgenden Untersuchungen an- — 
kniipfen, ist das Identititsproblem in Alternativkérpern. Diese sind durch 
ein gewisses Axiomensystem definiert, in dem die Multiplikation nicht 
dem assoziativen Gesetz') unterliegt. (Siehe 8.418.) Die Frage, ob ein 
Alternativkérper durch ein hyperkomplexes System realisiert werden kann, 
wird hier nicht beriihrt; sie ist bekanntlich durch die Untersuchungen 
von M. Zorn*) zu einem gewissen AbschluB gebracht. Auf das Identi- 
titsproblem in Alternativkérpern, d.h. auf die Frage, wann zwei aus 
Alternativkérperelementen «, 8, y,... und den Operationszeichen kompo- 
nierte Ausdriicke W, und W, auf Grund der Alternativkérperaxiome 
identisch sind, gibt der Satz von Artin®) eine erste Antwort; er be- 


1) Wir gebrauchen im folgenden, wie dies iiblich ist, die Bezeichnungen 
»Axiom“ und ,,Gesetz** synonym. Dariiber hinaus bezeichnen wir allgemein als 
»» Verwandlungsregel (kurz ,,Regel*‘) oder ,,Identitat** eine Beziehung, die innerhalb 
eines gewissen Zahlbereiches fiir beliebige Elemente, d.h. identisch giiltig ist. Ins- 
besondere bezeichnen wir also die Beziehungen, die aus einem gegebenen System von 
Axiomen folgen, als Verwandlungsregeln oder Identititen. Dabei kann eine Identi- 
tat, die sich als Folge eines bestimmten Axiomensystems ergeben hat, ihrerseits in 
einem neuen System die Rolle eines Axioms iibernehmen. — Eine Beziehung, die 
nur fiir gewisse Elemente eines gegebenen Bereiches gilt, nennen wir eine ,,Relation*, 
wie dies auch in der Gruppentheorie iiblich ist. 

2) M. Zorn: Theorie der alternativen Ringe [Hamb. Abhandl. 8 (1930)}, zitiert 
mit Z. M. Zorn: Alternativkérper und quadratische Systeme [Hamb. Abhandl. 9 
(1933)). Vergl. auch R. Moufang: Alternativkérper und der Satz vom vollstandigen 
Vierseit (D,) [Hamb. Abhandl. 9 (1933)}. Zitiert mit Mj. 

5) Siehe Z., S. 127 ff. Zorn bezeichnet als ,,Satz von Artin“ die etwas 
schwiachere Aussage, daB in einem alternativen Ring irgend zwei Elemente einen 
assoziativen Ring erzeugen. Aber da es leicht ist, vom Ring auf den Schiefkérper 
zu schlieBen, und da sich bei Zorn selbst alles vorfindet, um den assoziativen Ring 
innerhalb des Alternativkérpers in einen Schiefkérper einzubetten, bezeichnen wir 
der Einfachheit halber als Satz von Artin den im Text gegebenen Satz. 





=~ 


aA RA PS Se 





R. Moufang, Struktur von Alternativkérpern. 417 


sagt, daB in einem Alternativkérper irgend zwei Elemente einen Schiefkérper 
erzeugen. Enthalten also W, und W, nur zwei Symbole a, 8, so ist das 
Identitatsproblem im Alternativkérper zuriickgefiihrt auf das Identitats- 
problem im Schiefkérper. Enthalten W, und W, mindestens drei ver- 
schiedene Symbole a, #8, y, so steht die Antwort auf die oben gestellte 
Frage noch aus. Im folgenden wird nur eine Lésung gegeben unter der 
zusatzlichen Annahme, daB a, 8, y sich assoziativ multiplizieren; wir be- 
zeichnen die Elemente alsdann mit a, b, c. Es gilt der 


Satz: In einem Alternativkérper erzeugen irgend drei Elemente a, 6, c, 
die der Relation (ab)c = a(bc) gentigen, einen Schiefkérper R* (a, b, c). 
Wir bezeichnen diesen Satz als verschirften Artinschen Satz, 
da speziell fiir c = 1 der Artinsche Satz vorliegt. 


Ein Teilsystem S eines Alternativkérpers ist dann und nur dann ein 
Schiefkérper, wenn in S das assoziative Gesetz der Multiplikation allgemein 
giltig ist; der kiirzeste Weg, um dies fiir alle aus den obigen a, 6, ¢ 
rational zusammengesetzten Ausdriicke zu zeigen, verliuft entsprechend 
wie bei Zorn‘). Wir schlagen hier einen anderen Weg ein, indem wir 
zunaichst nachweisen, daB a, 6b, c, multiplikativ verkniipft, eine Gruppe 
erzeugen, das hei®t, daB alle Potenzprodukte in a, 6, ¢ sich assoziativ 
multiplizieren. Der Beweis dieser Aussage iiber eine rein multiplikative 
Beziehung erfordert wesentlich die Heranziehung auch der additiven 
Alternativkérperaxiome. Das Bestreben, die Addition und die distributiven 
Gesetze méglichst weitgehend zu eliminieren, fiihrt zu folgendem Resultat: 
In jedem Alternativkérper gelten die multiplikativen Identitaten (10) 
und (11) von 8. 419, deren Beweis die Addition erfordert. Jetzt adjungieren 
wir (10) bzw. (10) und (11) als Axiome zu den rein multiplikativen 
Alternativkérperaxiomen I (7), (8) (S. 418 und 420), und bezeichnen diese 
insgesamt als Axiome der Quasigruppen Q* bzw. Q**. Unter einer Quasi- 
gruppe verstehen wir allgemein eine Gesamtheit von Elementen mit 
einer Verkniipfung, die zu irgend zwei Elementen eindeutig ein drittes 
Element der Gesamtheit liefert, ferner zu jedem Element eindeutig ein 
Reziprokes, das gleichzeitig links- und rechtsreziprok ist; an Stelle des 
Gesetzes, daB die Verkniipfung assoziativ ist, treten jetzt — im Gegen- 
satz zu den gewdhnlichen Gruppenaxiomen — schwichere Verwandlungs- 
regeln fiir die Beklammerung. Jede Gruppe ist cine Quasigruppe, aber 
nicht umgekehrt. Sind auch Q* und Q** keine Gruppen, so enthalten 
sie doch Teilsysteme, die Gruppen sind: 

I. In einer Quasigruppe Q* erzeugen irgend zwei Elemente a, b eine 
Gruppe. 


*) Siehe Z., S. 127 ff. 
Mathematische Annalen. 110. 27 
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II. In einer Quasigruppe Q** erzeugen drei Elemente a, 6, c, die der 
Relation (ab)c = a(bc) gentigen, eine Gruppe. 

In ahnlicher Weise laBt sich jede Gruppe mit mehr als drei Erzeu- 
genden a,,a,,...,@, einbetten in eine Quasigruppe Q**, in der die a, ge- 
wissen Beklammerungsrelationen geniigen, entsprechend wie fiir k = 3. 
Wir werden das nicht ausfiihren. — Mit diesen Resultaten sind die 
Axiome einer Gruppe mit endlich vielen Erzeugenden abgeschwicht. — 
Die Lésung des vollen Identititsproblems in einer Quasigruppe, z. B. in Q* 
oder Q**, scheint schwierig zu sein. — Ist die freie Gruppe aus zwei 
Erzeugenden a, 6 bzw. drei Erzeugenden a, b, c gewonnen, so ist der 
Ubergang zum Schiefkérper R* (a,b) bzw. R* (a,b,c) leicht innerhalb des 
Alternativkérpers zu vollziehen unter Heranzichung der distributiven Ge- 
setze und der Identitét «—'f-' = (Ba)-'.°) 

In § 1 stellen wir alle fiir das folgende notwendigen Hilfsformeln 
zusammen. §2 gibt die Ableitung der Gruppe aus zwei Erzeugenden 
aus den Axiomen der Quasigruppe Q*, §3 den Aufbau der Gruppe aus 
drei Erzeugenden in Q** und am Schlu8 eine Bemerkung iiber die 
geometrische Bedeutung des verschirften Artinschen Satzes. 

§ 1. 
Hilfsformeln. 

1. Ein Alternativkérper ist definiert als eine Gesamtheit von 
Elementen «, f,y,..., die additiv und multiplikativ verkniipfbar sind nach 
den folgenden Regeln: 

(1) Die Addition und die Multiplikation ist stets ausfiihrbar und 
eindeutig. 
(2) a+fP=B+a. 
(3) (a+B)+y =a+ (B+). 
(4) Es existiert ein Nullelement und zu jedem « genau ein inverses 
I Element @, so daB «+a = 0. 
(5) a(B+7) =af+ay. 
(6) (B+y)a=pa+tya. 
(7) Es existiert ein Einselement und zu jedem « +0 genau ein 
reziprokes Element «~', so daB aa~* = a-'a = 1. 
(8) a(a-*B) = (xa-*)B; (Ba-*)a = B(a-*a). 
Aus (7) und (8) folgt sofort 
(8a) (ap)? = pte, 
5) Der Ubergang von der freien Gruppe zum Schiefkérper ist fir R* (a, b) 


durchgefiihrt in R. Moufang: Die Desarguesschen Sétze vom Rang 10 (Math. An- 
nalen 108 (1933) S. 306 ff.) Zitiert mit Mg. 
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Ein Alternativkérper kann auch definiert werden als ein alter- 
nativer Ring‘), der der Bedingung (7) geniigt. Dabei ist ein alter- 
nativer Ring definiert durch folgende Axiome: 


(1) bis (6) wie oben, auBerdem 


(8) a(af) =(xa)B; B(aa) = (Ba)a. 
Daraus folgt dann weiter, da8 auch 
(8’a) a(Ba) = (af) ist. 


Wir bezeichnen das System der Axiome 
(1) bis (7), (8’) mit I’. 
Die beiden Axiomensysteme I und I’ sind Aquivalent: In I gilt (8’) und 
in I’ gilt (8)’). 
2. In einem Alternativkérper wechselt die GréBe 
[a, B, y] = (aB)y a a (By) 

bei Vertauschung von zweien der Elemente «a, #, y das Vorzeichen, wie 
man sofort mit Hilfe der distributiven Gesetze nachrechnet*). Insbesondere 
folgt daraus, daB, wenn die Elemente «, f, y sich in einer bestimmten 
Reihenfolge assoziativ multiplizieren, sie dies auch in jeder anderen 


Reihenfolge tun. Wir geben dafiir in 5. einen zweiten Beweis. 
3. In einem Alternativkérper gilt die Regel*): 


(9) [a, B a, yj = a [a, B, y). 
Daraus folgt insbesondere, daB 

(10) {a(y «)} B = a{y(aA)}, 
(11) (xB) (ya) = a ((By) a}, 


denn wegen 2. und (9) gilt 
{a (y a)} B — w ((ya)B} + a (ya) B} — aly (af)} 
- [a, y a, B] + a[y, a, B) — 0, 
und entsprechend 
(a B)(y a) — a {B(ya)} + a{B(ya)} — « {((By) a} 
= [a, B, y a] “ng a[B,y, a] = 0. 
Wegen a(ya) = (xy)a kann man die Identitaét (10) auch in der Form 
schreiben 


(10) \(ay) a} B = a \y (a A)}. 


6) Siehe Z., S. 125. 

7) DaB in I’ (8) gilt, ist bewiesen in Z., 8.142. DaB in I (8’) gilt, ist be- 
wiesen in M,, S. 216 ff. 

8) Siehe Z., S. 125 ff. 

%) Siehe Z., S. 142. 


27* 
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Da in einem Alternativkérper jede Identitét zwischen zwei Produkten 
auch von rechts nach links gelesen werden darf (man gehe zu den Rezi- 
proken iiber und beriicksichtige (8a)!), so gilt auch 


(10) B{(ay) a} = Blal(ya)}) = (Bay) a. 
Fiir y = 1 liefern (10) und (10) die Identitaten (8’), fiir 6 = 1 (8'a). 
Setzt man ya = 6 resp. cy = 6, so nimmt (10) resp. (10) die Form an 


(10a) (a6) 8 = a {(da~*) (aA)}, 
(10 a) B(da) = {(Ba)(a-*4)} a. 
4. Wir bezeichnen eine Gesamtheit von Elementen «, f, y,..., die 


multiplikativ nach den folgenden Regeln verkniipfbar sind: 


(2) es existiert ein Einselement und zu jedem « stets genau ein 
Reziprokes a! mit ata = 1=aa™', 
| a(a—*B) = (aa-*)B; (Ba-")a = B(a-* a), 
(4) {a(ya)) 8 = a{y(aA)}, 
als eine ,,Quasi-Gruppe Q*“ [In den gewéhnlichen Gruppenaxiomen 


tritt an Stelle von (3) und (4) das allgemeine assoziative Gesetz 
a(By) = (af)y). Gilt auBerdem noch 


(5) (af) (ya) = a {(By) a}, 
so bilden die Elemente «,f,y... eine ,,Quasi-Gruppe Q***. Auch (3), 
(4) und (5) zusammen liefern noch nicht das volle assoziative Gesetz, 
denn in jedem Alternativkérper bilden die von 0 verschiedenen Elemente 
gegeniiber der Multiplikation eine Quasigruppe Q**, und sogar aus den 
Alternativkérperaxiomen folgt noch nicht das volle assoziative Gesetz, 
wie das Zahlsystem von Cayley zeigt. — In jeder Quasigruppe Q* bleibt 
eine Identitét zwischen zwei Produkten richtig, wenn sie von rechts nach 
links gelesen werden, weil (8a) gilt. 

5. Enthdlt eine Quasigruppe Q* drei Elemente u, v. w, fiir die 
(12) (uv) w = u(vw) 
ist, so gilt diese Relation auch, wenn irgend zwei Elemente darin vertauscht 
werden. 

Beweis: Schreibt man II (4) mit ya = 6 in der Form 


| (1) Zu zwei Elementen a, # existiert stets genau ein Element «af, 


II 


(10a) (ad) B = a {(d a") (a B)}, 
so gilt speziell fiir u, v, w 

(uv)w = u{(vu-")(uw)} = u(vw), 
also 


(13) (vu-") (uw) = vw. 
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Also ist weiterhin nach II (3) und Formel (8a) 
(vu) w = v {(uv-*) (vw)} = v[(uo-1) {(vu-¥) (uw)}] = v (uw) 
q. e. d. 
Nun ist noch zu zeigen, daB in (12) auch v mit w vertauscht werden 
darf. Mit (10a) gilt zugleich 


(10a) B (da) = {(B a) (a-*4)} a, 
also 
u(vw) = {(ww) (w-»)} w = (wv) w, 
d. h. 
(14) (uw) (w-tv) = ur, 
daraus 


uw = (uv)(v-'w), 

also 
(uw)v = {(uv)(v-'w)} vo = u(wr) 
q.e.d. Also gelten in Q* insbesondere (8’) und (8'a). 
6. In der Relation (12) darf ferner irgendein Element durch sein 

Reziprokes ersett werden. Wegen 5. geniigt es z. B. zu zeigen, daB 

u(w-tv) = (uw-")v 
: ist. 
: Beweis: Aus (14) folgt 

w-!v = (w—'u-") (uv), 
also wegen (10a) 
u(w-'v) = u {(w- tu") (uv)} = (uw-")o 

q. e. d. 
Diese Satze gelten a fortiori auch in einer Quasigruppe Q**. 


§ 2. 
Die Gruppe aus zwei Erzeugenden. 
1. Wir beweisen jetzt: 
' In einer Quasigruppe Q* erzeugen irgend zwei Elemente a, b eine Gruppe. 

Man hat zu zeigen, daB ein Potenzprodukt in a und 6 mit ganzen 
Exponenten beliebig beklammert, also ohne Klammern geschrieben werden 
darf. Der Beweis wird mit vollstandiger Induktion gefiihrt und 
t zwar nach der Anzahl der Faktoren a‘, b* (i, k ganz), die in dem Pro- 
dukt auftreten. 

2. Wir haben zunichst zu zeigen, daB drei Faktoren des Typus a‘, b* 
(i, k ganz) sich assoziativ multiplizieren. Dies geschieht in mehreren 
Schritten. 

A) Man definiert rekursiv 

a = aa}, 


a~* =a-'a-‘+!, also aa~* = a+? atid athe 
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Fiir 1 > 0 folgt aus 
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aa‘ =a'‘a fiir ganzes i: 


aa’ =a‘a 
a(aa‘) = aa'*+! = a(a‘a) = (aa‘)a = a‘ *'a. 
Und aus 
a-1a-! =@-‘q-1 
schlieBt man ebenso auf 
a~iqa-@+v os a~—@+Dq-}, 
Endlich folgt aus 
ea '*=qa-‘a 
aa—¢+) = a(a—' a—*) = (aa) a = a 
a—~“+Dq = (a—'a-*)a = (a! a") a = a4, 
also 
aa-G+) — q—U+0q, 
B) Sei jetzt bis zu festem i> 0 und fiir jedes ganze k bewiesen: 
aa* = ait*, 


Dies ist richtig fir i = 1. Dann folgt 


ai +1 q* = (aa‘)a* = {a(aa'—")} a* = {a (a‘—' a)} a* 
= a (a’—' (aa*)} = a {a*—2 at +1} = aaft*® = ait ¥+1, 
Daraus folgt speziell fir k = —i 
at'a~* =a@®=1, also auch a—-‘a‘ = 1. 


Ferner folgt fiir 1 >0 und ganzes k 
a‘ a* = a-‘ (aia*—*) = at—‘, 
Damit ist allgemein fiir ganze i, k bewiesen: 
(15) afat = att, 
C) Aus der fiir k = 1 richtigen Induktionsvoraussetzung, da bis zu 
festem k > 0 


a* (ab) = a*+'b 
sei, folgt 


(at+2a)b = ja¥+* (a—* a*+1)) b = at +! {a—* (a**+15)} 
= at+1 (a—* [at (ab)]} = at+* {ad}. 
D) Gilt bis zu festem k>0 und fiir jedes positive i 
ai (ab) = at+*b 
(richtig fiir k = 1 nach C)), so folgt bei Ersetzung von 6 durch ab 
at {a* (a b)} = qitt (ab) = gittt+14 — a‘ (a*+* 5B). 
Diese Beziehungen gelten identisch in 6. Mit Riicksicht auf § 1, 5. und 6. 
ist damit bewiesen, daB drei Faktoren des Typus a’, b' mit ganzen 
Exponenten sich in jeder Reihenfolge assoziativ multiplizieren. 
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3. Aus dieser Tatsache haben wir an anderer Stelle’®) mit Hilfe 
vollstindiger Induktion und allein unter Benutzung des in §1, 5., ab- 
geleiteten Satzes geschlossen, daB auch ein Produkt aus m Faktoren des 
Typus a’, 6' mit ganzen Exponenten beliebig beklammert werden darf, 
womit der eingangs dieses Paragraphen ausgesprochene Satz bewiesen ist. 
Wir fiihren den SchluB hier nicht noch einmal durch, um so mehr als im 
folgenden Paragraphen sich an entsprechender Stelle Schliisse derselben 
Art wiederholen, wenn man dort b = 1 setzt. (Siene § 3, 3., A. und B.). 

Die Herleitung des Satzes von Artin aus der freien Gruppe von 
zwei Erzeugenden vollzieht sich jetzt wértlich so wie in der oben zitierten 
Arbeit"). 


§ 3. 
Die Gruppe aus drei Erzeugenden und der verschirfte Artinsche Satz. 

1. Wir beweisen folgenden Satz: 

In einer Quasigruppe Q** erzeugen drei Elemente a, b, c, die der 
Relation (ab)c = a(bc) geniigen, eine Gruppe. 

Beim Beweis werden wir von dem in §2 bewiesenen Satz Gebrauch 
machen. Es ist zu zeigen, da8 unter den genannten Voraussetzungen 
jedes Potenzprodukt in a, 6, c mit ganzen Exponenten beliebig beklammert, 
also ohne Klammern geschrieben werden darf. Wie in §2 geschieht dies 
mit Hilfe vollstandiger Induktion nach der Anzahl der zusammen- 
gefiigten Faktoren a” ,b™,c‘t (1;, m,, k; ganz). 

2. Man beweist zunidchst, daB die drei Faktoren a!, b™, c* (l, m, k 
ganze Zahlen) sich assoziativ multiplizieren. Wegen §1, 5. geniigt es, 
dies fiir irgendeine Reihenfolge der Faktoren nachzuweisen und wegen 
§ 1, 6. geniigt es, sich auf den Fall positiver Exponenten zu beschrinken. 
Sei bis zu einem festen 1>>0 bewiesen 

(a'b)c = a! (be). 
Dies ist nach Voraussetzung fiir / = 1 erfiillt. 


Dann folgt 
a'+1(bc) = a {a'(bc)} = a {(a'b)c}. 
Nun ist 
(a'b) (ca) = {a(a'~* b)} {ca} = a {(a'—* b)cja™) = a {a'~’ (be)} a 


= a'(bc)a = {a'(bc)} a = {(a'b)c} a. 
Nach §1, 5. ist also auch 
a {(a'b)c} = {a(a'b)} ¢ 
1) Siehe M,, S. 298 ff. 


11) Siehe Anm. ‘). 
12) Hier benutzen wir zum ersten Mal die Identitét (5) von 8S. 420. 
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und damit 


a'+! (be) = a {(a'b)c} = (a'+*b)c. 
Durch Wiederholung der soeben angewandten SchluBweise ergibt sich, 
da8 auch 6 in eine beliebige positive Potenz erhoben werden darf, und 
in gleicher Weise folgt, daB dies auch mit c der Fall ist. Damit ist 
man fertig. 

3. Sei bewiesen, da jedes Produkt aus héchstens 3 n abwechselnd 
aufeinander folgenden Faktoren at, b™, cf (l,, m,, k; ganz) ohne Klammern 
geschrieben werden darf, gleichgiiltig, mit welchem der Faktoren a, b, c 
das Produkt beginnt. Dies ist nach 2. fiir » = 1 richtig. Wir setzen 

Py, = ca" b™ ch a2 b™ . cin gin b™ 
und fiigen rechts zu P;, einen weiteren Faktor c'™+1 hinzu, darauf einen 
Faktor a"+*, darauf einen Faktor 6""+* und zeigen, daB bei jeder dieser 
Erweiterungen das erhaltene Produkt auch wieder ohne Klammern ge- 
schrieben werden darf. 

A. Wir setzen — 

Pyn41 = Py_.0**3, 

a) Sei bewiesen bis zu festem s 

Pon ar = (tat O™ .. 88 at b™) (che ti g'et 1 pmet, |b cin +1), 
Dies ist fiir s = n richtig. Dann gilt 

Panga = (Ca b™ ....c%8 a) (bc +1... b™ ohn + 1), 


In der Tat, setzt man 


cmt+i —y 
B™echetigh+1,.. b"" — w, 
so folgt die Behauptung (uw)v = u(wv) vermége § 2 und $1, 5. sofort 
aus (vu)w = (uw): 
(vu) w = clntithg pm cle g's p™ecisti | 6" = Pr, 
v(uw) = c'est (ett gt b™ ae b™ck+1,. 6") = Ph, 


Wir bezeichnen generell mit P;, Pf, P?* Produkte aus 4 abwechselnd 
aufeinander folgenden Faktoren c*t, at, 6”, 


8) Es gilt weiter 
Pyags = (Cat b™... cht) (ale BM ch +2... b™™ o'™ +1) = (was) (a wv). 
Setzt man ua "*= 4%, a*w = Ww, also 7H = uw, so folgt die Behauptung 

u (wv) = (Uw) v 
wie bei a) aus der Tatsache, daB (vu%i)w = P3, = v(u w) ist. 
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y) Es gilt weiter 
Panga = (Ca b™ ...b—1) (cM a'eb™,., B™ ctw +1) 
= (Gc "*) (c'* Hv). 
Mit Gc" = &, cD = w, folgt die Behauptung u (wv) = (uw) », 
wie oben aus v(% wv) = Pf, = (vi) @. 
Damit ist bewiesen, daB in P;,,, = P;,.c'+? die Klammern weg- 
gelassen werden diirfen. 
B. Wir setzen 
Pynss = Pon 41-0"*}, 
a) Sei bis zu festem s bewiesen 
Panga = (Ca B™ ,. cht a's ht che +1) (qe +1 HM +1, H™otn+1gint ). 
Dies ist fiir s = nm richtig. Dann gilt 
Prange = (cha b™...c'ta'eb™) (chet tgs +1 BM +1_ | HM cin+igin+t), 
Beweis: Man setze 
chal bm. ..c#a'sb™ = yu 
che+1 =v 
a’et+ipmsta | BMmcintig’nt+1 — w 
ec" =f 
a" b™ ...a'*b™ = y, also ry = u, 
so ist (yz)w ein Produkt von3n-+ 1 abwechselnd aufeinander folgenden 
Faktoren a‘,b"’,c'! also wegen A. insbesondere gleich y(zw). Daraus 
folgt x(y w) = (xy) w, und, wenn man darin z = c"' durch c#+1*% = vg 
ersetzt, 
(vu)w = (vry)w = (vz)(yw) = v{z(yw)} = vo {(zy)w}) = v (uw). 
Also gilt auch (uv)w = u(vw), wie behauptet. 
B) Es folgt weiter 
Praae™ (ct ab”... ca") (b™* c'* tigie+1_. p™ngintig’n+ 1) 
= (ub ™*) (b™ vw). 
Beweis: Man setze mit u,v, w aus «) 
ub-™ = &, b™vwa +! =, a™+1 = t; 
ta '* = y, a’t = z, a+ 1h™ 6" = toc ‘m+ = z, 
Dann ist z(yz) = (zy)z [z(yz) ist ein Produkt vom Typus P;, +,], also 
auch y(zz) = (yz)z = @z. Ersetzt man darin ce’ durch c'™+1*"!, also 


@ durch c'+1 @, und y durch clnt+iy, so hat man 
(c'™+1%) 2 = (c'™+1y) (wz) = P3E = c+" (y(z2)| 


=cut ((yz)z} = c'n+1(@ 2). 
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ist auch U(zc'™+) = (@z)c™+1, Jetzt folgt 
(Wt) 0 = Phy. = (y(w2)} e+? = ((yz)2}c™+? = (@2)e™t1 
= &(zc"+1) = (td), 
woraus die Behauptung (@ 0)t = & (¥¢) folgt. 
y) Es folgt weiter 
Pynaa = (Ca b™ ... 08) (ae b™ che +2... bn cin +1 qin +1) 
= (@a~"*) (a bt). 
Mit wa = y, a} = @ folgt, ‘wenn man in der eben bewiesenen Formel 
&@ (td) = (@t)d statt a a+ eintrigt und umgekehrt (also z mit ¢ ver- 
tauscht): 
(yt) (x) = (yt) 0 = (ytz)o = P3,4, = y(t), 
also pa 
(yv)t=y(%t) q.ed. 
Mithin diirfen auch in einem Produkt P;,,., in dem 3n+ 2 Faktoren 
des Typus a',b"§,c’ abwechselnd aufeinander folgen, die Klammern 
unterdriickt werden. 
C. Wir setzen endlich 
Pyn¢s = Pongo O™**1. 
Der Nachweis, daS man auch in P,,,,,; die Faktoren beliebig zusammen- 
fassen darf, gelingt jetzt nicht mehr wie in den vorigen Fallen allein 
unter Benutzung des Satzes §1,5. Wir brauchen eine Hilfsformel, die 
sich in einer Quasigruppe Q** leicht mit Hilfe des Satzes von §2 und 
von § 3, 2. ergibt. 
a.) Gilt fiir drei Elemente wu, v, w einer QuasigruppeQ** (uv)w = u(vw), 
so gilt auch fiir ganze n, m 
(16) (uv")(v™ w) = uv" +™w 
(wegen §3,2., darf das Produkt wu‘ v'w' mit ganzen Exponenten ohne 
Klammern geschrieben werden). In der Tat ist 
(uv) (v™ ww) = [{r0 (w-* u)} 0°] fo" wo] = [wo {7-1 w v"}) [vw] 
= w[(w-*uv")o™) ow = w[w-! ue* +] wo = uv tw. 
Dabei ist die Voraussetzung (uv)w = u(vw) wesentlich, denn wiirde fiir 
irgend drei Elemente «, 8, y von Q** z. B. 
(a) (By) = «(B*y) oder = («f*)y 
gelten, so wire damit offensichtlich das allgemeine assoziative Gesetz er- 
fiillt (man setze etwa By = 6 bzw. af = 3). 
a) Sei bis zu festem s bewiesen 


P = (cg h™ qt +1) (b™ + 1¢he+ 2 q's+2 Mn ointigint+i pmsl 
gn+8 ( eee ( ...b'"¢ ). 
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Dies ist fiir s = n richtig. Dann gilt 
Prats = (cat b™ > ot +1) (a'e+1p™+igte+2, On eint tqint1 pnt), 


Beweis: Man setze 
be he I 


c*a’...@° = @, 
Ms nko +1 gis +1 — —. . — Lt 
bMcttiatti=y, b™y=¥, yo *t1 = ¥y, 
B™+igte+2. BMm+1— 2 zh -™t+1 — FZ, at+1z = F, 


Dann ist wegen (26) y¥ = 2(b¥) (dies sind Produkte aus weniger als 3n + 3 
abwechselnd aufeinander folgenden Faktoren!) nach C. «,) fiir 2,6,y¥ an 
Stelle von wu, v, w 
(z b™™ +1) (b™ y) =zy=% Hmmtitmey, 

und da x(zy) als Produkt vom Typus P;,,, nach B. ohne Klammern 
geschrieben werden darf: 

a(zy) = cZb™tit™y, 
Andererseits ist wegen B.: 

(xz) (by) = {(x2)b} y, 
also nach C. «,) fir 22, b, y an Stelle von u, v, w 

(aZb™+1)(b™ Y) = (xz)y = czZO™+17*™Y = wx (zy). 

Daraus folgt 


(xy)z = x(y2), 


d. h. 
Psn+s = @(y2). 
Man hat also zu zeigen, daB 
x(yz) = «(9 @) = (wy) z 
ist. Dies folgt so: Es ist unter Benutzung C. «,) fiir 26~""+1,b,c'*+? an 
Stelle von u, v, w 
zy = gittigh™n+it™s otst+i 
und nach demselben Satz mit za~"*,a, 26" +1* c+! fir u, v, w 
a(Zy) = cta®,. ais testi ggmmtit Mecteti 
(dies ist ein Produkt aus nur 3n-+ 1 Faktoren!) 
Andererseits ist auf Grund von C. «,) mit za *,a,z fiir u,v, w 
ae =a. gtt tig, 
und endlich unter Anwendung desselben Satzes mit (x Z)b- ""*+', b, ott +1 
fiir u, v, w 
(2Z)F = chal.. qiete+rgprmtitmeclet+s — 2(F¥). 
Damit ist auch die Behauptung z(y Z) = (x ¥) Z bewiesen. 
8) Nun ist zu zeigen: 


Paats= (ca'tb™ ...b") (ct + igie+1pmetigts+2. | BM otnt 1g'n+1 5% +1), 
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Setzt man 
zb™ = 7%, 
so hat man in der Bezeichnung von «) mit Riicksicht auf die Induktions- 
voraussetzung zu zeigen: 
z(y¥z) = (Zy)z. 
Setzt man fiir den Augenblick 
chet+agie+2. | p™mti — 2’, also b™# +12’ = z, 
so ist (xb)z’ = z(bz’) (Produkt aus 3m abwechselnd aufeinander fol- 
genden Faktoren!) Mithin liefert C. «,) fiir z,b,z’ an Stelle von u,v,w 
(xb™)(b™ +22’) = Fz=— chet ™+12', 
also 
(Ez) y = chet +12' 9. 
Dies ist ein Produkt aus 3n+-2 abwechselnd aufeinander folgenden 
Faktoren, also wegen B. frei von Klammern. 
Andererseits ist = 
(xb) (2 y) = x (b(z’ y)} 
wegen B., mithin nach C. «,) fiir z, 5,2’ ¥ an Stelle von u, v, w 
(2b™*)(b™ +12’ 9) = Z(zy) = ch ™ +12 y = (E2)¥. 
Daraus folgt dann die Behauptung 7% (¥ z) = (Z y)z. 
y) Man beweist endlich 
Panay = (Ca b™.. a's) (BM chetigt1, || B™+1), 


Es geniigt mit Riicksicht auf die Induktionsvoraussetzung in «) mit den 
unter a) angegebenen Abkiirzungen, zu zeigen, daB 
a(yz) = (xy)z 

ist. Unter «) wurde bereits bewiesen, daB diese Beziehung gilt. Damit 
ist man fertig: Aus der Annahme, daB8 in einem Produkt aus 3n ab- 
wechselnd aufeinander folgenden Faktoren c‘,a'‘,b"! die Klammern weg- 
gelassen werden diirfen, folgt mit Hilfe der Axiome der Quasigruppe Q**, 
da8 dies auch fiir ein Produkt aus 3(m-+ 1) solchen Faktoren der Fall 
ist. Also ist in jedem Potenzprodukt in a, b,c die Klammersetzung be- 
liebig, mit anderen Worten, a,b,c sind die Erzeugenden einer Gruppe. 

4. Das bis hierher bewiesene Resultat, da® in einer Quasigruppe Q** 
— also erst recht in einem Alternativkérper — drei der Bedingung (a5) c 
= a(bc) geniigende Elemente a, b, c eine Gruppe erzeugen, gestattet ohne 
Hinzunahme neuer Schliisse die Erweiterung, da8 a,b,c einen Schief- 
kérper erzeugen, wenn innerhalb des Alternativkérpers die Elemente der 
aus a, b,c erzeugten Gruppe auch additiv verkniipft werden. Der Beweis 
verliuft wértlich so wie der entsprechende Beweis fiir den aus zwei 
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Elementen a, 6 erzeugten Schiefkérper"*). Es eriibrigt sich, diesen Beweis 
hier zu wiederholen. 

Damit sind wir am Ende des Beweises fiir den verschirften Artin- 
schen Satz. 

5. Zum SchluB sei noch auf die geometrische Bedeutung des 
verscharften Artinschen Satzes hingewiesen. Die geometrische 
Bedeutung des Satzes, daf in einem Alternativkérper irgend zwei 
Elemente a,b einen Schiefkérper R*(a,b) erzeugen, haben wir bereits 
friiher*) ausgesprochen: Sie besagt, daB die Desarguesschen Sitze in 
einem aus fiinf Grundpunk’») durch projektive Verkniipfung erhaltenen 
Netz alle eine Folge des Satzer vom vollstindigen Vierseit sind. Adjungiert 
man die Pascalsche Konfiguration’) ab = ba, so geht der nach der 
Methode der Hilbertschen Streckenrechnung mit Hilfe des Vierseitssatzes 
erzeugte Schiefkérper R*(a,6) in einen Kérper iiber, so daB alle Schnitt- 
punktsitze des genannten zehnparametrigen Netzes aus dem Vierseits- 
satz und der Pascalschen Konfiguration ab = ba beweisbar sind "*). 
Algebraisiert man in derselben Weise mit Hilfe des Vierseitssatzes die 
Punkte und Geraden des projektiven elfparametrigen Netzes aus den 
Grundpunkten 0, Y,, HE, X,, X,, X», X,., so erhalt man, falls fiir 

diese Grundpunkte die Konfiguration 4 _besteht 

% f X, (X, X.) = (Xa X) X, 
(die Multiplikation hier im Sinne der Hilbertschen 
% 4% % 4% Streckenrechnung aufgefaBt)'’), als Koordinaten- 
bereich auf Grund des verschirften Artinschen 
Satzes den Schiefkérper R*(a, b,c), denn der Vierseitssatz liefert all- 
gemein die Axiome eines Alternativkérpers’*). Nach Einfiihrung eines 


Ss 


18) Siehe Anm. ‘). — Wir bemerken hier, daB der in § 3 iiber die Quasi- 
gruppe Q** bewiesene Satz folgende Verallgemeinerung gestattet: Sei 9 ein Element, 
da8 mit allen Elementen einer Quasigruppe Q** inverticrbar und assoziierbar ist. 
Dann la8t sich mit Hilfe hnlicher Uberlegungen wie in § 3 zeigen, daB drei Elemente 
a, 6, c von Q**, die der Relation a(bc) = 9 (ab) c geniigen, ein Teilsystem erzeugen 
mit der Eigenschaft, daB zwei Potenzprodukte in a, b, c, die aus gleich vielen bzw. 
gleichen Faktoren komponiert sind, aber nach MaBgabe des nicht assoziativen Auf- 
baus eines Produktes innerhalb Q** verschieden beklammert sind, sich nur um eine 
Potenz von g unterscheiden. Fir 9 = 1 gibt dies den in § 3 bewiesenen Satz. 
Fir 9 = —1 gewinnt man die Formel (3) von S. 220 in M,, falls noch voraus- 
gesetzt wird, daB die Relationen ac = —ba, ac = —ca, bc = —cb bestehen. 
In einem Alternativkérper sind +1 die einzig méglichen Werte fir 9. 

14) Siehe M,, S. 296 ff. 

15) D. Hilbert: Grundlagen der Geometrie (7. Aufl.), S. 110. 

16) R. Moufang: Ein Satz tiber die Schnittpunktsitze des allgemeinen Finf- 
ecksnetzes (Math. Annalen 107 (1932), S. 124 ff.). 

17) D. Hilbert, 1. c., S. 93. 

18) Siehe M,, S. 207 ff. und Anm. 2°). 
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ebenen Koordinatensystems wird die Gleichung der Geraden eine lineare 
Beziehung’’). Damit bat man das Resultat, daB in dem genannten elf- 
parametrigen Netz, in dem die Konfiguration A erfiillt ist, alle Desargues- 
schen Siitze (diese enthalten 11 Parameter) aus dem Vierseitssatz D, 
folgen. Statt die Existenz der Konfiguration 4 zu fordern, kann man 
auch die Existenz einer geeigneten Desarguesschen Konfiguration fordern, 
denn friiher*®) wurde gezeigt, daB das Bestehen der Konfiguration A eine 
Folge des als allgemein giiltig vorausgesetzten Vierseitssatzes D, ist, so- 
fern eine gewisse Desarguessche Konfiguration D,, existiert, die leicht 
aus den Grundpunkten des Netzes zu gewinnen ist. Umgekehrt kann 
man von der Konfiguration D,, ausgehen und riickwarts die Grundpunkte 
des Netzes bestimmen. Damit hat man das Resultat: 

Alle Desarguesschen Sdtze D,, eines elfparametrigen Netzes folgen aus 
der Existenz einer bestimmten Konfiguration D,, in diesem Netz und der 
allgemeinen Giiltigkeit des Vierseitssatzes D,. 

Der Schiefkérper R* (a, b, c) geht durch Adjunktion der drei Relationen 

ab=ba, ac=ca, be=cb 

in einen Kérper iiber. Diese Relationen bedeuten geometrisch im Sinne 
der Streckenrechnung drei Pascalsche Konfigurationen. Adjungiert man 
zu dem Netz aus den Grundpunkten 0, Y,,...X, diese drei Konfi- 
gurationen, so ist auf Grund des Vierseitssatzes die durch die Konfigura- 
tion A gegebene Beziehung automatisch mit erfiillt, so daB sich in diesem 
Falle ihre Adjunktion eriibrigt, denn es gilt der Satz, da8, wenn in einem 
Alternativkérper drei Elemente zu je zweien vertauschbar sind, diese 
Elemente sich assoziativ multiplizieren, sofern die Charakteristik des 
Alternativkérpers von zwei und drei verschieden ist **). 

Also geometrisch: Erfiillen die Grundpunkte 0, Y,..,X, eines elfpara- 
metrigen Netzes die drei Pascalschen Konjigurationen 


X, X, = X,X, 
5.x, = ¥,2, 
X,X, = X, X,, 


so folgen alle Schnittpunktsditze in diesem Netz allein aus dem Satz vom 
vollstindigen Vierseit. 


1%) Siehe M,, 8. 208. 

2°) R. Moufang: Die Schnittpunktsétze des projektiven speziellen Fiinfecks- 
netzes in ihrer Abhangigkeit voneinander. (Das A-Netz) (Math. Annalen 106 (1932), 
S. 768 ff.). Die Punkte X», X»y, X,, Xq in der dortigen Fig. 25 entsprechen den 
Punkten X», Xa Xn, Xy Xo, Xa X» Xe in der jetzt gewadhiten Bezeichnungsweise. 

21) Siehe Z., S. 126. 





(Eingegangen am 6. 2. 1934). 














Uber Drei-Gewebe im vierdimensionalen Raum. 
(Topologische Fragen der Differentialgeometrie 59). 


Von 


G. Bol in Hamburg. 





Wenn man im R, ein Gewebe aus drei Scharen zweidimensionaler 
Flachen betrachtet, so zeigt sich, daB diese ahnliche Eigenschaften haben 
wie die Drei-Gewebe der Ebene. So geniigen sie — mit denselben Ein- 
schrinkungen, die in der Ebene notwendig sind, weil man sich immer auf 
ein endliches Gebiet beschrinkt — simtlichen Gewebeaxiomen von 
Thomsen '). 

Unter Flaichenscbar versteht man hier natiirlich wie iiblich das Bild 
eines Biindels von parallelen Ebenen in einer Hyperkugel. Aus dieser 
Definition folgt sofort: Durch jeden Punkt des betrachteten Gebietes G 
geht eime Flache jeder Schar. Als Regularitatsbedingung fiir Gewebe 
wird man weiter fordern, da8 zwei Flachen von verschiedenen Scharen 
sich héchstens in einem Punkte schneiden sollen. Wie in der Ebene 
wird man auch annehmen, daB es zu jedem Punkte von G eine Um- 
gebung U gibt, derart, da8 zwei Flichen von verschiedenen Scharen, die 
beide U treffen, in G genau einen Punkt gemein haben. 

Bei diesen Annahmen sind nun die Voraussetzungen aus 7 ,, in allen 
wesentlichen Teilen erfiillt, und man kann Gewebe untersuchen, worin 
die von Thomsen betrachteten Konfigurationen sich schlieBen, also 

a) Sechseckskonfiguration, 

b) Die Reidemeistersche Konfiguration R, 

c) Die Dreieckskonfiguration 4. 

Bei den Drei-Geweben der Ebene zeigte sich, daS diese alle gleich- 
wertig waren, und die Abbildbarkeit auf ein Gewebe aus drei parallelen 
Geradenbiischeln sicherten. Im R, liegen die Verhialtnisse jedoch anders, 
die Konfigurationen a), b) und c) haben fiir das Gewebe alle eine ver- 
schiedene Bedeutung, und auch bei — in den vier Verinderlichen — 
analytischen Geweben bedingt erst c) die Abbildbarkeit auf parallele 
Ebenenbiindel. So ergibt sich eine interessante Illustration der Siatze 
iiber abstrakte Gewebe aus T,,. 

Auch hier laBt sich — so wie in der Ebene — eine mit dem Ge- 
webe invariant verkniipfte symmetrische Ubertragung definieren, deren 
Integrierbarkeit die Sechseckeigenschaft bedingt. Sie ist jedoch nicht die 


1) 7,9, G. Thomsen, Hamb. Abhandl. 7 (1929), S. 99—106. 
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einzige in dieser Differentiationsordnung invariant mit dem Gewebe ver- 
kniipfte Ubertragung —- es gibt deren vielmehr unendlich viele, die jedoch 
alle zu einander bahntreu sind. AufSerdem gibt es nicht symmetrische 
Ubertragungen, deren Integrierbarkeit mit der Abbildbarkeit auf Ebenen- 
biindel gleichwertig ist. 

Die Untersuchung der Invariantentheorie der Drei-Gewebe im R, 
erscheint also gerechtfertigt, zumal die Theorie in verschiedener Hinsicht 
erheblich anders aussieht, als die friiher in dieser Reihe erschienenen In- 
variantensysteme nahe legen wiirden. 

Geometrisch kommt man — wie fast immer bei differentialgeometrischen 
Fragen — dadurch am besten an die wesentlichsten Eigenschaften der 
Gewebe heran, daB man sie in einem einzelnen Punkte betrachtet, und 
dort die Flachen durch Ebenen annihert. So la8t sich hier das Gewebe 
in jedem Punkte durch einen dreidimensionalen Projektionsraum in erster 
Ordnung beschreiben. Die drei Flachen legen in diesem Raume drei 
Geraden fest, die wegen der Regularitit windschief sind und daher eine 
nicht entartete Fliche zweiter Ordnung bestimmen, oder was auf das- 
selbe hinauskommt, eine quadratische Differentialform, die dann aber nur 
bis auf eine Ortsfunktion als Faktor festgelegt ist. Wie zu erwarten war, 
ist die oben genannte symmetrische Ubertragung eine in bezug auf diese 
Differentialform Weylsche Ubertragung. 

In § 1 der Arbeit wird das vollstandige Invariantensystem der Gewebe 
aufgestellt, § 2 handelt iiber die Deutung der einfachsten Invarianten, 
insbesondere iiber die invarianten Bedingungen, deren Erfiilltsein mit den 
obigen Eigenschaften a), b), c) gleichwertig ist. In §3 werden diejenigen 
Gewebe untersucht und charakterisiert, die entstehen, indem man in einem 
analytischen Kurven-Drei-Gewebe der Ebene komplexe GréBen einfiihrt 
und diese in Real- und Imaginarteil aufspaltet, — ein Verfahren, das 
offenbar auf Flachengewebe im R, fiihrt. § 4 enthalt einige Bemerkungen 
iiber die invariant mit dem Gewebe verkniipften Ubertragungen. 

Zur Begriindung der Invariantentheorie wird eingehend auf die 
Arbeit 7,,*) zuriickgegriffen, im iibrigen ist die Arbeit unabhangig von 
den vorangehenden dieser Reihe lesbar. 


§1. 
Das Invariantensystem. 


Fiir die Rechnung kénnen wir uns zunichst auf § 1 der Arbeit 7,,*) 
berufen. Man kann nimlich die vier Koordinaten u,v,a,6 immer 
so wahlen, daB a und b konstant sind lings den Flaichen der ersten 


9) G. Bol; 7,9, Hamb. Abhandl. 9 (1932), S. 102—116. 
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Schar und « und v lings den Flachen der zweiten Schar. Wahlen wir 
dann noch ¢ und wy so, daB sie unabhingig und beide lings den Flachen 
der dritten Schar konstant sind, so ist das Gewebe durch diese beiden 
Funktionen eindeutig festgelegt. 


Von den Umnormungen, die jetzt noch méglich sind, sind die Trans- 
formationen (2) aus 7, schon daselbst beriicksichtigt, wir miissen also 
untersuchen, was von den Invarianten in 7,, iibrig bleibt, wenn wir die 
Freiheit in der Wahl von @ und yp ausnutzen, also Umnormungen der 
Form 
(1) p= ¢(9,¥) vy = ¥*(%¥) 
zulassen. 


Zu beachten ist, daB aus der Regularitét des Gewebes sofort folgt, 
daB — in der Schreibweise von 7T,, — 


(2) D,+0, D,+0. 


Wenn eine dieser GréBen identisch verschwinde, miiBten ja die 
Schnittflichen von g = const, y = const mit den Flichen der ersten 
oder der zweiten Schar Kurven gemeinsam haben, entgegen der Voraus- 
setzung der Regularitét. Wir kénnen also ohne Ausnahmen die Formeln 
von §1 in 7,, anwenden. 


Sehen wir zunichst nach, wie die Operatoren 0',O", ¥', ¥" bei der 
, Stern“‘transformation (1) transformiert werden. Man hat: 


(3) A? = 9 4,+ WT;, At = 9% Ay + ~l i, 








PP = yweAt+ yely Ti= ypAut vol w 
weiter wird 
0 7 * 
(4) 0 * 
: _ ie * D,, _ DD,,. 


Schreiben wir also, unter Einfiihrung von einer dritten Art von Indizes, die 
man etwa mit deutschen Buchstaben angeben kénnte, die wir aber zur 


Vereinfachung des Setzens wieder lateinisch schreiben — [die lateinischen 
Indizes aus 7,, kommen in dieser Arbeit nirgends vor] — : 
(5) 5} = \6,, P}, Ei' = (Ou, Puts 
so hat man 
(6) Ei* = PE, Fi'* = Pi* EE, 
wo 

__ 1 | * ® || 
m Pit = 5% 7a 

Pe Py ill 





Mathematische Annalen. 110. 28 
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Wie friiher fiihren wir jetzt die alternierenden Tensordichten e‘* und e,, 
ein [7,,, (6), (7)]. Dann laBt sich leicht die zu den P;* inverse Matrix 
ausrechnen; wenn 


(8) Q;' P;* = 4;", 

so hat man 

(9) Qi! = — 5 P= — fet Pit en. 
Oder F 

10 ;! - | bi i 

(10) e — Yo Py 








Geometrisch bedeuten die Operatoren 5/,5}' folgendes: In dem 
Richtungsraum zum untersuchten Punkte gibt es jetzt drei Geraden 1,,1,, 1,, 
die die Richtung der Gewebeflichen angeben, auSerdem aber die zwei 
Ebenen, lings derer g und p konstant sind, und die daher beide J, ent- 
halten. Diese schneiden beide J, und |, 
in je einem Punkte. Diese bilden die 
Richtungen der Operatoren. 

L,, l,, 1, gehéren zu einer Schar 
von Erzeugenden einer Fliche zweiter 
Ordnung F, die zu » und y gehérigen 
Ebenen beriihren F, denn sie enthalten 
die Gerade 1,. Sie schneiden in F also 

Fig. 1. je eine Gerade der zweiten Schar aus. 

Bei der Sterntransformation werden 

diese durch zwei andere ersetzt, so entsteht also eine projektive Trans- 

formation unter den Geraden dieser Schar. Das erklart, da8 wir in dieser 

ganzen Arbeit immer zweidimensionale Tensoren zu betrachten haben, diese 
beziehen sich immer auf die zweite Geradenschar. 

Die Gleichung von F lat sich leicht angeben; nennt man 
(11) og=gomdu+o,dv, d' p= gda+qmddb 
und analog fiir y, so sind diese GréBen bei 7,,, (2) invariant und wir 
haben 
(12) F=@od" y—d'pd y. 

Fiir saimtliche Richtungen auf 1, sind nimlich d" g und d" p beide 
Null, auf 1, analog d' @ und d'y. Auf der Geraden |, ist tiberall 

dg=ado+d'y=0, 

dy=d'y+d"y=0 
und demzufolge ebenfalls F = 0. Nennt man 
ft = (dy, —a 9}, 
gt = (d" y, —d" 9}, 





(13) 
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so gilt iibrigens 
Ee = wy Ft — we F?, 


(14) giae —=— pyé' + 9, 
also 

* _ g-tgim 
- g Qa fF", 


cae ‘oat or". 
Es transformieren sich also die ¢ kontragredient zu den &,. 


Jetzt ist 
(16) P= get 
und 
(17) F* — D’F. 


F bestimmt also eine konforme Metrik mit der Eigenschaft, daB der 
Multiplikator eine Funktion nur von g und y ist. Durch Division 
durch D? oder D3 kann man natiirlich erreichen, da8 die Normungsfunktion 
langs der ersten oder zweiten Schar konstant wird. Die Symmetrie ist 
also nicht gestért. 

Es bleibt noch zu zeigen, da die Operatoren O,,— 0, und ¥,, —¥, 
wirklich die in der Figur angegebenen Richtungen haben. Das folgt aber 
sofort aus 
09=9,9=9, Oy= Oy = —1, 
¥Mig=Pig=l Pivy= Puy =. 

Es gilt ja (O,,— 9,) y = 0 und das kann nur fiir den Punkt Q auf der 
Geraden |, zutreffen. Ebenso kann (¥Y,,— Y,)g = 0 nur zutreffen, wenn 
Y,,— , die Richtung T hat. 

Wenden wir die Operatoren auf eine Funktion r von @ und y allein 

an, so folgt jetzt sofort 


(18) 


O,r= O.7r = —Ty, 

Yir= Pr = f,. 
Fiir solche Funktionen bedeutet also Ableitung mit einem unserer 
Operatoren einfach Differentiation nach g oder y. Wichtig dabei ist, 
da8 dann die Ableitungen wieder nur von g und y abhingen. Wir 
schreiben 


(19) 


(20) Sir = Shr = 1, = (— ty). 
Es ist 
i = ety, = (re, ry} 
(21) k (Te 7 
rik = rei Tir = Tei 
Insbesondere, angewendet auf - — 
(22) Qi. = QO. 


28* 
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Es ist zweckmaBig, daraus eine analoge Formel fiir P;* herzuleiten. 
Zuniachst folgt 
Py" Qi". = Pi’ Q:", 
und daraus durch Differentiation von (8) 
Pi5,Q:* = Pit, Q,*. 
Multipliziert man noch mit P,," P,’, so ergibt sich 
(23) Pa tno © Fe Pe-o 
Nach diesen Vorbereitungen wollen wir jetzt das Invariantensystem 
bestimmen. Zunichst schreiben sich die Formeln (19) aus 7,, in der Form: 














(24) (57, St’) = 0, (S7", St’) = 0, 
Sa a (SESE) = 4ji' (87 — 32). 
adel 18t also 
a Biv — RU 
Ai; = D, Dy’ Ais —_ D, Dy,’ 
» All a Al 
A;;* = — . A = «ele 
(25) ” D, Dy, i D, D,,’ 
A ‘* BI A : Bu 
7 D; D,,’ D, D,;’ 
i Au a All 
Mts ghee, Mtn « 
aa D, Dy ” D, Dy 


Bei der Sterntransformation hat man wieder, da P;* Funktionen 
von @ und y allein sind, 


(E° BE) = Pi! Pp” (Et Em) + Pi’ Pam — Pe” Pim Si. 
Daraus, unter Benutzung von (23), 
(26) Aj” = Py” Py” Ane Q:) + Pi” Pin Qn- 


Bis auf das zweite Glied rechts bilden also die Aj;' bei der Stern- 
transformation einen Tensor. 

Um Invarianten zu finden, haben wir aus (26) die P;* und ihre Ab- 
leitungen zu eliminieren. Wir begniigen uns aber damit, die Ableitungen 
zu eliminieren, das kommt darauf hinaus, daB wir nicht gleich nach 
Invarianten, sondern zuniachst nur nach Tensoren bei (6) suchen, man 
kann auch sagen, nach invarianten Formen. 

In (26) haben wir acht Formeln, woraus die acht Ableitungen der 
P;* zu eliminieren sind. Zwischen diesen bestehen noch die zwei Glei- 
chungen (23), so daB wir damit rechnen kénnen, zwei Komponenten, also 
einen Vektor, nachzubehalten. In der Tat folgt, wenn man den Vektor 


(27) een Ai’ = Be, = Ain 
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bildet, aus (26) wiederum nach (23): 
(28) By, = Pn” Bp. 
Dabei haben wir auch noch den letzten Index nach unten gezogen, um 
nicht nur eine Vektordichte, sondern wirklich einen Vektor zu erhalten. 
Die sechs restlichen Gleichungen, etwa die Transformationsformeln 
fiir den in ¢ und k symmetrischen Teil von 4; “¢ geben uns die Méglich- 


keit, aus den Gleichungen, die bei Differenzieren von (26) entstehen, die 
P;*, zu eliminieren. 


Differenzieren wir (26) mit 5/' — 5}, so erhalten wir, da P;* und 
alle Ableitungen davon von EP — 3) au Null gemacht werden: 
(29) Ajire = P;* Pi" Q;' Py‘ Anat 


Aji'm ist also ein Tensor mit 16 Komponenten in dritter Differen- 
tiationsordnung. Wir werden nachher beweisen, da8 es in dritter Ordnung 
keine weiteren Invarianten gibt. 

Um in jeder Ordnung das System aller Invarianten finden zu kénnen, 
fehlt es uns noch an einer Methode, aus Tensoren durch Differentiation 
neue Tensoren herzuleiten, also an einer kovarianten Differentiation. 
Natiirlich brauchen wir eine solche nur fiir Vektoren anzugeben, Tensoren 
werden dann differenziert, als ob sie ein Produkt von Vektoren wiren. 
Wir sehen nun leicht ein: ist p, ein Vektor, so wird 
(30) Prot = FP, — Ay P, 
ein Tensor zweiter Stufe. Denn wir haben 

Prt an ae ee Ai’ py, 
= Pi St: Pi" py — Pi’ Pi Ain” pa — Pi* Pits Qn Pi” Pe 
= Pi Py" {Et Pa — Asn” Pa} + Pi* Pire pn — Pi° Pie Pn 
= PP," Payt 


Ist g* ein kontravarianter Vektor, so wird man jetzt 


(31) qa = Sg + Aig 


ik 
setzen, dann ist wieder q2 ein Tensor. Denn man bestiitigt sofort 


(2.7 )1=Padt+r,ga == (p, 9) 


und weil rechts ein Vektor steht, mu8 links fiir jede Wahl von » ein 
Vektor stehen. D.h., g* ist Tensor. Abnlich zu (30), (31) definieren 
auch 

Pai = sy P, — Aj, P’, 


(32) " - 
ga = Sg +A4;*¢ 
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Tensoren. Aus (30), (31), (32) ergibt sich schlieBlich, da& 

Py, = (5p - EP, = Prat — Pra > 

q, = gn hinong 5) q = qa a qa 

Tensoren sind, was man natiirlich auch leicht direkt einsehen kann. 

Die Formeln (30), (31), (32) definieren eine affine Ubertragung, die 
invariant mit dem Gewebe verkniipft ist, und die wir spiter noch naher 
untersuchen werden. 

Wir behaupten jetzt: Das vollstandige Invariantensystem des Gewebes 
besteht aus B,, A;;' und Ableitungen davon mit Hilfe der kovarianten 
Differentiation. 

Um dies zu beweisen, miissen wir genauer untersuchen, welche Rela- 
tionen zwischen den Invarianten bestehen, also die ,,Jacobi-Identitiaten“ 
auswerten. DaB diese die einzigen Relationen sind, folgt aus dem SchluB- 
satz von §1 in 7,,. Die Bedingungen B'Y + 0, A!Y + 0, die da gestellt 
wurden, lassen sich nimlich hier immer befriedigen, indem man von ge- 
eigneten Funktionen » und y ausgeht. 

Bei den Jacobi-Identitaéten lassen sich zwei Typen unterscheiden. 
Der erste entsteht durch Auswerten der Beziehung 
(34) = (Et, S:* — 57), Sa — Fn) = 0, 


die man unbeschadet der Allgemeinheit noch mit e'™ iiberschieben darf, 
und aus der analogen Gleichung mit £/", die iibrigens nichts neues liefert, 
da beide Relationen zusammen identisch Null ergeben miissen. 

Der zweite Typ ergibt sich aus 
(35) e & (Et St), 50° — Ft) = 0. 

zy 

Ausgerechnet sieht (34) so aus: 

O = [Aji (— Ain” + Ani”) + (dint — Ani) Ai” + Ain® (Aii™ — Ain”) 
— Aji", + Ain: — Ef (Ain™ — Ani”) (Se — Sa) 


oder bei Nullsetzen der beiden Koeffizienten *) 


(33) 





(36") Ef By + Aiin + B Aum — By Aji’ = 0 
5) Beim Rechnen ist die Identitat niitzlich 

(1) é* {Curt C14+ Crit} = 0, 

oder 

(2) Of + Oi + Ci, = 0. 

Weiter auch die Beziehung 

(3) 4,3" — 4;," = —4, B, 

auch 

(4) Cie CL,+&, C,+&,c, = 0. 


Es ist niitzlich zu beachten, was aus den Symmetrieeigenschaften (16) in 7,9 wird. 
b) ist ein Spezialfall der Sterntransformation, a) kommt hinaus auf 
[Su 4S 4. 
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und analog 
(36*) ET" By + Aiim + B Asem — By Aji’ = 0. 
Diese Gleichungen lassen sich auch so schreiben: 
B=—A"", 
(37) of ae 
B,, aliens Aim , 


(35) ergibt beim Ausrechnen 
O = e*[Agi' (— Ag.") — Agi® (— Aue”) — Sf Aii” + 5t Ali") (Em — En). 
Oder wenn man die Koeffizienten gleich Null setzt: 


(38") E} Ati" = A;;" At”. 
Ebenso: 
(38?) ST Ai" = Aj;°4,". 


Damit sind also die Jacobi-Identitaten aufgestellt. Sie sind natiirlich 
durchaus nicht unabhangig, schon die Gleichungen (37') und (38') haben 
alle andern zur Folge. Denn dasselbe gilt fiir (34) und (35), womit diese 
Gleichungen gleichwertig sind. 

Jetzt kénnen wir durch einfaches Abzihlen zeigen, da8 unser 
Invariantensystem vollstandig ist. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns das Gewebe dargestellt durch die 
vier unabhingigen Operatoren £;' — Sf und 5}. Die zugehérigen Jacobi- 
Identitaéten sind (36') und (38°). 

Die Aussage li6t sich nun so ausdriicken: Aus jeder Ableitung eines 
Ajx1, wobei wenigstens einmal nach £/" — 5} differenziert ist, ergibt sich 
eine Komponente eines Tensors. Aus den iibrigen Ableitungen der A,,, 
aber lassen sich keine weiteren Komponenten bilden, es lassen sich also 
aus diesen letzten die héheren Ableitungen der P;* nicht eliminieren. 

Um dies zu zeigen, brauchen wir bloB darzulegen, daB sich bei einer 
Elimination der letzten Art immer eine Identitaét ergibt, da8 also zwei 
solche Ableitungen, in denen dieselben Differentialquotienten der P;*vor- 
kommen, immer bis auf GréBen niedrigerer Differentiationsordnung identisch 
dieselben sind. Zur genaueren Uberlegung denken wir uns eine Trans- 
formation, bei der im untersuchten Punkte P;* = Q;* = 6; ist. Jede Trans- 
formation 148t sich durch Anwenden einer vorhergehenden mit konstanten 
Koeffizienten zu einer solchen machen, und die Ergebnisse werden davon 
nicht betroffen, weil alle von uns betrachteten GréBen bei der Normung 
Tensoreigenschaft haben. 

Aus 

P;!,Qi" + P;' Qi, =0 
folgt dann im Ausgangspunkte — 


P;", = —Q",, 
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und (26) schreibt sich 
Aji” = Aji’ + Pi, 
oder 
Ay" = Aye — Qe 
Weiter 
(5; Axi) <s SF Ase: — Qetse, 


wenn wir mit dem Zeichen “ andeuten, daB auf GréBen von kleinerer 
Differentiationsordnung nicht geachtet wird. Von den Q,,;, sind nach (10) 
diejenigen gleich, die durch beliebiges Vertauschen von k, i und r aus ein- 
ander hervorgehen. Wir miissen also zeigen, daB die GréBe links sich 
durch diese Vertauschungen ebenfalls bis auf GréBen niedrigerer Ordnungen 
nicht andert; bis auf Aquivalenz. Vertauscht man i und k, 80 ist die 
Anderung links 5; B,, und das ist nach (37) aquivalent mit Aj;;*; bei der 
betreffenden Elimination findet man also keine neuen Invarianten, sondern 
nur solche, welche schon im System eufgenommen waren. Vertauscht 
man i und r, so ist der Unterschied 5) A‘,;, das ist aber nach (38) 
aquivalent Null. Auch hier kommen die keine neuen Invarianten. Wie 
ist es in der nachsten Differentiationsordnung? Da wird 


. 
(5: £, —r > Acnt ) Aa} sg} &, Ase - Qetires 


und man muB zeigen, da8 links s, +, i und k beliebig vertauscht werden 
dirfen. Wieder fiihrt Vertauschen von i mit k oder mit r zu nichts 
Neuem, also darf man i, k und r beliebig vertauschen. Aber, darf mit s 
vertauscht werden, es ist iy genau 


-I I 
5} &, > Airs = &, =. Ait. 


Wieder fiihrt die Elimination zu keinen neuen Invarianten. Damit ist 
der Vollstandigkeitssatz gezeigt, also: 

Das volle Invariantensystem besteht aus B,, Aji‘, und kovarianten 
Ableitungen von Aj;'m. Die einzigen Relationen zwischen den Invarianten 
folgen aus den Jacobi-Identititen (36), (38). Die kovarianten Ableitungen 
von B, lassen sich ja nach (36) durch A,,;,, ausdriicken. 

Es folgt sofort der Satz: 

Ist fiir ein Gewebe Bj =0 und Ayiin =0, so lat es sich auf ein 
Gewebe aus parallelen Ebenenbiindeln topologisch abbilden. 

Denn nach dem vorhergehenden Satze verschwinden dann alle Invari- 
anten, und das gilt auch fiir das Ebenengewebe, das sich tibrigens in 
der Form 

g=u+a y=v+d 
einfach darstellen 1aBt. 
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§ 2. 
Spezielle Gewebe. 

Wir gehen jetzt dazu iiber, geometrische Deutungen fiir die auf- 
gefundenen Invarianten anzugeben und insbesondere auch die in der Ein- 
leitung betrachtete Sechseckbedingung genauer zu betrachten. 

Zunichst stellen wir die Bedingung auf, da8 auch die anderen Ge- 
raden der ersten Schar von F zweidimensionale Flichen festlegen, und 
zwar so, daB die Geraden, die mit 1,,1,,1, in jedem Punkte ein festes 
Doppelverhiltnis 5 haben, gerade eine Schar zweidimensionaler Flachen 
bestimmen. Diese Bedingung la8t sich dadurch analytisch ausdriicken, 
da8 der Klammerausdruck der beiden Operatoren 


(39) A, = Sf + bE", 
wo 6 das Doppelverhiltnis, also eine Konstante ist, sich wieder durch A, 
ausdriicken lassen soll. 

Es ist 


(40) (A; Ay) = b((8? SP) + (S27 Sp) 
= b[Aji' — Ag" (SP — 87) 
=—— be,, B (S; — 57). 


Hier sollen nun die Koeffizienten von 5" um das b-fache gréBer sein 
als die von £', wihrend sie in (40) entgegengesetzt gleich sind. Das ist 
im allgemeinen nur fiir b= 0, —1, @ méglich. Gibt es aber noch 
eine andere Lésung fiir 6, so miissen die Koeffizienten in (40) identisch 
verschwinden, also B' = 0 sein. 

Fiir das Verschwinden der B' ist notwendig und hinreichend, daB die 
Operatoren (39) bei konstantem 6 Flichen aufspannen. Ist dies fiir nur 
einen Wert von b aufer 0, —1; co der Fall, so sogar fiir alle*). 

Wir wollen jetzt die Bedingungen dafiir aufstellen, daS ahnliches 
fiir die andere Schar gilt, daB also die Flachenelemente, die zu den Geraden 
der anderen Schar gehéren, Flaichen aufspannen. Die Frage kann auch 
so gestellt werden: Wann gibt es zweidimensionale Flachen, die von jeder 
Gewebefiiche entweder gar nicht, oder in einer Kurve geschnitten werden ? 
Denn eine solche Fliche mu8 in jedem Punkte eine Richtungsgerade 
haben, die J,,1,,1, schneidet, also der zweiten Schar angebort. 








*) Wenn man die Bedingung 6 konstant fallen J48t, so folgt nicht mehr 
aus der Existenz einer weiteren Schar die von unendlich vielen. Line leichte 
Rechnung zeigt im Gegenteil, daB die Existenz von drei weiteren Scharen, also 
im ganzen sechs, dazu notwendig und hinreichend ist. 
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Die Geraden der zweiten Schar kénnen dargestellt werden durch 
zwei Operatoren 
(41) A4,=P5i, 4,=978'", 
wo p’ irgendein kontravarianter Vektor ist. Wann spannen diese Opera- 
toren Flichen auf? Wir bilden ihren Klammerausdruck: 

(4, 44) = pp Aji™ (Sm — Em) + (pei p') Et" — (p' Si" py Ee; 

dieser soll sich aus 4, und A, linear kombinieren lassen: 
(42) (4, 4,) = (p'p' Aji” + p Et p™) Em — (pp Aui™ + pS" p”) En. 


Hier mu8 natiirlich der erste Teil ein Vielfaches von p” £_' sein, 
der zweite ein Vielfaches von p"£i. Also: 
e Pep Asi "+p Et p") = 0, 
(43) -" ‘alt m 


emeP (pp Asi” + p Si" p") = 0. 
Zieht man diese Gleichungen ab, so folgt: 
(44) p (Ei — Ef) p™ = 
oder 
(4,—4,)p" = 0, 4,p" = 4,3”. 
Wir miissen jetzt die Integrierbarkeitsbedingungen von (43) anschreiben, 
dazu schreiben wir diese Gleichungen in der Form: 
(45) Pup’ p' Aji" + A, p™ = 0, 
Pm Pp Aji" + A, p™ = 0. 
Differenzieren wir eine dieser Gleichungen nach A, — A,, so brauchen wir 
p nicht zu differenzieren, und es bleibt nur: 
(4, — 4,) 4, p" = — Ppa Pp Aji" 
Andererseits ist aber 


(4, — 4,) 4, p™ = 4, (4, — 4,) p™ + (A, 4,) p™ = 9. 


DaS (4, 4,)p™ = 0, folgt aus (42), wenn man beachtet, da beim 
Differenzieren von p‘ die Indizes II und I vertauscht werden diirfen. 
Wir finden also als Integrierbarkeitsbedingung: 


(46) Pp" PP Acime = 0. 


Soll nun jede Gerade der zweiten Schar zu einer solchen Flache ge- 
héren, so muB (46) fiir jede Wahl des Vektors p‘ in jedem Punkte des 
Gewebes verschwinden; dazu ist aber notwendig, daB alle Koeffizienten 
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in (46), also daB der symmetrische Teil des Tensors A;;,,, identisch ver- 
schwindet, also: 


(47) Agiim = Z Airim = 0. 
Oder ausgeschrieben: 
Ayias = 0, 
Ajiss + Ayia: + Aven + Ayn = 0, 
(48) Ayias + Aysis + Aras: + Agirs + Aerar + Aeais = 9, 
Axsso + Agios + Assis + Agssi = 0, 
Agsss =0 


Da es sich bei unserer Frage um zweidimensionale Flichen handelt, 
brauchen wir uns bei dem Aufstellen der Integrierbarkeitsbedingungen 
nur um die Operatoren 4, und A, zu kiimmern, daraus ersieht man 
aber, daB (46) die einzigen Integrierbarkeitsbedingungen in dieser Ordnung 
sind. Gilt (47), so sind diese identisch befriedigt, (47) ist also auch 
eine hinreichende Bedingung fiir das Bestehen von Flaichen der erwaihnten 
Art. Wenn (47) nicht erfiillt ist, so kénnen trotzdem sehr wohl ver- 
einzelte Flachen aufgespannt werden; um dariiber zu entscheiden, miiBte 
man p’ aus (47) berechnen, und findet dann weitere notwendige Be- 
dingungen, indem man die Lésung in (45) einsetzt. Wir gehen darauf 
weiter nicht ein, erwahnen nur den Satz: 

Wenn es durch jeden Punkt fiinf Flichen dieser Art gibt, so gilt (47), 
und es gibt dann unendlich viele. 

Denn wenn die Gleichung (47) fiinf verschiedene Lésungen hat, muB 
sie identisch befriedigt sein. 

Betrachten wir jetzt die Sechseckbedingung etwas naher. Wenn (48) 
erfiillt ist, so lassen sich die Sechsecke sofort in den aufgespannten 
Flachen f deuten. Denn diese schneiden in jeder Gewebefliche eine 
zweiparametrige Kurvenschar aus — durch jeden Punkt geht in jeder 
Richtung eine Kurve. Wenn wir also, etwa ausgehend von zwei Punkten, 
die in einer Fliche der dritten Schar liegen, ein Sechseck konstruieren 
wollen, so 1aBt sich sicher — wenn beide Punkte nicht zu weit aus- 
einanderliegen — eine Fliche f angeben, welche beide Punkte enthalt. 
Jetzt haben aber alle Flachen, die bei der Konstruktion des Sechsecks 
tiberhaupt vorkommen, mit / einen Punkt, also eine Kurve gemeinsam, 
schneiden sich also, falls sie zu verschiedenen Scharen gehéren, in einem 
Punkte von /. Das in / ausgeschnittene Gewebe muB also ein Sechseck- 
gewebe sein. Kénnen wir noch beweisen, daB bei Sechseckgeweben die 
Flachen f/ immer vorhanden sind, so ist damit die Bestimmung der 
Sechseckbedingungen auf den ebenen Fall zuriickgefiihrt. 
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Nun ist aber leicht einzusehen, daB bei Sechseckgeweben im Raum 
die Flichen f wirklich immer vorhanden sind. Dazu brauchen wir blob 
zu zeigen, daB sich im Sechseckgewebe jedes vorgegebene diskrete Sechs- 
ecknetz genau so wie in der Ebene in eindeutiger Weise beliebig verfeinern 
1a8t. Denn wenn das bewiesen ist, so bilden die Eckpunkte der fort- 
schreitenden Verfeinerungen ein zweidimensionales Gebilde, das sich zu 
einer Fliche { verdichten muB. Zeigen wir also die Méglichkeit dieser 
Verfeinerung! 

Betrachten wir dazu zwei Flichen (3)' und (3) der dritten Schar. 
Durch (3)’ wird eine Transformation von (3) in sich definiert, wie es die 


(3 
P*(ur+du) 






P'[ut du,o+dv 


P a+da,b+4b) 


Plu,p,2,b) 





Fig. 2. Fig. 3. 


Fig.2 fiir P andeutet; P’ ist der Bildpunkt von P. Auf (3) und (3) 
mégen » und y die in der Figur angegebenen Werte haben. Dann kann 
man leicht die Koordinateninderung von P nach FP’ ausrechnen. Es ist 
ja offenbar 


(49) Agp= gu 4ut Gy 4v0+4! (qu, 4u? +2 gy, 4uAv+ g,, 40) +>, 
A y= pudt t+ pp Avt4! (yyy du? + 2 wy, Au 40+ yoy Av’) + -. 
Daraus lassen sich Au und Av leicht berechnen, 4a und 4b folgen 
dann aus einer Reihenentwicklung zwischen P und P’, wo jetzt Ag = 0, 
Au und Av bekannt sind. Durch mehrmalige Reihenentwicklung kann 
man auch die Koordinaten von P” leicht als Reihen in 4g und Ay 
oder in Au und Av angeben. Die Reihen fangen so an: 


(50) Au =2Au+A,, Au? +24,, Au Av+ A,, 40° +++, 
Av 


=2Av+B,,4wv+2B,,4u4d4v+ B,, Av'+---. 

Nun sieht man aber, daB umgekebrt auch Au, Av eindeutig be- 
stimmt sind, wenn 4u und Av gegeben sind. Das ist sogar ganz un- 
abhangig von der Sechseckbedingung. Trotz der angewandten Reihen- 
entwicklung ist es natiirlich nicht notwendig vorauszusetzen, daB das 
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Gewebe analytisch sein soll. Schon bei zweimaliger stetiger Differenzierbar- 
keit folgt aus (50) das Nichtverschwinden der Funktionaldeterminante 
und damit die eindeutige Lésbarkeit. 

Jetzt ist aber die Méglichkeit der Verfeinerung sofort gezeigt. Wir 
kénnen nimlich in jedes Dreieck des Sechsecknetzes jetzt eindeutig ein 
Dreieck einbeschreiben, aus der Sechseckbedingung folgt dann genau so 
wie in der Ebene, daB, wenn P, P, P, Teil eines Sechsecknetzes ist, das 
einbeschriebene Dreieck sich zu einer Verfeinerung dieses Netzes ausbauen 
la8t. Die Hiaufungspunkte der sukzessiven Teilpunkte bestimmen dann 
unsere Flache f. 

Jetzt kénnen wir sofort notwendige und hinreichende Bedingungen 
fiir Sechseckgewebe angeben; dazu brauchen wir bloB die Bedingungen 
anzugeben, damit das in jeder Fliche f ausgeschnittene Gewebe Sechseck- 
gewebe ist. Die drei Schnittkurvenscharen werden dargestellt durch die 
Operatoren 


A, —_— p” Fie 
(51) A, = 9" Ss, 


ou 
=m ) 


was A, i A, = p" (5 — Sn : 


Weiter ist nach (42) 
52) (414s) = (pip Agi” + 4, p") Em — (Pp Aii™ + A,p") Em 
= (p'p' Ai” + 4,7") (Em — En)- 
Wenn wir dies durch A, und A, ausdriicken wollen, ergibt sich 
offenbar 
inl 4**™ m 
PP Ay," qm + qm A, P 
(53) (4, 4,) = ——*—. ——(4,— 4), 
Pp Im 
wo gm ein beliebiger Vektor ist, den man etwa konstant wihlen wird. 
Nach bekannten Formeln lautet jetzt die Sechseckbedingung: 





eae ) MAG” Gm + Gm 417 
(54) i P” dn 
= =— PP Pp Ait In = 9. 
P In 





Da dies beim Sechseckgewebe fiir jede Wahl von p‘ und 4, gelten soll, 
folgt: 


(55) Agi) = 0; 
ausgeschrieben gibt das acht Gleichungen: 

Aim: = 9, 
(55a) Ajim2 + Ayom1 + Asimi = 9, 


Ajoma + Aims + Asom: = 0, 
Azam. = 9. 
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Dies sind also, da hieraus auch schon wieder (47) folgt, die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir Sechseckgewebe. 

Aus (55) ersieht man: 

Gibt es durch jeden Punkt vier zweidimensionale Flichen, worin das Ge- 
webe ein Sechseckgewebe ausschneidet, so ist das Gewebe ein Sechseckgewebe. 

Denn die Gleichung (54) ist von dritter Ordnung in den p’. 

Wir wollen nun weiter untersuchen, wann in dem Gewebe auch die 
Reidemeister-Konfiguration sich immer schlieBt, die wir in der Figur 
noch einmal abbilden. Wie man durch Spezialisation sofort erhilt, folgt 
zunachst aus R die Sechseckeigenschaft. Nach 
Thomsen ist R gleichbedeutend damit, daB 
i”) die Transformationen der Flache (3) in sich, 
die wir oben betrachteten, eine Gruppe bilden. 
Es gibt ja fiir jede Flache (3), abhangig von 
der Wahl von (3)’, eine zweiparametrige Schar 
solcher Transformationen. 

Fig. 4. Die Sechseckbedingung besagt nun schon, 

wie sofort aus der Verfeinerungsméglichkeit 

ersichtlich ist, da8 alle Transformationen dieser Art eingliedrigen Gruppen 
angehoren, also sich aus infinitesimalen Transformationen aufbauen lassen. 
Wir brauchen also blo8 weiter zu fordern, daB die betreffenden infini- 
tesimalen Transformationen einer zweigliedrigen Gruppe angehéren. Schreiben 
wir die Transformationen zunichst einmal an. Wir nehmen also feste 
Anderungen Ag und Ay von @ und y und rechnen uns dazu in erster 
Ordnung die Anderungen der Koordinaten aus. Wie in (49) ergibt sich 





My 








Ag = 9, 4u+ 9,40 = — 9, 4a— » Ad, 


(56) Ay = yu 4u+ 9, 4v= — y,4a— pAb, 


oder aufgelést mit Hilfe von (17) aus 7,,: 


Ay A¢@ 
Av = —- — + — y', 
(57) Dp Dp 


AY a _ 4P yas 
Aus ore — or). 
Die infinitesimale Transformation lautet also: 
44 
au* 


H= 4w24 Aw 
Ou 
ad oe oe eee ef - pr ==) 
= 49°F v'5a pu’ say ¥(a oa pu? aye)" 
5) Ausnahmsweise benutzen wir hier noch einmal die lateinischen Indizes aus 


T, jedoch nur in der Ableitung der Formel (58), wo es nicht zu Verwechslungen 
AnlaB geben kann. 
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Bezeichnet man also den konstanten Vektor {— Ay, 4g} mit p’, so kann 
man schreiben 


(58) H = p'(S7" — &)). 


Diese ganze Rechnung bezieht sich natiirlich auf eine einzige, beliebig 
wihlbare Flache (3), und es muB auf dieser Flache p‘ konstant sein, also 


(59) 5s — Sn) p = 0. 

Da jede unserer Transformationen sich von den infinitesimalen Trans- 
formationen (58) erzeugen lat, ist nun fiir die Reidemeister-Konfiguration 
notwendig und hinreichend, daB die beiden Transformationen (58) eine 


Gruppe bilden, daS ihr Klammerausdruck sich also mit konstanten 
Koeffizienten durch (58) ausdriicken 148t. Es ist aber 


(60) (E — Ef, SP — St) = (— Aji’ + Aji’) (87 — 57) 

=e Bist" — &7). 
Die betreffenden Koeffizienten sind also die Komponenten des Vektors B', 
und fiir R ist — auBer der Sechseckbedingung — notwendig und hin- 
reichend, daB 
(61) O = (Sn — Sn) By = Acin. 

Es kommen also zu den Sechseckbedingungen (55) noch vier weitere 
dazu. Diese sind in dritter Ordnung von den Sechseckbedingungen un- 
abhangig; wenn R erfiillt ist, hat also A;,,,, héchstens vier wesentlich 
verschiedene Komponenten. 


Es bleibt jetzt noch zu untersuchen, wann die Dreieckskonfiguration 4 
erfiillt ist. 














Nach Thomsen ist dazu notwendig und 2 
hinreichend, da8B die Transformationen der (4) 
Gruppe vertauschbar seien. Also (3) ad 

B, = 0. Uy 
Differenziert gibt - wie oben tt ) ty 
Aj. im = 0, 
nach (37) aber auch 2 
Aji* = 0, — Ayii’ = 0. ee 


Daraus folgt, daB sich der Wert einer Komponente von A,,;, nicht 
andert, wenn man i, k und m beliebig vertauscht. A,,;,, ist also sym- 
metrisch in diesen Indizes. Aus (55) folgt aber, daB der symmetrische 
Teil von Aj;i~ verschwindet, also muB Ajnim = 0 sein. 

Notwendig und hinreichend fiir A ist 


B, = 0, Atrim = 9. 
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Folglich: Ein Gewebe, fiir das A sich schlieBt, Jat sich auf parallele 
Ebenenbiindel topologisch abbilden. 

Aus dem Vorhergehenden ist ersichtlich, da® die invarianten Be- 
dingungen fiir Sechseck, R und 4 wesentlich verschieden lauten. Um 
ihrer Verschiedenheit sicher zu sein, miiSte man z. B. zeigen, daf nicht 
aus den Integrierbarkeitsbedingungen von (55) auch die Gleichungen (61) 
folgen. Am einfachsten ist aber, diese Méglichkeit durch Beispiele zu 
widerlegen, wo sich beim Ausrechnen herausstellt, daB (55) erfiilit ist, 
aber (61) nicht. 

Als erstes Beispiel wahlen wir 























(62) g= ss, y=. 
Hier ist 
2(bu —av 2 (bu — av) 
(63) P= — Sr DY = a 
Ot = C=" Qu + a) 0, + (v+5)d,] 
~~ 2(bu —av) a baad 
by? 
tm pt lu — a) d, + (v — b) dul, 
(64) 
» — B)2 ; 
ou = — FF [lu + a) 0. + (v + 6) a), 
b)2 
yu = Or lu — a) 0, + (v — 8) ds). 
tutt 2 
_ A;;) = 433° = ——— = sage “i = Mi? = 8, 
—Aj,' = Aj = peat Ai =—A4Ayr= oben aa: 
(55) 1aBt sich hier sofort bestitigen, es ist aber 
_ (v+b)? es (v—b)* 
(66) w= fae" DP = ~ bu—av 
und 
vi — p? o+b (v —b)> (vw + b) 
(o% — 6) oe — ") (5)  “(bu—av . 


Das Gewebe ist also Sechseckgewebe, die Konfiguration R schlieBt 
sich jedoch nicht. Geometrisch laBt sich das Gewebe so darstellen: man 
wihle vier Geraden 1, 1,1,1, der ersten Schar einer Fliche zweiter Ord- 
nung, die Paare J, 1, und /,/, mégen sich harmonisch trennen; weiter 
einen Punkt P anBerhalb des R,, der die Flache enthilt. Die Geraden, 
die 1, und J, schneiden, bilden eine lineare Kongruenz. Die erste Flachen- 
schar bestehe jetzt aus den Ebenen durch /,, die zweite aus den Ebenen 
durch l,, die dritte aus den Ebenen durch P und den Geraden der Kon- 
gruenz. 
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Als zweites Beispiel waihlen wir ein Gewebe aus drei Ebenenbiischeln, 
deren Leitgeraden nicht in einer R, liegen. Das Gewebe laBt sich auf 
die Form bringen: 








v b 
(67) 7 oe \ deal he 
Dann wird 
b v 
(68) Dt = Te T= at er L 


ei = Mt*[(u +a) 0, +09) 

















(69) a er 
PT = (u+a)d,, 
yu = —*F2 (y+ a)a,+ba). 
i + 1 
Aj) = + “= A;;* =0, 
1 
(70) i ia Aji? = —=F* =, 
= 1 uta 1 
Ajyt=—SEfa--, Ata tt tad, 
P b y 
Aj; = 0, A;;* = 0. 


Hier ist ersichtlich, da Aj;' nur von g und y abhiangt, 


Ajnim = 0. 
Aber 


(71) B=, B= —-, 

? y 
also verschwindet B, nicht identisch. Hier schlieBt sich also R, aber 
A nicht. 


Es 148t sich hier der Satz vermuten: 


Wenn Ainim = 0, 80 lapt sich das Gewebe auf drei Ebenenbiindel 
topologisch abbilden. 

Beweis: Da A,,;, = 90, sind auch alle Invarianten in héheren 
Ordnungen gleich Null, nur die Komponenten von B, kénnen von Null 
verschieden sein. Durch eine lineare Sterntransformation la8t sich aber, 
wenn B, + 0 — der Fall B,; = 0 ist schon friiher erledigt worden —, 
erreichen, daS im untersuchten Punkte B, = 1, B, = 0 wird. Alle Ge- 
webe mit A;,;,, = 9, B; + 0 sind also topologisch Aquivalent, lassen 
sich also abbilden auf das Gewebe aus drei Ebenenbiindeln, das, wie wir 


oben zeigten, die verlangte Eigenschaft hat. 
Mathematische Annalen. 110. 29 
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§ 3. 


2-analytische Gewebe. 

Eine besondere Klasse von Geweben im R, entsteht, indem wir 
analytische Kurvengewebe in der Ebene betrachten und dann jede der 
beiden Veranderlichen in Real- und Imaginarteil aufspalten. Die Punkte 
einer Geraden der Ebene werden so im R, durch die einer Ebene dar- 
gestellt, die einer analytischen Kurve durch eine zweidimensionale Flache. 
Schreibt man das ebene Gewebe in der Form: 

z= x (2, 9), 

so la8t sich die Aufspaltung angeben in der Form: 
z=u+iv, y=a+ib z=p+iy, 
(72) - = nd 

Z=u-—tv, y=a—ib 7= g—iy; 
die Gerade 

H_rt+pyty+t(qr+ Ay +) =O 
geht dabei iiber in die Ebene 

a,u+p,a+y, — (av + Bb) = 0, 

#0 + Bb +- (au +f,a+y,) = 0. 
Die unendlich fernen Geraden dieser Ebenen gehéren offenbar einer 
linearen Kongruenz K an, sie schneiden alle die beiden Geraden 


(73) 


—iv 

(74) “-— th 

Diese Leitgeraden sind also (im R,) konjugiert komplex. Ein 
paralleles Geradenbiischel wird offenbar abgebildet auf ein Biindel paralleler 
Ebenen, die Geraden durch einen festen Punkt P auf die Ebenen durch 
den Bildpunkt von P, die den unendlich fernen Raum in den Geraden 
von K schneiden. Der bekannte Satz: Drei Geradenbiischel in der Ebene 
bilden ein Sechseckgewebe, driickt sich, wenn wir Realititsverhiltnisse, 
die ja bei der Invariantenrechnung keine Rolle spielen, auBer acht lassen, 
sO aus: 

Sei K eine bilineare Kongruenz in einem linearen Unterraum L des 
R,, |, und 1, die Leitgeraden dieser Kongruenz. Dann haben folgende 
Gewebe die Eigenschaft 4: 

a) Die Ebenensysteme, die drei feste Punkte auBerhalb von LZ mit 
K verbinden. 

b) Zwei solche Ebenensysteme und die Ebenen durch eine feste 
Gerade der Kongruenz K. 

c) Die Ebenen durch einen Punkt nach K und die Ebenen durch 
zwei feste Geraden von K. 
d) Die Ebenenbiischel durch drei feste Geraden von K. 


u = tv u 
a 
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Wir wollen jetzt die invarianten Bedingungen dafiir angeben, daB ein 
Gewebe im R, aus einem analytischen Gewebe der Ebene in der angegebenen 
Weise hervorgeht, also wie wir sagen: ,,2-analytisch‘‘ ist. 

Dazu beachten wir, daB die obige Bedingung sich — wieder bis auf 
Realitatsverhiltnisse — dadurch ersetzen laBt, daB wir die Méglichkeit 
einer Normung der Paare u, v; a, 6; p, py fordern, derart daB nach der 
Normung das Gewebe dargestellt wird durch 


(75) = 9 (u, a), 7 = yp (v, b). 


Im Falle, wo das Gewebe 2-analytisch ist, ist diese Normung nicht 
reell, man mu8 setzen 


u*=u-+iv a®*=a+ib g* =pt+iy 
v=u-—iv b* =a—ib y*=p—iy. 
Wir wollen aber auch gleich Gewebe betrachten, wo die Normung (75) 
reell méglich ist. Es ist klar, daB diese sich in bezug auf das Ver- 
schwinden von Invarianten in nichts von den 2-analytischen Geweben 
unterscheiden werden, vielmehr wird das Vorzeichen einer Diskriminante 
dariiber entscheiden, ob die Normung in jedem vorgelegten Falle reell 
méglich ist oder nicht. 
Betrachten wir zunichst Gewebe, wo eine Gleichung der Form 
(76) a(y, y) = x (B(u, »), » (2, b)) 
identisch erfiillt wird. Durch eine Normung der Koordinatenpaare u, v; 
a,b und eine Sterntransformation |48t sich dann erreichen, daB die Gewebe- 
gleichungen die Form annehmen: 
py (u, a) = const, 
y (u, v, a, 6) = const. 
Das Bestehen von zwei unabhingigen Gleichungen der Form (76) 
fiihrt natiirlich in ahnlicher Weise auf (75) zuriick. 
(76) besagt, da8 es eine Funktion x gibt, fiir die erstens 


(77) 


(78) (57 — Si) zx =0 
gilt und zweitens der Quotient 

tu _ By 
(79) zB 


nicht von a und 6 abhingt. Dazu ist aber notwendig und hinreichend, 
daB dié Schnittkurven der Hyperflichen y = const mit den Ebenen der 
ersten Schar alle parallel sind, d.h. mit den Ebenen der zweiten Schar 
dreidimensionale Raume bilden. Die genannten Schnittkurven sind Bahn- 
kurven des Operators 
(80) A= e' Six: Ei, 

29% 
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denn diese liegen in den u-v-Ebenen und es ist 4y = 0. Da xy Funktion 
von g und y allein sein soll, kénnen wir wieder schreiben: 


Siz = Sf 2 = x- 


Dann ist 

(81) A = ety, §, = 7 Sh 
Es sollen jetzt also die drei Operatoren 

(82) Ei, x* Eh 


Raume aufspannen. Bildet man die Klammerausdriicke, so ergibt sich 
(83) Et, x Eh) = — x* Ai! (ST — FE) + Sit Si. 
Soll dies von (82) linear abhingen, so muB 
t Ai! + Fig! = px Si 
sein, oder 
(84) nr (x* Aue! + Fiz’) = 0. 
Stellt man in dhnlicher Weise die Bedingung dafiir auf, daB y,/y7, 
nicht von uw und v abhingen soll, so fiihrt dies zu der Gleichung: 
(85) na (x* Aii' + Fiz’) = 0, 
die durch Vertauschen der Indizes von Aj;;' in (84) entsteht. 
Es heiBt jetzt also, von den Gleichungen (78), (84), (85) die Inte- 


grierbarkeitsbedingungen anzugeben. Durch Abziehen von (84) und (85) 
folgt zunachst 


(86) xi x* (Aji! — Aix’) = 0 

oder 

(87) unten B=0,- ym Bi =. 

Da von x, nicht beide Komponenten verschwinden kénnen, hat man 
(88) nB=0 

und daraus entweder 

(89) B= 0 

oder 

(90) mu = oB,. 


Die Gleichungen (84) lassen sich in invarianter Form schreiben, wenn 
man beachtet, daB y, ein kovarianter Vektor ist. Schreiben wir die 
kovariante Ableitung von y, an, so ergibt sich nach (30) 

(91) ma = tin = Six, — Aji Am, 
und es ist also unter Beachtung von FuBnote *) 

O = x1 (zy Au! + Sig'\=Alzia + Ai!™ 4m + Air! zy) 
(92) = mr (tu + Aim™ 2!) = azar. 
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Aus (84) leiten wir weiter durch Differenzieren die notwendige Bedingung her 
(93) uxt" Aii'n = 0. 

Denn die vorkommenden Ableitungen von y hiangen alle nur von » und 
y ab. 

Betrachten wir jetzt zunachst den Fall, wo B, nicht identisch ver- 
schwindet. Dann sind offenbar die x, bis auf einen Faktor eindeutig 
bestimmt (nach (90)). Daraus folgt: 

Wenn B, + 0, so kann es héchstens eine unabhingige Relation (76) 


geben. Denn der Operator A aus (81) ist bis auf einen Faktor festgelegt, 
und damit die Raiume y = const. 


Damit es nun wirklich eine Relation (76) gibt, ist zunachst notwendig, 
da8 der Quotient ; nur von » und y abhangt. Um dafiir eine invariante 
1 
Bedingung anzugeben, differenzieren wir (90) und finden 


(94) 0= (St — £)) m = (S;' — £i) 0- B, + 0B. 
Daraus durch Uberschieben mit B’: 
(95) BB,, = 0. 


Wenn (95) befriedigt ist, lassen sich die Gleichungen (94) lésen, indem 
man etwa 9 = B, setzt; denn wenn sie fiir / = 1 befriedigt sind, folgt 
aus (95), daB dasselbe fiir 1 = 2 gilt. Dann gibt es also zwei Funktionen 
y, und y,, die beide nur von » und yw abhingen und (90) befriedigen. 
Durch eine weitere Normung laBt sich dann erreichen, daB y, und x, 
Ableitungen einer Funktion von » und wy nach diesen GréBen werden, 
so wie es in (20) vorgeschrieben ist. Wann hat nun diese Funktion auch 
noch die in (76) angegebene Eigenschaft? Da (78) und (90) erfiillt sind, 
geniigt es dazu, daB sie die Gleichung (84), oder auch die damit gleich- 
wertige Gleichung (92) befriedigt. Da aber diese Gleichung nach ihrer 
Herleitung invariant ist gegeniiber Multiplikation von y, mit einem Skalar 
0, ist hierzu aotwendig und hinreichend, daB der Vektor B, die Gleichung 
(92) befriedigt. Damit haben wir: 

Notwendig und hinreichend fiir das Bestehen einer Identitdt (76) sind, 
wenn B, + 0, die Beziehungen 


(96) B B,, = 0, B Bua = 0. 
Oder auch (nach (37)) 
(97) 0 = BA;;;° = BAj;* = BA;*i:. 


Betrachten wir jetzt den Fall B; = 0. Hier kommt zur Berechnung der y, 
zunichst die Gleichung (93) in Betracht. Da diese in y, quadratisch 
ist, und wir zweckmaBig beide Wurzeln zusammen betrachten, wollen 
wir hier nur genauer untersuchen, wann es zwei unabhiangige Relationen 
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(76) gibt. In (93) stehen, da nach (37) A,,,., in k, ¢ und m symmetrisch 
ist, im wesentlichen drei Gleichungen, die Koeffizienten sind A«)ijpm 
= 4(Axiim + Arsem)- Sollen diese fiir jede Wahl von i, m dieselben 
Lésungen haben, so muB8 sein 


(98) Agjsin m = Sei Tim- 


Die Tensoren S,, und 7,,, sind offenbar beide symmetrisch. Sollen 
beide Lésungsvektoren nur von g und y abhingen, dann muB es offenbar 
méglich sein, die Aufspaltung (98) so einzurichten, daB der Tensor S,, 
ebenfalls nur von g und wp abhingt. 

Die Gleichung (93) geht jetzt iiber in 


(99) Siix x! aS 0. 


Notwendig fiir das Bestehen von zwei -unabhingigen Identitaten (76) 
sind folgende Bedingungen: 

a) B, =°0. 

b) Die Méglichkeit einer Aufspaltung (98), wo S,;, nur von p und yp 
abhingt, und die Diskriminante von S,, nicht verschwindet. 

Ist diese Diskriminante positiv, so sind die Identititen konjugiert 
komplex, ist sie negativ, dann reell. 

Hinreichend sind diese Bedingungen immer dann, wénn die Dis- 
kriminante von T,, nicht verschwindet, beim Verschwinden der Diskriminante 
jedoch nicht immer. 

DaB die Bedingungen notwendig, ist nach dem Vorangehenden klar. 
Beweisen wir also, daB sie hinreichen. Aus den Bedingungen folgt, dab 
es zwei linear unabhangige Lésungsvektoren von (99), also von (93), gibt, 
die sv normiert werden kénnen, da8 sie nur von g und wp abhingen. 
Also kénnen wir eine Sterntransformation finden, derart, daB dabei diese 
Lésungsvektoren bis auf einen Faktor in {0,1} und {1,0} itibergehen. 
Man sieht nun leicht ein, daB nach dieser Transformation nur mehr zwei 
Komponenten von Ajj;, von Null verschieden sein kénnen, namlich 
Ajis; und Aj3,,5. Denn wenn fiir & und / derselbe Wert eingesetzt 
wird, so mu8 nach (99) wegen der Normierung S,,; = 0 sein, also nach 
(98) auch Agjijnm, bei Gleichheit von k und | besagt das aber, daB die 
betreffende Komponente von A,;;,, selbst Null ist. Es verschwindet also 
jede Komponente, wo k und | denselben Wert haben, da aber Aji: 
symmetrisch ist in k, ¢ und m, dann auch jede, wo i und |, oder m und | 
denselben Wert haben. Daraus folgt unsere Aussage! 

Eindeutig bestimmt ist die obige Sterntransformation nicht, es bleibt 
nachher noch die Méglichkeit, g* durch eine Funktion /(g*) zu ersetzen 


Drei-Gewebe im vierdimensionalen Raum. 455 


und ebenso y* durch eine Funktion g(y*). Dabei hat man dann nach 
(7), (10) und (26): 




















1 
~= 0 g 0 
Pi = g l > = . ’ 
(100) OF of 
A:'* one hts g” Aveaty 1 7 ee | 4 
11 g 11 (g’)?’ 13 ? 13 > 11 (g')? 11 > 
(101) Ais** = 7 Ais’ — Te, A =A, Ai =F An’ 


Da es auf einen skalaren Faktor nicht ankommt, kénnen wir nach 
dieser Normung als Lésungsvektoren von (93) ansetzen: 


(102) mi = {1,0}, x = (0,1). 

Setzen wir diese in (84) ein, so ergeben sich als hinreichende Bedingungen: 
Aj,’ = 0, A;;' = 0, 

103 d 

-_ Aj; =0, “Aji? = 0. 


Untersuchen wir, ob diese Bedingungen erfiillt sind! Dazu schreiben 

wir die Gleichungen (38') aus: 
l=1l,m=2 §134;;*— 83 4j;' 

= Ajj" Aji* + Aga" Aji? — Agi" Aii® — Agi" Aa’, 
L=2,m=1 &134;;*— 53 4;;' 

= Aj;'Aj3' + Aga® Ais’ — Ais’ Agi’ — Aia® Aaa’, 
b=1,m=1 &f 4,3" — 83 Aji" = Ai," Ags" — Agi" Ais’, 
L=2,m=2 834; — 8} Ags" = Aj," 433° — Agi” Aja 
differenzieren die beiden ersten mit 5)" — S{ und £3" — S$ und beachten 
dabei, daB von den A;;' nur A;;* und A;;° nicht von g und y allein 
abhingen und alle anderen, auch die linken Seiten, also bei der Diffe- 
rentiation Null werden. Da auch noch Aj;', und A;3*, verschwinden, 
bleibt nur stehen: 

0 = Aji", Air’, 0 = Aj3"2 Ai;’, 

0 = Ajj", Aga’, 0 = Ay3*, Aja’. 
Wir sehen: Wenn A,,,, + 0 und Ays,. + 0, 80 sind die angegebenen 
Bedingungen hinreichend. Denn in diesem Falle folgt aus (105) sofort 
(103) und damit die Lésbarkeit von (84). 

Nach (98) ist bei unserer Normung 7,,= 0, A,,,, = 8,,7;;; 

Assi2 = S,, 7,3, die Diskriminante von 7,, ist also T,,7,, und ver- 
schwindet dann und nur dann nicht, wenn 4,,,, und A,,,, beide von 


(104) 


(105) 
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Null verschieden sind. Damit ist die Aussage auch in der obigen in- 
varianten Form bewiesen. 

Es bleibt nur zu zeigen, da8 die Bedingungen nicht hinreichen, wenn 
die Diskriminante verschwindet, also etwa A,,,, = 0 ist. Verschwindet 
auch A,,,,, 80 laBt sich das Gewebe auf parallele Ebenen abbilden, 
dann gibt es also wirklich zwei Gleichungen der verlangten Art. Es 
bleibt also nur der Fall zu untersuchen: 

(106) Ajit: = 0, Aja’, + 0. 

Aus (105) folgt jetzt Aj;* = Aj,;'= 0, und von den Gleichungen 
(104) bleibt stehen: 
a1 = Ay," (43;"— Ani}, 
ga" = Aga’ |— Agi" + Ani’), 
== 0, 

— §}4;,’ = 0. 
Aus (106) folgt, da auch A;;', = 0, daB A;;' nur von p und y abhangt, 
(107°) besagt demnach, daB 0,A;;' = 0, also Aj;' nur von wp abhingt. 
Dann la8t sich aber nach (101) erreichen, daB Aj;'* = 0 wird, nach 
dieser Normung ist y* bis auf eine multiplikative und eine additive 
Konstante eindeutig festgelegt. 

Aus den beiden ersten Gleichungen (107) folgt durch addieren, wenn 
man voraussetzt, daB A;;* und A;;' beide von Null verschieden sind, 


E} (log Az,” + log A3,') = 0. 
Daraus folgt, da®B A;;* A;;' eine Funktion von 9 allein ist. Nach (101) 
kann man dann erreichen, daB 
A;;’ 433, = +1 
wird. Durch diese Normung wird g* bis auf das Vorzeichen und eine 
additive Konstante eindeutig festgelegt. 

Schreiben wir jetzt alle Bedingungen, die wir fiir A;;' aus den Vor- 

aussetzungen hergeleitet haben, einmal hin. Es ist 
B; = Aj;' = Aj;* = Aj,’ = 0, 
A;,' und Aj;;* hangen nur von g und y ab, 
— 6, 43;" = (4;;'), 
(108) A;;* 43;' = +1, 
5} Aj,” = £)'4,,* = 0. 

Umgekehrt folgt aus (108) sofort, daB von den A,,;,, nur A,,,, von 
Null verschieden sein kann, und damit, daB alle Bedingungen unseres Satzes 
erfiillt sind. Weiter sind auch die Jacobigleichungen (38) eine Folge von 
(108), und auch (37), weil A,,,, darin nicht vorkommt, und B; = 0. 


ty iy iy 
ah 


= 
~~. 


(107) 


~ 


1 
_ 
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Kénnen wir also (108) integrieren, so gibt es zu den Lésungen fiir A;;' 

sicher ein Gewebe, denn die Jacobiidentitéten sind erfiillt. Diese 

Integration ist aber sicher méglich: man hat sofort 

Agi = — V+ (9), 

+ A;;' = O(9)— y 

und die Integrierbarkeitsbedingung der beiden Gleichungen fiir A;;° Jautet 
O = (} Sy") Ags” = Aji” Aga’ 

und ist also automatisch befriedigt. 

Damit haben wir also ein Gewebe gefunden, das bis auf das Ver- 
schwinden der Diskriminante von 7;, allen Bedingungen unseres Satzes 
geniigt, wobei es aber trotzdem keine einzige Relation (76) gibt. Denn 
weder {1,0} noch {0,1} befriedigen beide Gleichungen (84). 

Nimmt man entweder A;;* oder Aj;' gleich Null an, so findet man 
genau so leicht Gewebe, wo jedenfalls eine Relation (76) vorhanden ist. 

Es diirfte nicht sehr einfach sein, die Integration durchzufiihren, 
also die zu (108) gehérigen Gewebe wirklich aufzustellen, das Ergebnis 
wird beliebige Funktionen von zwei Verinderlichen aufweisen. Einfacher 
ist es, die notwendigen Bedingungen unseres Satzes zu hinreichenden zu 
erginzen, dazu braucht man nur die Invarianten der niachsten Ordnung 
heranzuziehen und geeignete Komponenten hiervon Null zu setzen. Durch 
geeignetes Uberschieben la8t sich das Ergebnis invariant schreiben. Es 
ergibt sich, da bei unserer Normierung etwa das Verschwinden der 
Komponenten Aj3'99: und 4A,g3?,9: hinreicht. 

Fragen wir noch, ob es Gewebe mit drei unabhangigen Relationen (76) 
gibt. Bei diesen miiBte zunichst (98) erfiillt sein, wo aber jetzt S;, 
identisch verschwinden mu8. Daraus folgt sofort, daB nach der Normung 
auch die beiden letzten Komponenten A,,,, und A,,,, verschwinden 
miissen. Das Gewebe la8t sich also dann auf parallele Ebenen abbilden. 
In diesem Falle gibt es aber wirklich sogar unendlich viele unabhingige 
Relationen, denn die Summe zweier Relationen (76) hat im allgemeinen 
nicht die Form (76) und muB also wirklich als von den beiden unabhingig 
angesprochen werden. 

Wie man sieht, ist fiir 2-analytische Gewebe immer, B; = 0 und sind 
also die drei Konfigurationen des § 2 gleichwertig, genau wie man es aus 
der ebenen Geometrie erwarten mubte. 


§ 4. 
Parallelismen. 


Die Gleichungen (30), (31), (32) lassen sich leicht geometrisch inter- 
pretieren, namlich als Definition einer Vektoriibertragung im vier- 


dann folgt 
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dimensionalen Raume. Um diese zu untersuchen, ist es zweckmibBig, 
zunachst auch vierdimensionale Vektoren einzufiihren. 

Wir definieren als kontravarianten Vierervektor vier Funktionen 
?',p’,¢, 7, die sich bei der Sterntransformation so umformen, da8 der 
Operator 

PSi+P 8+ 9 s+ 75s" 
bei der Sterntransformation invariant ist. Offenbar ist dazu notwendig 
und hinreichend, daB p‘ und gq‘ Vektoren im alten Sinne sind. Ein solcher 
Vierervektor ist also ein geordnetes Paar unserer alten Vektoren. Definiert 
man einen kovarianten Vierervektor (a,a,6,6,) durch die Forderung, da8 
die Differentialform 

a, 1 + a, E9 + b, Ett + b, gus 
bei der Sterntransformation invariant sein soll, dann stellt sich ebenso 
heraus, daB a; und 6; kovariante Vektoren im alten Sinne sein miissen. 

Man kann nun die Formeln (30), (31), (32) sofort auch als Definition 
einer kovarianten Differentiation fiir Vierervektoren auffassen, fiir das 
Paar (p’‘, 7’) oben etwa sehen die Ableitungsformeln so aus: 


Vip =pia = Sf p+ Aji‘ a=] = I, 

SP pt + Ajit y' a=TIlI y =I, 
Vig=ga = ¢+Ai'¢ a=I y =I, 
Vigaga=8¢+A4i' Gg «= y=KL. 

Die Ableitung eines Vierervektors ist also ein Tensor mit 16 Komponenten, 

der sich aus vier unserer friiheren Tensoren aufbaut. Abhnliches gilt 

naturgemaB8 fiir die Ableitung eines kovarianten Vektors. 

Wir kénnen nun die Formeln (110) in iiblicher Weise auffassen als 
Definitionsgleichungen einer linearen Ubertragung im R, und sehen, da8 
als ,,Ubertragungskoeffizienten“ unsere A;;* auftreten. 

Wenn wir griechische Indizes einfiihren, um die Zugehdérigkeit eines 
Index zu den Gruppen I oder II anzudeuten, lat sich aus (110) ablesen: 


pu k — z 
am “TF =e 


y 
(111) Ty ={ & wm rth 
Aji", wenn y = B. 

In dieser Formel driickt die erste Zeile aus, daB gq in der Ableitung 
von p* nicht vorkommt, was bei der allgemeinen Ubertragung der Fall 
sein miiBte; zur Verdeutlichung sind in (110) die Werte von « und y» 
zugeschrieben, p* hat naturgeméB den Index I, g* den Index II. 

Manchmal werden wir in Formeln wie (111) links auch einfach ’I’, s” 
schreiben, der Platz der lateinischen Indizes mu8 dann aus dem rechten 
Glied tibertragen gedacht werden. 
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Die Ubertragung (111) ist nun nicht die einzige, die invariant mit 
dem Gewebe verkniipft ist. Man hatte naimlich statt durch (30), (31), (32) 
genau so gut eine kovariante Differentiation definieren kénnen durch 
(112) Prd = Ef p, — Ais’ py usw. 

Das folgt zunichst aus der Symmetrieeigenschaft, die in der FuB- 
note 8. 438 angegeben wurde, man sieht aber auch unmittelbar, dab 

; Prt — Prd = &i Bp, 
also ein Tensor ist. 

(112) fiihrt uns zu der Ubertragung 


(113) BF tS ee ree 

Aii », wenn y = B. 
SchlieBlich kann man noch, statt A;;' selbst, den symmetrischen Teil von 
Aj;', also Agi = 4 (Aji' + Aj;') aur Ableitung verwenden; aus dem- 
selben Grunde wie oben erhalt man wieder Tensoren, und die hierzu 
gehorige Ubertragung: 


Y 

(114) Pep = {ioe ~~ a ae 
Agi = Ci, » wenn y= B, 

ist eine ,,affine“. 

In unserem Raum ist auSer diesen Ubertragungen noch ein qua- 
dratischer Tensor F vorhanden, der bei der Sterntransformation mit 
einem Faktor multipliziert wird. Daraus laé8t sich vermuten, daB (114) 
eine Weylsche Ubertragung in bezug auf den Tensor F sein kénnte. 
Um zu zeigen, daB dies in der Tat der Fall ist, schreiben wir zunichst 
F mit Hilfe von VierergréBen; nach (12) ist: 


ai gk Id Ik 
(115) 2F=geet g =2e.8 € , 
also 
0, wenn a=8 sa 
(16) gee = {gt Neon tp? StH = Sap he 


Leiten wir diesen Tensor invariant ab, so kommt 
Vi gt 2? = Cap Vi eri = Cap | — Cis” me — Cin” Cms} 
(117) = @ap {Cisz — Cres} = Cap Cre Cis” 
= Cin’ gfe’. 
Tatsichlich ist also die Ableitung von g,*,° proportional diesem Tensor 
selbst, es liegt also eine Weylsche Geometrie vor. Benutzen wir die 
Schoutensche Bezeichnung*), so ist also 


(118) Q7 = —C;,’. 


6) J. A. Schouten, Ricci-Kalkil 8S. 216 ff., Berlin 1923. 
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Wann laBt sich diese Weylsche Geometrie zu einer Riemannschen 
normieren? Dazu ist bekanntlich notwendig und hinreichend, daB Q,’ 
die Ableitungen eines Skalars sind, es soll also eine Funktion Q geben 
mit den Eigenschaften 


(119) SQ = FQ = — Ci,’. 
Offenbar hingt dann Q nur von @ und y ab, und es muB sein 
0,9 = Cis» 
d,Q = —C,,’. 


Diese Gleichungen sind aber genau dann integrierbar, wenn erstens auch 
” 


C,,’ und C,,* nur von @ und y abhingen, was sich invariant schreiben 
148t in der Form 
(120) Crate = 0, 
und zweitens 
5; 0;,"— 5103," = 0, 

oder 
(121) sic’ = 

Um die Invarianz von (121) klarzulegen, leiten wir aus (38) eine 
analoge Gleichung fiir C;,° her. Es ist namlich 

Aji" Age” + Aji’ Age” = 205° Cy.” + 4[Ait* Ae” — Aji" Ace” 

+ Ajj" Aye” — Aig Age”) 
= 20;;°Cp.” + deer ere BY B". 
Addieren wir nun die beiden Gleichungen (38), so ergibt sich offenbar 
2 [Ei Cui” + 4 Aci) = e* [2 Cj; Oi,")] — 4 BB", 

oder 
(122) ef (Ei Cu" — Cui Cer") = 4 Aii™* — $B, BB”. 
Faltet man hierin nach / und m, so verschwindet das zweite Glied links, 
wie man am einfachsten durch ausschreiben einsieht, und es bleibt stehen 
(123) é* ET Oi; = 4.4.,"*. 
Wir haben also: Die Weylsche Ubertragung lat sich dann und nur dann 
zu einer Riemannschen normieren, wenn 


(124) Ajste + Aci'x = 0, Ajs”* = 0. 
Anders geschrieben: 
(125) Cig = 0, Bi = 0. 


Wir wollen jetzt noch die KriimmungsgréBen unserer Ubertragungen 
angeben, und rechnen dazu aus, wann bei beliebigen J’;;' die Gleichungen 


(126) Vi Pa = 0 
bei jedem Ausgangswertepaar integrabel sind. 
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Es ergibt sich zunichst: 
(127) O= vi Vip, — VEVT p, 
= & Vin — SEVi py — Tj," “ay 
—Ii* Pipe t+ Di’: Vs pi + Thi’ Vi Pe 
Hier kann man die letzten Glieder rechts wegen (126) weglassen, weitere 
Umrechnung ergibt: 
(128) 0 = (57 Sf) pp — Ef (Tii™ Pm) + St (Lii™ Pl» 
0 = (57 Sf) py — (St Li” — Se Pi") pm — Pei” (85 Pm + Aim’ Pal 
+ DiGi" (8 Pm + Tim’ pal — (Se — EDT ii™. 
Hier verschwindet unter anderem das erste Glied auf Grund von (126) 
und es bleibt 


(129) O= — (ET — SET" —Le Tie” + Pu’ Tes") Pm 
+ (SE — Si) Ti") pe 
Aus (129) lat sich nun sofort die Kriimmungsgré8e ablesen, offenbar gilt 
(130) Rye,y/," ={0, wenn » +4, 
(Se Pai" — Si" Tai Tis" + ii’ Til 
+ (SF — Sf)-Pii"], wenn y = 6. 

Setzen wir zunichst (111) ein, also [';;" = Ajj", dann verschwindet 
die erste Klammer nach (38), die zweite liefert nur einen Beitrag, wenn 
« und # verschieden sind. Wir erhalten 


m? m 
(131) ‘Ry ("xB iY 58 8) Ailey ; 
Diese erste Ubertragung ist also dann pe nur dann vollstandig integrierbar, 
wenn A, :, Vverschwindet, das Gewebe also aus drei Ebenenbiischeln 
besteht. Analog fiir die aweite Ubertragung (113), hier ist 
(132) “Ryaspir” = 49, Ais 2- 
Bei unserer symmetrischen Ubertragung (114) kénnen wir die erste 
Klammer in (118) mit Hilfe von (122) umformen und finden 
8; kil 44,;"°—%4B, B”) a=I p=I, 
é *-més m deol = 
(133) ed 1a} silent —_ 3 B, nf, ites c= II B = II, 
8, (ees[  $4Ae"*— 3B, BY] + Cis) a =I B=I, 
8? (exs[— 4.4;0"* — 3B, B™) — Cui"s) a = I 6 = IL. 
Wann verschwindet diese GréBe? Durch Abziehen zweier Zeilen sieht 
man, da8 dazu notwendig und hinreichend ist 
Cri. = 0, 
”" = — Aj," * = $B, B". 
Die zweite Gleichung bedeutet, wie aus (37) ersichtlich, da® 
(135) — Buri = + Bun = 4B; B; 


(134) 
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in der ersten l48t sich der in den unteren Indizes symmetrische Teil ab- 
spalten, es ist ja 
Of = Cai ym + 3 (Cii ek — Cie”) + FCG ek — Car i, 
Oi Me = Cai +3 (Bi + Bi™) + heu(Bi™ + Bi”). 
Die Zusatzglieder verschwinden hier nach (135), und es ist also (134) 
gleichwertig mit (135) und 
(136) Cai » = Agi *»y = 0. 
(136) besagt: Wenn unsere Weylsche Ubertragung integrabel ist, so 
ist das Gewebe ein Sechseckgewebe. 
Wegen (135) gilt natiirlich die Umkehrung dieses Satzes nicht. Be- 
gtimmen wir noch die Integrierbarkeitsbedingungen von (135). Wir haben: 

0 = By = Buin = B, B, B, os B, B, B, = 0, 

0 = Bray — Bann = $(B Bun + By Ban + By, By + By By) = 0. 
Links steht. ja immer die KriimmungsgréBfe, mit B; iiberschoben, also 
Null. Wie wir sehen, sind diese Integrierbarkeitsbedingungen eine Folge 
von (135), (136). Geben wir nun den B;in einem Ausgangspunkte irgend- 
welche Zahlwerte, so la8t sich immer dazu ein Gewebe konstruieren, 
fiir das unsere Ubertragung integrabel ist, und zwar ist das Gewebe bis 
auf topologische Transformation eindeutig bestimmt. Denn die Werte 
aller weiteren Invarianten berechnen sich sofort nach (135) und durch 
Ableitung dieser Gleichung. Daraus folgt, daS es im wesentlichen nur 
zwei verschiedene Gewebe mit integrablem Parallelismus gibt, die mit 
verschwindendem B;, die auf parallelen Ebenen abbildbar sind, und das 
Gewebe, wo fiir die obigen Anfangswerte etwa B, = 0, B, = 1 genommen 
wird. Denn Anfangswerte, die nicht beide verschwinden, lassen sich durch 
eine lineare Sterntransformation immer so normieren, iiber eine lineare 
Sterntransformation haben wir aber immer noch zu verfiigen. 

Wie man leicht nachrechnet, sind die Gewebe mit integrablem 
Parallelismus topologisch gleichwertig mit dem Gewebe 











(137) g=uta, p= (b+) (u—a). 
Man findet: 6 = 1 a yi 9, *+%% 
aut” “ euana 

=a, wm=atitta, 
Aii' =0 A;;? = 0, 
4; = —, Ai? =0, B,=0, 

“s m Cary = 9, 

Aj; — —, A;;* = 0, B, = —., soa 
Ajj) = —F2t9, 4:3 0, 
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2 1 
By = (u—ap => z e. By => 0, 


By gu = (u—ap = z B}, Bay = 0. 


Zum Schlu8 bemerken wir, daB unsere Invariantentheorie — leider — 
nicht auch invariant ist gegeniiber Permutation der drei Flachenscharen. 
Damit hangt zusammen, daB z. B. das Gewebe (137) nicht symmetrisch 
ist in den drei Scharen: vertauscht man in den Definitionsgleichungen 
zyklisch : 

pou usa ag, 

youv vb by, 
so daB jetzt eine andere Schar als ,,dritte“ auftritt, so geniigt das neue 
Gewebe nicht mehr den Gleichungen (135); (136) mu8 -natiirlich erfiillt 
bleiben, da die damit gleichwertige Sechseckeigenschaft symmetrisch ist 
in den drei Scharen. Im Zusammenhang damit steht die Tatsache, da8 
es nicht nur eine mit dem Gewebe invariant verkniipfte Weylsche Uber- 
tragung gibt, sondern — auch in der bei uns benutzten Differentiations- 
ordnung — mehr, die allgemeinste sieht so aus: 


oun Ti! = Oji' +H (6;' By + 8! By, 

Pei! = O71 + B (6;' B, + 6; By, 
wo k' und k" Konstanten sind. Diese sind alle zu der Ubertragung (114) 
bahntreu, sie haben also eine gemeinsame ProjektivkriimmungsgréBe. 
Wenn diese verschwindet, so gibt es eine Abbildung, wobei die Flachen 
der drei Scharen, die ja geoditisch sind, in Ebenen iibergehen; die Be- 
dingung ist allerdings nicht notwendig, da bei einer Abbildung auf 
Ebenen nicht auch die Bahnkurven der Ubertragung Geraden zu werden 
brauchen, und also auch nicht den Geraden des Raumes topologisch 
gleichwertig sein miissen. 

Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir Abbildbarkeit auf 
Ebenen scheinen nicht in einfacher Form darstellbar zu sein, sie liegen 
in héherer Differentiationsordnung als die von uns betrachteten In- 
varianten. 

Auf ein anderes Problem, nimlich die Bestimmung aller Gewebe, die 
eine — ein- oder mehrgliedrige — Gruppe gestatten, méchte ich hier nur 
hinweisen; wenigstens diejenigen Gewebe, die eine transitive Gruppe 
gestatten, miiBten sich leicht bestimmen lassen. 


(Eingegangen am 23. 1. 1934.) 








Projektive Sitze in der Statik des starren Kérpers. 


Von 


Robert Sauer in Aachen. 





Obwohl man in der Statik und Kinematik des starren Kérpers von 
elementargeometrischen und affingeometrischen Begriffen ausgeht, ent- 
halten viele Satze projektive Aussagen. Dies haingt mit folgender Tat- 
sache zusammen: Jeder kollinearen Abbildung des Raumes 1laBt sich eine 
Kriftetransformation zuordnen derart, daB sich die Wirkungslinien der 
Krifte kollinear abbilden und jedes im Gleichgewicht befindliche Krafte- 
system wieder in ein Gleichgewichtssystem iibergeht. Analytisch wird 
diese ,,kollineare Krdftetransformation“ durch eine Lineartransformation 
der Pliickerschen Kraftkoordinaten ausgedriickt; sie ist nichts anderes als 
eine liniengeometrische Darstellung der vorgegebenen kollinearen Abbildung 
des Raumes mit besonderer Normierung des Proportionalititsfaktors der 
homogenen Linienkoordinaten. 

Dieser héchst einfache mathematische Sachverhalt, der bisher in 
seiner Bedeutung fiir die Statik des starren Kérpers noch nicht bekannt 
zu sein scheint, soll in der vorliegenden Arbeit dargestellt werden. Zu- 
nachst werde ich die wesentlichen Eigenschaften der kollinearen Krifte- 
transformation entwickeln (§§ 1 bis 4). Dann wird an zwei Beispielen 
gezeigt, wie man mit Hilfe der kollinearen Kriftetransformation ohne 
jede Rechnung zu projektiven Sitzen der Statik gelangen kann, die man 
sonst einzeln und zum Teil durch umfangreiche Rechnungen abzuleiten 
pflegte. Als erstes Beispiel habe ich den Liebmannschen Satz von der 
projektiven Invarianz der Ausnahmefachwerke') gewahlt (§ 5a). als zweites 
Beispiel einen analogen Satz fiir wackelige Flechtwerke (§ 5b), den ich 
im Sonderfall der Vierecksnetze in einer friiheren Arbeit*) mitgeteilt habe. 
Zum Schlusse wird die der kollinearen Kriftetransformation dual ent- 
sprechende korrelative Kraftetransformation behandelt (§ 6). 

In einer in der Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik 
erschienenen Arbeit*) habe ich ahnliche Untersuchungen fiir die Spannungs- 
verteilung in Membranen und riaumlichen Feldern durchgefiihrt. 





1) H. Liebmann: Ausnahmefachwerke und ihre Determinante, Minchener Be- 
richte, math.-phys. Klasse 50 (1920), S. 197—227. 

*) R. Sauer: Wackelige Kurvennetze bei einer infinitesimalen Flachenverbie- 
gung, Math. Annalen 108 (1933), S. 673—693, insbesondere S. 687—689. 


8) R. Sauer: Spannungszusténde und projektive Transformationen, ZAMM. 
14 (1934), 8. 193—198. 
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§ 1. 
Festlegung einer Kraft. 
In der Statik des starren Koérpers wird eine Kraft durch eine ge- 
richtete Strecke P’ P’” dargestellt, die langs ihrer Geraden g (Wirkungs- 
linie) beliebig verschoben werden darf. In bekannter Weise ist demnach 


eine Kraft umkehrbar eindeutig durch zwei senkrechte Vektoren R, M 
bestimmt, deren Komponenten 


(1) 8) K,= 2" —72, K,=y"-y’, K, = 2 — 7, 
M) Mi, =o 2"—y' 2, My=ae2"—2"e, Me=ay"—2"y 
als Pliickersche Kraftkoordinaten bezeichnet werden. 
Der Vektor 8 legt GréBe und Richtung der 
= Kraft fest; die Wirkungslinie g ist konstruierbar aus 
§ den Forderungen: Ebene {Og} senkrecht M, Fliachen- 
inhalt O P’ P” = 4|M|, (OP’, OP”, M} = Rechts- 
P system (Fig. 1). Dabei bedeutet O den Anfangs- 
Fig. 1. punkt eines rechtwinkligen rechtsorientierten z y z- 
Systems mit gleichen KoordinatenmaBstaben. Werden 
die sechs Kraftkoordinaten mit derselben Zahl @ multipliziert, so ergibt 


sich eine Kraft von o-facher GréBe bei ungeainderter Richtung und 
Wirkungslinie. 


§ 2. 
Kollineare Kriaftetransformation. 
Eine kollineare punktweise Abbildung des Raumes ist gegeben durch 
die Gleichungen 
(2) #:y:3:1 = (a,2+a,y+a,2+4,):(b.2+b,y+6,2+ 5) 
i(,a+e,y+e,2+¢,):(d.2+d,y+d,2+d,) 
mit nicht verschwindender Koeffizientendeterminante. Die Ebene, deren 
Punkte z|y|z in uneigentliche Punkte abgebildet werden (Fluchtebene), 
hat die Gleichung 
(3) d,z+d,y+d,z2+d, =0. 
Fiir die der Punkt-Punkt-Kollineation (2) zugeordnete kollineare Kriifte- 
transformat‘on stellen wir die Forderungen: 
I. Die Wirkungslinien g, 9 der gegebenen und der transformierten 
Kraft sollen sich durch die Kollineation (2) entsprechen, 
II. Bei einer Verschiebung des Vektors R der gegebenen Kraft lings 


der Wirkungslinie g soll die transformierte Kraft ungeandert bleiben. 
Mathematische Annalen. 110. 80 
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Die Forderung I wird erfiillt durch den Ansatz 
a) Ke=e@’-#), K=e@'-9, Ke=e@'-*, 

M) Mz = oly # — 77), Mp = oe — 77), Mz =o(# y” — Zz" Y). 
Dabei ist 9 ein willkiirlicher Proportionalitatsfaktor, iiber den wir erst 


spaiter durch (7) passend verfiigen. Auf Grund von (2) erhalt man aus 
(4) die Gleichungen: 


PPR; = (a,d, — a,d,) Ke + ... + (ad, — a, 4,) M, + ..., 
PPK; = (6,4, — bd) Ke + ... + (Od, — 0,4) Me +... 


e 4 

PPK: = (c,d, —¢,d,) Ky +... +(e, —04,)M, +..., 
(5) ~— 
PP? M; = (c,b, —¢,b,) Ke +... + (c,5,—¢,6,)M, +..., 


e 
PP" i, = (a,c, — a,¢,)K, + ... + (a,c, —a,¢,)M,+..., 


z= (b,a, —b,a,)K, + ...+ (6,4, — b,a,)M,+... 

mit den Abkiirzungen 

(6) p=da+dy+d7+d, pY =d,2"+d,y"+d,2" +d. 
Die Punkte in (5) deuten je zwei Glieder an, die aus dem vorhergehenden 
Glied durch zyklische Vertauschung der Indizes 1, 2, 3 baw. 2, y, z folgen. 

Um der Forderung II zu geniigen, treffen wir die nachtriigliche Fest- 
setzung 
(7) @ = kp'p” (k = const), 
durch die dem Faktor o ein von der Lage der Punkte P’, P” abhangiger 
Wert erteilt wird‘). Durch (7) wird erreicht, da8 die Koordinaten der 
nach (5) transformierten Kraft Linearformen der gegebenen Kraft mit 
konstanten Koeffizienten werden, daB also die transformierte Kraft in der 
Tat nur von &, WM, nicht aber von der Lage des Punktes P’ auf der 
Geraden g abhangt. 

Zusammenfassend stellen wir folgende geometrische Bedeutung der 
kollinearen Kraftetransformation fest: 

Zuerst werden die Punkte P’ und P”, durch die die gegebene Kraft 
festgelegt ist, durch die Kollineation (2) in die Punkte P’ und P” trans- 
formiert. Dann wird die Strecke P’ P” von P’ aus im Verhiiltnis 1:0 in 
die Strecke P’ P* gestreckt (vgl. Fig.2); ist nach (7) das mit einer be- 


4) Warde man & nicht fir den ganzen Raum, sondern nur fir jede Wirkungs- 
linie g konstant halten, so ware zwar Forderung II erfiillt, aber die in § 3 her- 
geleitete Invarianz des Gleichgewichts ginge verloren. 
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liebigen, aber fiir alle Krijte konstanten Zahl multiplizierte Produkt der Ab- 
stinde der Punkte P’, P” von der Fluchtebene (3). Durch P’ P* ist die 
kollinear transformierte Kraft bestimmt. 








r Pp Pp ” 
ET a 1 Ad 
. : eS 
Fig. 2. 


Spezialisiert sich die Kallineation (2) zu einer Affinitat (d, = d, = d, = 0), 
dann wird das Streckungsverhiltnis 1: o fiir alle Krifte konstant; in diesem 
Falle ergibt sich somit eine Kriftetransformation auch ohne Streckung 
lediglich durch Affinabbildung der Punkte P’ und P”. 


§ 3. 
Invarianz des Gleichgewichts bei der kollinearen Kriftetransformation. 
Wir betrachten n gegebene Krifte, die an einem starren Kérper an- 
greifen und sich im Gleichgewicht halten. Nach (5) und (7) sind die 
Kraftekoordinaten K;, K;, K;, Mz, M;, M;-Linearformen der Kriifte- 
koordinaten K,, K,, K,, M,, M,, M, mit konstanten Koeffizienten. 
Ferner sind, da das Nichtverschwinden der Koeffizientendeterminante 
von (2) das Nichtverschwinden der Koeffizientendeterminante von (5) be- 
wirkt, die Gleichungen (5) nach K,, K,, K,, M,, M,, M, auflosbar. 
Aus diesen Griinden haben die Gleichgewichtsbedingungen 
FR=0, TM=0 
i=1 i=1 
des gegebenen Systems die Gleichgewichtsbedingungen 
SRO=0, THR=0 
i=1 i=1 
des transformierten Systems zur Folge und umgekehrt. Es gilt also der Satz: 
Ein gegebenes, an einem starren Kérper angreifendes Kriftesystem wird 
durch eine kollineare Kraftetransformation dann und nur dann in ein Gleich- 
gewichtssystem verwandelt, wenn es sich selbst im Gleichgewicht befindet. 
Der Satz 148+ sich auch auf kontinuierliche Krafteverteilung verall- 
gemeinern. Die auf die Langen- bzw. Flachen- oder Volumeinheit be- 
zogenen Krifte sind hierbei nach der kollinearen Kraftetransformation (4) 
jeweils noch durch die Lingen- bzw. Flichen- oder Volumenverzerrung zu 
dividieren, welche durch die Kollineation (2) hervorgerufen wird. 
Auf Grund von § 3 kann man die kollineare Kraftetransformation 
als die allgemeinste Kriftetransformation kennzeichnen, bei der die 
Wirkungslinien der Krafte sich kollinear entsprechen und jedes Gleich- 
gewichtssystem wieder in ein Gleichgewichtesystem iibergeht. 
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§ 4. 
Uneigentliche Elemente, 

Wir haben bisher vorausgesetzt, daB die Wirkungslinie g der ge- 
gebenen Kraft nicht in der Fluchtebene (3) liegt. In diesem Falle ver- 
sagen unsere Uberlegungen, da sich die Gerade g in eine uneigentliche 
Gerade abbildet. Wir zerlegen deshalb den gegebenen Kraftvektor & in 
zwei Komponenten & und %, deren Anfangspunkte A’, B’ und End- 
punkte A”, B” nicht in der Fluchtebene ¢ liegen (Fig. 3). Bei der 





kollinearen Transformation bilden sich dann & und $ in parallele Vek- 
toren M und B ab. Ferner mu8 &%+ B = 0 sein; sonst lieBen sich 
und % zu einer resultierenden Kraft zusammenfassen und die Wirkungs- 
linie g der gegebenen Kraft wiirde in die Wirkungslinie der aus % und B 
resultierenden Kraft, also entgegen der Voraussetzung in eine eigentliche 
Gerade transformiert. 

Somit folgt: 

Die kollineare Kraftetransformation verwandelt eine Kraft, deren Wir- 
kungslinie in der Fluchtebene (3) liegt, in ein Kraftepaar. 


§ 5. 
Anwendungen. 

a) Ausnahmefachwerke. 

Ein Ausnahmefachwerk hat die Struktur eines bestimmten ebenen 
oder raumlichen Fachwerks und ist durch die Eigenschaft gekennzeichnet, 
daB geeignet vorgegebene fuBere Krifte nicht durch endliche Stab- 
spannungen im Gleichgewicht gehalten werden kénnen®). Eine Kollinea- 
tion fiihrt ein Fachwerk wieder in ein Fachwerk derselben Struktur iiber 
und die zugehérige kollineare Kriftetransformation verwandelt Krifte 


5) Vgl. z. B. Enz. der math. Wiss. IV, 1/5, Nr. 40 
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und Spannungen, die sich im Gleichgewicht halten, nach § 3 wieder in 
ebensolche Krafte und Spannungen. Daraus folgt umittelbar der von 
H. Liebmann') gefundene Satz: 

Jedes zu einem Ausnahmefachwerk kollineare Fachwerk ist wieder ein 
Ausnahmefachwerk. 


b) Wackelige Flechtwerke. 


Bei diesem Beispiel wird von der bekannten Analogie zwischen der 
Statik und der Kinematik eines starren Kérpers Gebrauch gemacht: Zwei 
senkrechte Vektoren R, M stellen ebensowohl eine infinitesimale Drehung 
(Drehgeschwindigkeit) wie nach § 1 eine Kraft dar; die infinitesimalen 
Drehungen setzen sich ebenso zusammen wie die Krifte, wobei die 
Parallelverschiebung (Drehungspaar) das Analogen des Kriftepaares ist. 

Als Facette bezeichne ich ein ebenes oder unebenes Flachenstiick, das 
von einem geradlinigen Vieleck begrenzt wird; Beispiele: ebene Dreiecke, 
von Erzeugenden begrenzte Vierecke auf Regelflichen 2. Grades. Weiter- 
hin definiere ich Flechtwerke als (i. a. offene) flichenhafte Gebilde, die 
durch Zusammenfiigen von Facetten mit paarweise gemeinsamer Seite ent- 
stehen (vgl. Fig. 4); Spezialfille dieser allgemeinen Flechtwerke sind die 





bei Gewélbe- und Kuppelkonstruktionen verwendeten Flechtwerke mit 
Dreiecksfacetten*). Ein Flechtwerk sol] wackelig heiBen, wenn es eine 
infinitesimale Deformation gibt, bei der die Einzelfacetten starr bleiben, 
wahrend je zwei Nachbarfacetten mit gemeinsamer Seite sich um diese 
drehen’). Jeder gemeinsamen Seite ist sonach eine durch zwei senkrechte 
Vektoren &, WM darstellbare infinitesimale Drehung zugeordnet. Not- 


6) Vgl. z. B. A. Féppl: Technische Mechanik If, 4. Auflage (1918), S. 239/275. 

1) Zur exakten Definition der Wackeligkeit vgl. R. Sauer: Wackelige Kurven- 
netze bei einer infinitesimalen Flachenverbiegung, Math. Annalen 108 (1933), S. 673 
bis 693, insbesondere 674, 676—677, 687—689. 
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wendig und hinreichend fiir die Wackeligkeit ist fiir jeden nicht am Rande 
gelegenen Knotenpunkt A das Bestehen der Gleichungen Dy KR = 0, 


i=1 


aus denen dann auch z M =O folgt. Die Summation erstreckt sich 
i=1 


auf simtliche Drehungen, deren Achsen vom Knotenpunkt A ausgehen. 
Die Gleichung z R® = 0 sagt aus, daB im n-Kant mit dem Scheitel A 
i=1. 


die Relativdrehungen je zweier Nachbarfacetten gegeneinander sich zur 
resultierenden Drehung Null zusammensetzen, d. h. daB die Relativ- 
drehungen durchgefiihrt werden kénnen, ohne daB das n-Kant zerreiBt. 

Eine Kollineation fihrt ein Flechtwerk wieder in ein Flechtwerk 
iiber und die zugehérige kollineare Kriftetransformation erhilt nach § 3 


die Wackeligkeitsbedingungen Dy R® = 0. So ergibt sich der Satz: 
i=1 


Jedes zu einem yackeligen Flechtwerk kollineare Flechtwerk ist ebenfalls 
wackelig. 

Fiir eine spezielle Klasse von Flechtwerken (,,Vierecksnetze“) habe 
ich diesen Satz bereits bei einer anderen Gelegenheit’) angegeben und 
durch langere Rechnungen bewiesen. 


Man kann aus der projektiven Invarianz der wackeligen Flechtwerke 
eine geometrische Folgerung ziehen, indem man den Begriff der reziproken 
Krajtepline*) von ebenen Figuren auf Flechtwerke verallgemeinert: 

Zwei Flechtwerke heiBen reziprok®), wenn je ein Vieleck, das eine 
Facette des einen Flechtwerks berandet, je einem Vielkant, das einen 
Knotenpunkt des anderen Flechtwerks als Scheite] hat, durch parallele 
Geraden entspricht (vgl. Figuren 4 und 5); parallele Gerade sind durch 
gleiche Bezifferung angedeutet. In Figur 4 sind ein Fiinfeck und ein 
Vierkant, in Figur 5 das reziproke Fiinfkant und Viereck hervorgehoben. 
(Man beachte, da8 die Figuren 4 und 5 rdéumliche Gebilde darstellen; fir 
die ebene Figur 4. ist die Existenz der reziproken Figur 5 trivial). Aus 
den Bedingungen der Wackeligkeit Dy K® = 0 kann man folgern’’), daB 

i=1 
zu einem Flechtwerk dann und nur dann ein reziprokes existiert, wenn 
das Flechtwerk wackelig ist. Die projektive Invarianz der Wackeligkeit 
ist demnach mit folgendem geometrischen Satz gleichbedeutend: 


8) Vgl. Enz. der math. Wiss. IV, 1/5, Nr. 12. 

%) Vgl. hierzu meine in FuBnote ”) zitierte Arbeit, insbesondere S. 680—683. 

%©) Vgl. hierzu W. Blaschke: Wackelige Achtflache, Math. Zeitschrift 6 (1920), 
8S. 85—93; dort werden die Wackeligkeit und die Existenz reziproker Figuren nur 
als affininvariante, nicht als projektivinvariante Eigenschaften erkannt. 
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Wenn zu einem Flechtwerk ein reziprokes Flechtwerk existiert, dann 
besitet auch jedes zum gegebenen kollineare Flechtwerk ein reziprokes 
Flechtwerk. 

§ 6. 
Korrelative Kraftetransformation. 

Eine Korrelation ist gegeben durch die Gleichungen 
(8) u:6:0:1 = (a,2+a,y + a,2 + 4,):(b,2+ b,y + 6,2 + b,) 

:(c.a+¢,y+c¢,2+¢,):(d,e+d,y+d,z+ d,) 
mit nicht verschwindender Koeffizientendeterminante; %, », @ sind die 
Ebenenkoordinaten der Ebene mit der Gleichung uz + vy + ¥z+ 1 = 0. 
Dem Fluchtpunkt, d. h. dem Schnittpunkt der drei Ebenen 
(9) a,2+a,y+a,z+a,=0, b.2+6,y+6,2+56, =0, 
¢,.2+¢y+e¢,2+¢,=0 
entspricht die uneigentliche Ebene. 


Fiir die der Punkt-Ebenen-Korrelation (8) zugeordnete korrelatwe 
Krdajtetransformation stellen wir die zu I und II von § 2 analogen 
Forderungen. 


Aus Forderung I ergibt sich ahnlich wie in § 2 
o)8) Be =e @" — Ww), Ky = 9a" — wa), Ke= ews" — Ww", 


M) Mz=o"—w), My=e@’—-*%), Mz=e@'—w) 
und weiter 


PP’ RK: = (c,b,— 0b.) Ke + cae + (Cyby — Cyd.) Me + .. 5 
PPK = = (a,c, —a,¢,)K, +... + (a,c, — a,¢,)M, +... 

a ie = (b,a, —b,a,)K, +... + (b,a, —6,a,)M,+..., 
pe M= (a,d, —a,d,)K,+ ... + (a,d, —a,d,)M,+ ..., 
= 7 = (6d, — b,d,)K, +... + (6,4, —b,d,)M,+..., 
PPM 


= (c,d,—e,d,)K,4+-... + (e,d, —ce,d,)M,4+... 
mit ‘ies in (6) erklarten Abkiirzungen. 

Die Forderung II wird genau wie bei der kollinearen Kriftetrans- 
formation durch die Festsetzung von 9 nach (7) erfiillt. 


Da die Gleichungen (11) sich aus (5) lediglich durch Vertauschung 
von K und §M ergeben, kénnen wir zusammenfassend folgende geometrische 
Bedeutung der korrelativen Kraftetransformation feststellen: 
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Zuerst wird die gegebene Kraft nach § 2 mittels (4) und (7) kollinear 
transformiert. Aus der kollinear transformierten Kraft erhailt man dann die 
korrelativ transformierte, indem man die Vektoren R und M miteinander 
vertauscht. Die Invarianz des Gleichgewichts wird fiir die korrelative 
Kriftetransformation durch dieselben Schliisse bewiesen, die in §3 fiir 
die kollineare Kraftetransformation benutzt wurden. 

Als Anwendung der korrelativen Kraftetransformation erwahne ich 
die Transformation der ebenen Statik in die Kinematik eines um einen 
festen Punkt drehbaren starren Kérpers: 

Durch eine Korrelation (8) werden die Geraden einer Ebene in die 
Geraden eines Biindels abgebildet. Die korrelative Kraftetransformation (10) 
verwandelt daher ein gegebenes ebenes Kriiftesystem in Krifte, deren 
Wirkungslinien durch einen festen Punkt Q gehen, oder bei kinematischer 
Deutung in infinitesimale Drehungen eines starren Kérpers, der um einen 
festen Punkt Q drehbar ist. Besteht fiir das ebene Kriftesystem Gleich- 
gewicht, so laBt die Resultierende der korrelativ entsprechenden infini- 
tesimalen Drehungen den starren Kérper in Ruhe. Wenn man fiir Q 
einen uneigentlichen Punkt nimmt, erfolgen die Drehungen um parallele 
Achsen; durch die korrelative Kraftetransformation entsprechen sich dann 
die ebene Statik und die ebene Kinematik. 


(Eingegangen am 20. 4. 1934.) 
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Uber die Kleinsche Theorie der algebraischen 
Gleichungen. 
Von 
Richard Brauer in Lexington Ky. (USA.) 





Ist eine endliche Gruppe © von linearen Transformationen oder all- 
gemeiner von Kollineationen gegeben, so versteht man unter einem Klein- 
schen Formenproblem zu © die Aufgebe, die Koordinaten eines n-dimen- 
sionalen Punktes zu berechnen, wenn fiir ihn die Werte der Invarianten 
von © bekannt sind. Die Hauptaufgabe ist es, zu untersuchen, welche 
Gleichungen man auf ein Formenproblem zu einer gegebenen Gruppe © 
zurickfiibren kann. Es ist naturgemai8 vorauszusetzen, daB die Galoissche 
Gruppe der Gleichung und © isomorph sind. Die Riickfiihrbarkeit be- 
deutet dann, da8 der aus allen Wurzeln der Gleichung erzeugte Galoiskérper 
sich auch aus solchen Zahlen erzeugen léBt, die bei den Substitutionen 
der Galoisschen Gruppe gerade die Kollineationen aus © erfahren. 

Beispielsweise ist die Galoissche Gruppe einer nichtmetazyklischen 
Gleichung 5. Grades nach Adjunktion der Quadratwurzel aus der Diskri- 
minante die alternierende Permutationsgruppe in fiinf Symbolen. Diese 
besitzt eine einstufig isomorphe eindimensionale Kollineationsgruppe, die 
Ikosaedergruppe. Das zugehérige Formenproblem ist gleichbedeutend mit 
der Auflésung der sogenannten Ikosaedergleichung, einer Gleichung, die 
nur von einem Parameter abhingt. Es handelt sich also hier um die 
Frage, ob man jede Gleichung 5. Grades auf eine Ikosaedergleichung 
zuriickfiihren kann. Auf die fundamentale Bedeutung dieser Frage fiir 
die Theorie der Gleichungen 5. Grades hat Klein hingewiesen. Ent- 
sprechende Betrachtungen kann man bei den Gleichungen 6. und 7. Grades 
mit Erfolg anstellen. 

Ist nun © eine Gruppe ganzer linearer homogener Transformationen, 
so ist die allgemeine Frage leicht zu beantworten. Man kann jede 
Gleichung mit einer zu © isomorphen Galoisschen Gruppe auf ein For- 
menproblem zu © zuriickfiihren. Dagegen ist das analoge Resultat nicht 
mehr richtig, wenn es sich um eine Gruppe von gebrochenen linearen 
Transformationen, also von Kollineationen handelt. Gerade dieser Fall 
ist aber fiir die Anwendungen von besonderer Bedeutung. 

So gelingt Klein die obenerwaihnte Riickfiihrung der Gleichung 
5. Grades auf eine Ikosaedergleichung erst, nachdem er zum Grundkérper 
eine ,,akzessorische‘ Irrationalitét adjungiert hat, das soll heiBen, eine 
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Irrationalitét, die sich nicht als rationale Funktion der Wurzeln der Glei- 
chung mit Koeffizienten aus dem Grundkérper darstellen 1é8t. Man 
kommt mit einer Quadratwurzel aus, kann aber auch zeigen, da8 im all- 
gemeinen ohne eine solche akzessorische Irrationalitét die Riickfiihrung 
unméglich ist. Analog ist es in den anderen Fillen. Eine allgemeine 
Behandlung wurde bisher nicht gegeben; die Beweise in den bisher be- 
handelten Fallen sind simtlich ganz auf das spezielle Problem zugeschnitten 
und arbeiten teilweise mit komplizierten geometrischen Methoden. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es nun, zu zeigen, daB die 
Theorie der hyperkomplexen GréBen eine allgemeine Behandlung der Auf- 
gabe erméglicht, und insbesondere einen Einblick in die Natur der akzes- 
sorischen Irrationalitaten gestattet. 

Ist P der gegebene Grundkérper, der der Einfachheit halber in der 
vorliegenden Arbeit immer als Kérper der Charakteristik Null angenommen 
wird, so sei eine Gruppe © von Kollineationen mit Koeffizienten aus P 
gegeben. Ferner sei eine Gleichung mit Koeffizienten aus P vorgelegt; 
durch Adjunktion der simtlichen Wurzeln entstehe der Kérper 2 mit 
einer zu © isomorphen Galoisschen Gruppe. Dann la8t sich G auch auf 
endlich viele Arten auffassen als ,,verschrinkte Darstellung“ dieser Gruppe 
in Q”). Der Riickfiihrung entspricht ,,Faktorensystem eins‘ (§ 3). 
Daraus folgt, was aber in § 4 unabhangig davon und elementar bewiesen 
wird: Es gibt eine wohlbestimmte Anzahl von einfachen normalen Algebren 
tiber P als Grundkérper mit der folgenden Kigenschaft: Dann und nur 
dann ist die Riickfiihrung der Gleichung auf ein Kleinsches Formen- 
problem zu © méglich, wenn unter diesen Algebren eine vollstindige 
Matrixalgebra vorkommt. Die Anzahl der zugeordneten Algebren ist gleich 
dem Index der Gruppe der inneren Automorphismen von © in der Gruppe 
aller Automorphismen von ©. Man ist in der Lage, die Algebren wirk- 
lich aufzustellen, und damit die Riickfiihrung wirklich durchzufiihren, sobald 
sie méglich ist. 

Kommt nun unter den Algebren keine vollstindige Matrixalgebra vor, 
so muS man, wenn man die Riickfiihrung erzwingen will, den Grund- 
kérper erweitern. Die Erweiterungskérper, die das Verlangte leisten, sind 
gerade diejenigen Korper, die Zerfaillungskérper fiir eine der Algebren sind. 
Ist also m die kleinste Zahl, die eine der Algebren als Index besitzt, so 
hat man mindestens eine Irrationalitét m-ten Grades zu P zu adjungieren. 
Ist n die Dimension des Raumes, in dem die inhomogen geschriebenen 
Kollineationen stattfinden, so kann man in jedem Fall eine ausreichende 
Irrationalitét von einem n + 1 nicht iibersteigenden Grad wirklich finden; 
dagegen kann die Bestimmung von ausreichenden Irrationalititen vom 
m-ten Grad rechnerisch schwierig sein. Ubrigens brauchen nicht in allen 
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Fallen die so entstehenden Irrationalitéten akzessorisch zu sein. Fiir die 
Anwendungen ist hauptsichlich der Fall von Interesse, daB © einfach ist 
und Q keine Resolvente von einem Grad < +1 besitzt; hier ist es 
klar, daB es sich um akzessorische Irrationalitiéten handeln mu8. 

Im’ Fall der Ikosaedergruppe ist m = 1 oder 2, da n+ 1 = 2 ist, 
und zwar hat man im Fall der allgemeinen Gleichung 5. Grades m = 2. 
Hieraus kann man die oben angegebenen Tatsachen tiber Gleichungen 
5. Grades entnehmen. Im Fall der Gleichungen 6. Grades und der Valen- 
tinergruppe ist m = 1 oder 3, und zwar im Fall der allgemeinen Gleichung 
6. Grades genau 3. Da ferner nach einem Satz von Maclagan Wedder- 
burn einfache normale Algebren mit m = 3 einen zyklischen Zerfallungs- 
kérper besitzen, so kommt man mit einer akzessorischen Kubikwurzel 
aus'). (Die dritten Einheitswurzeln miissen der Natur der Sache nach 
zum Grundkérper gehéren.) Im Fall der Gleichungen 7. Grades kann 
man entsprechend einen Satz von A. A. Albert heranziehen. Man findet, 
daB man mit zwei akzessorischen Quadratwurzeln auskommt. Diese Tat- 
sachen ergeben sich unmittelbar aus den oben genannten Siitzen. Im 
einzelnen méchte ich auf die Theorie der Gleichungen 5., 6. und 7. Grades 
in einer spateren Arbeit eingehen. 

Im §1 der vorliegenden Arbeit beweise ich noch einmal die Grund- 
tatsachen iiber das Kleinsche Formenproblem. Danach behandle ich im 
§ 2 den Fall einer Gruppe von ganzen linearen Transformationen. Diese 
beiden ersten Paragraphen enthalten wenig, was ais neu zu bezeichnen 
ist, wenn auch ein Teil der Resultate noch keine Darstellung in der 
Literatur gefunden hat. Im §3 wird dann der Fall von Kollineationen 
auf einem ersten Wege behandelt, der vom vorangehenden Paragraphen 
unabhingig ist und dessen Resultat einschlieBt. Es wird hier auf Grund 
eines Satzes von Speiser die Frage iiber Formenprobleme mit Hilfe von 
Faktorensystemen untersucht. Im §4 wird unabhingig davon der Zu- 
sammenhang mit der Theorie der Algebren auf einem direkten Wege 
hergeleitet und die Bedeutung der Zerfillungskérper untersucht. Im § 5 
wird schlieBlich fiir den Fall der allgemeinen Gleichungsprobleme der 
Exponent der auftretenden Algebren bestimmt. 

Ich habe mich bemiiht, mit méglichst geringen Hilfsmitteln aus der 
Theorie der Gruppencharaktere und der hyperkomplexen GréBen auszu- 
kommen. Abgesehen von 6. und von §3, die fiir das Verstindnis des 


1) Behandlungen der Gleichung 6. Grades in diesem Sinn wurden gegeben von 
Klein, Journ. f. d. reine und angew. Math. 129 (Gesammelte Abhandlungen Bd. 2, 
8. 481); von Gordan, Math. Annalen 61 (1906) und 68 (1910); von Coble, Math. 
Annalen 70 (1911). Es wird aber stets auBer der akzessorischen Kubikwurzel noch 
mindestens eine akzessorische Quadratwurzel verwendet. 


31* 
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Ganzen nicht notwendig sind, da die Resultate in den iibrigen enthalten 
sind, werden aus den genannten Theorien nur die Grundbegriffe und 
einige ganz einfache Sitze verwendet. Nur einige fast triviale Schliisse 
aus §3 sind in §4 nicht noch einmal wiederholt. 

An Literatur fiir die Kleinsche Gleichungstheorie sind die Abhand- 
lungen von Klein im zweiten Band der gesammelten Abhandlungen, 
S. 255— 507, zu nennen, ferner das Buch ,,Vorlesungen iiber das Ikosa- 
eder*‘, Leipzig 1884, der zweite Band von Fricke, Lehrbuch der Algebra, 
Braunschweig 1927, die Arbeit von A. Speiser, Gruppendeterminante und 
Kérperdiskriminante, Math. Annalen 77 (1916), 8.546, und E. Noether, 
Normalbasis bei Kérpern ohne héhere Verzweigung, Journ. f. d. reine u. 
angew. Mathematik 167, S. 147. 


§ 1. 
Das Kleinsche Formenproblem. 

1, Es sei P ein gegebener Grundkérper, dessen Charakteristik der 
Einfachheit halber als Null angenommen werde. 2,, Z,,..., Z, seien Un- 
bestimmte, und es sei 

Z = P(z,, 2%, .. +. Za). 

Eine Matrix (n + 1)-ten Grades (a,,), (x,A = 0,1,2,...,), mit Koeffi- 
zienten aus P und einer von 0 verschiedenen Determinante bestimmt eine 
Kollineation C . 

ay Oy, Yt +++ + oen Mp 
(1) et ee (xc = 1,2,..,%). 
Dabei sind y,, ¥,,--.,Y¥, Wohlbestimmte erzeugende Elemente von Z. In- 
dem wir die Zahlenreihe der n Zahlen z, kurz mit z und die der y, mit 
y bezeichnen, schreiben wir dafiir auch 
(1’) z = Oly). 
Ist {(x,,%,-.-,%_) ein Element von Z, also eine rationale Funktion der 
z, mit Koeffizienten aus P, so entsteht durch Ausfiihren der Transforma- 
tion (1) eine rationale Funktion der y, mit Koeffizienten aus P, diese 
werde mit fc(y,, ¥,,---, Yn) bezeichnet 

I (%, Sqo- = <2 Za) = Sel Has Hop - - +2 Fad- 

Schreibt man fiir y, wieder z, und beriicksichtigt man (1), so erkennt 











man, daB fo(z,,%,,...,%,) aus f(x,, %,...,%,) entsteht, wenn man in dem 
letzten Ausdruck z, fiir alle x durch 
ay + 4,, of ee t+ Fyn % 
Bog + 4y, 2, + +++ + Bn XM 
ersetzt. Speziell ist also 
a @,, 2 +...+ 4.2 
2) (mq = Seep Sn Fy Tn 7 tees 
oo | —_— a onan 
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und daher 


(3) fe(x,, Ty, eee Zp) —_ f ((2,)e, (24) Cys ers (Za)c)- 
Sind im folgenden bei einer rationalen Funktion keine Argumente an- 
gegeben, so ist stets z,,%,,...,%, ZU erganzen. 

Fiihrt man zwei Kollineationen hintereinander aus, 

a=C,(y). y=C,(2); 2 =C,C,(2), 
so gilt einerseits 

f(z, Dqy+- +s Zn) red fe, (y,, Yqr- ++ Yn) — (fe, \ez (2,, 29, cory 2n) 
und andererseits 
I (@, Zee sey 2.) = fe, C2 (z,, Zan + +9 Zn), 

also ist 
(4) (feyde. = fe, cs: 
Es sei noch erwaihnt, daB zwei Kollineationen als verschieden bezeichnet 
werden, wenn sich ihre Matrizen nicht nur um einen skalaren Faktor 
unterscheiden. Zwei untereinander verschiedene Kollineationen fiihren 
das System x in zwei verschiedene neue Systeme iiber. 

Ordnet man jedem Element f von Z das Element f, zu, so entsteht 
offenbar eine automorphe Abbildung von Z auf sich. Zwei verschiedenen 
Kollineationen entsprechen verschiedene Automorphismen von Z. 

Jetzt sei eine endliche Gruppe € von derartigen Kollineationen ge- 
geben. Die GréBen von Z, die bei allen zugehérigen automorphen Ab- 
bildungen von Z in sich iibergehen, sind gerade die (absoluten) Invarianten 
der Gruppe € mit Koeffizienten aus P. Sie bilden einen Teilkérper K 
von Z, den Invariantenkérper zu ©. 

Ist r die Ordnung von €, so haben wir r verschiedene Automor- 
phismen von Z, nur die Elemente von K bleiben bei allen ungedndert. 
Daraus ergibt sich, daB Z ein Normalkérper vom Grad r iiber K ist, und 
daB die zugehdrige Galoissche Gruppe gerade aus den eben gefundenen 
Automorphismen von Z besteht. Denn ist f irgendein Element von Z, 
so gehdren die elementarsymmetrischen Funktionen der GréBen fc, (C in €), 
offenbar zu K, und infolgedessen ist f Wurzel einer Gleichung in K, 
deren Wurzeln simtlich zu Z gehéren und deren Grad héchstens r ist. 
Da dies fiir alle f aus Z gilt, ist Z Normalkérper héchstens vom Grad r 
tiber K. AuBer den schon gefundenen r Automorphismen kann es also 
keine weiteren geben, diese miissen die volle Galoissche Gruppe von Z 
in bezug auf K bilden. Wegen (4) ist diese Gruppe zu € isomorph. 

Bekanntlich (vgl. unten 2.) besitzt das System aller Invarianten 
von € eine endliche Basis J,,J,,...,J,, durch die sich alle Invarianten 
rational mit Koeffizienten aus P darstellen lassen; es ist also 


(5) K = P(J,,J,,....d2)- 
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Die Aufgabe, das System z,,7,,...,%, zu berechnen, wenn die GréBen 
von P und die Invarianten J,,J,,...,J, als bekannt angesehen werden, 
bezeichnet man als das Kleinsche Formenproblem zu der Gruppe € in 
bezug auf P als Grundkérper. Es ist also mit der Auflésung einer 
Normalgleichung in K Aquivalent, deren Galoissche Gruppe zu € ' 
isomorph ist. 

Zur Terminologie ist aber zu bemerken, daB Klein das Wort ,,Formen- 
problem‘‘ nur verwendet, wenn alle Transformationen (1) der Gruppe ganz 
linear und homogen sind und im allgemeinen Fall das Wort ,,Funktionen- 
problem“ gebraucht in Ubereinstimmung damit, da8 man hier die GréBen J, 
nicht mehr ganz und homogen wihlen kann. Es ist aber fiir das 
Folgende bequem, eine einheitliche Bezeichnung zu verwenden. 





2. Wir wollen jetzt die Invarianten J von € etwas naher unter- 


suchen. [st J = $7 0 eine Invariante, wo A und B teilerfremde Poly- 


nome in dep z, etwa von den Graden a und } sind, so folgt fiir alle C 
aus der Invarianz 


A ((2,)o, - - +» (Zn)c)- B(a,,..., Zn) = A (z,,..-, Bn) + B((2,)o, - - -, (@adc)- 
Ist z~ der Nenner in (2) und ist etwa a=b, so ist 
(6) [26 A ((a)es «+» (tude) ] - B (ys -- -» Ma) 
= A (2,,.. 5%) [26¢B((x,)o,---» (tade)], 
und hier stehen in den eckigen Klammern ganze rationale Funktionen 
héchstens vom Grad a. Da B zu A teilerfremd ist, mu8 A im ersten 


Faktor links aufgehen und also aus Gradgriinden mit ihm, abgesehen von 
einem konstanten Faktor h- + 0, iibereinstimmen. 





Also ist 
he A (z,,-- +» Z) 
(7) Ac =A ((z,)e, soe (2n)c) = a =~ 
c 
Dann folgt aus (6) 
° hy B(z,, Tyree z,) 
(7 ) Be = B ((2,)e peers (Zn)c) = =e 
r3 
Nun ist 





im ae A 1 A ((x, Joo + + +» (qe) 


lee B ((2, der + + +» (2 qo) 
Bringt man hier die Summe rechts auf einen Nenner, so erhalt man 


fiir J einen Bruch 7 
N= r IT B((2,)e, » +» (Za)o)s 
Z = Z| I Bl 2o,-+- (a) A (dos --- (adn) 
D‘'‘c+D 


(8) 


Am ete nae 
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wo C und D die Elemente von € durchlaufen. Bezeichnet man die 
rn GréBen (z,)¢ in irgendeiner Reihenfolge mit ¢,,t,,...,t-, und be- 
trachtet sie fiir den Augenblick als unabhingige Unbestimmte, so kann 
man Z und N in naturgemiBer Weise als Funktionen der ¢, auffassen. 
Ersetzt man fiir ein festes C aus € jedes z, durch (z,)c, so entspricht 
dem offenbar eine gewisse Permutation der ¢,, und man erhilt so eine 
zu © isomorphe Permutationsgruppe €*. Als Gruppe ganzer linearer 
Transformationen besitzt €* eine Invariantenbasis J,,J,,...,J,7). Nach (8) 
sind offenbar Z und N ganze rationale Invarianten von €*. Man kann 
sie also ganz rational mit Koeffizienten aus P durch die J, ausdriicken 
Z=zO(J,,J,..59), N= PUds,,dq,.. 42), 
ao A PS Je) 
F Wp Pu eo On 

Das gilt natiirlich auch, wenn man die ¢, wieder in ihrer urspriinglichen 
Bedeutung nimmt. Man kann daher die eben gefundenen J, in (5) ver- 
wenden. Da sie sich ganz rational in den (z,)¢ schreiben lassen, haben 
sie die Eigenschaft, daB wenn man sie durch 2,,2,,...,2, allein aus- 
driickt, im Nenner nur Faktoren z, auftreten, das waren die Nenner in (2). 

Wir werden im folgenden den Fall zu betrachten haben, daB die z, 
durch Werte &, aus irgendeinem Erweiterungskérper von P ersetzt 
werden, fiir die die Nenner in den r Briichen (2) nicht verschwinden. 
Daher behalten die GréBen J, nach dem eben bewiesenen bei dem Er- 
setzen ihren Sinn. Verschwindet ferner bei dem Ersetzen der Nenner B 
von J nicht, so verschwindet nach (7’) auch B, und daher nach (8) 
auch N nicht. Die Darstellung (9) bleibt daher giiltig. 

SchlieBlich sei noch bemerkt: Wenn fiir zwei Systeme dieser Art 
&, &,...,&, und &,&,...,&:, die demselben Erweiterungskérper von P 
angehéren mégen, die Funktionen J, alle denselben Wert haben, so mu8 
es ein C in € geben, so daB &’ = C(é’) ist. Man schlieBt dies in be- 
kannter Weise folgendermaBen. Man adjungiert zum Kérper n Un- 


(9) 





bestimmte w,,%,.,...,U, und setzt fiir eine weitere Unbestimmte ¢ 
(10a) fogthe ox Methr. AMM 
Xo =u (z,)e tT Uy (24)e +... Un (Za)es 
(10 b) 9 (t) = IT (¢—Xo) = # + We +... + Wr. 
Ordnet man W, nach Potenzen von u,,%,,...,%,, 80 sind die Koeffizienten 


offenbar Invarianten von €, und zwar solche, die sich ganz rational in den 


(2) )o schreiben lassen. Ersetzt man jetzt die z, einmal durch die ¢,, das 


2) Vgl. H. Weber, Lehrb. d. Algebra 2, 2. Aufl., § 57 8, 225, oder E. Noether, 
Math. Annalen 77 (1916), 8. 89—92. 
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andere Mal durch die &;, so haben nach Voraussetzung die J, und daher 
also auch die W, beidemal denselben Wert. Die beiden zugehérigen 
Polynome ¢ (t) werden also identisch. Nach (10) ist aber eine Wurzel 
, Ey + tty Eg +... + tn En, 
andererseits die allgemeinste Wurzel 
u, (Eide + Uy (Ge +--+ + Un (Ender C in €**). 

Fiir ein C miissen also beide Ausdriicke iibereinstimmen, woraus sich die 
Behauptung ergibt. 

3. Ebenso wie in 2, sei &,,&,...,&, eim System von m Zahlen aus 
irgendeinem Erweiterungskérper von P, das die Eigenschaft hat, daf 
fiir x, = & in keinem der r Ausdriicke (2) der Nenner verschwindet. 
Deutet man also é,,é,,...,&, als inhomogene Koordinaten in einem 
n-dimensionalen Raum, so sollen die r Hyperebenen 

Bog +o, §, +--+ + Genk, = 0 
((¢,2) Matrix einer beliebigen Kollineation aus €) ausgeschlossen bleiben. 
In Verallgemeinerung der in 1. erwihnten Aufgabe kann man die Aufgabe 
formulieren: Die GréBen von P und die Werte J, (é,,&,....,&,) fiir 
x = 1, 2,..., & werden als bekannt angesehen, é,, &,, ..., &, sollen be- 
stimmt werden. Man spricht auch hier von einem Kleinschen Formen- 
problem zu der Gruppe ©. 

Wir setzen 
(1) K* = P(J,(E,,.--) Ends - «or Fe (Es = + +» Ea), 

Z* = P(é,,..., &)- 

Nach dem in 2. Bewiesenen besteht K* aus allen J(é,,...,&,), wo J 
eine beliebige Invariante von € ist, deren Nenner fiir &,, &,,...,& nicht 
verschwindet. Das zeigt, da8 das Problem nicht von der speziellen Aus- 
wahl der Basis J, abhingt. (10a) und (10b) und die anschlieBende 
Betrachtung in 2, ergibt, daB X in eine Wurzel einer Gleichung mit 
Koeffizienten aus K* iibergeht, wenn man z, durch £, und die u, durch 
irgendwelche Zahlen aus P ersetzt; alle Wurzeln dieser Gleichung gehéren 
zu Z*. Da man bei geeigneter Wahl der u, so aus X insbesondere 
jedes &, erhalten kann, miissen alle Konjugierten von §, zu Z* gehéren. 
Aus (11) ergibt sich daher, daS Z* Normalkérper tiber K* ist, so daB 
auch hier das Kleinsche Formenproblem mit der Auflésung einer Normal- 
gleichung aquivalent ist. Uber die zugehérige Galoissche Gruppe werden 
in 4, Aussagen gemacht werden. 

4, Jetzt sei ein beliebiger Kérper 0 der Charakteristik 0 gegeben. 
f(x) = 0 sei eine Gleichung in 9. SchlieBlich sei € eine Kollineations- 


2a) Natiirlich bedeutet (£)),. die GréBe, die entsteht, wenn man in (z,),. in (2) 
die x, durch die £ ersetzt. 
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gruppe von endlicher Ordnung, deren Koeffizienten zu @ gehéren. Wir 
wollen untersuchen, ob die vollstandige Auflésung von {(z) = 0 mit der 
Behandlung eines Kleinschen Formenproblems zu € f&quivalent ist, wobei 
fiir die Fundamentalinvarianten Werte aus © vorgeschrieben werden sollen. 
Die Bedeutung von nm und J,,J,,...,J, sei dieselbe wie bisher. 
Durch Adjunktion der Wurzeln von /(z) = 0 zu @ entstehe der Normal- 
kérper 2 mit der Galoisschen Gruppe © in bezug auf @. Durch das 
Element G von © werde die Zahl « von 2 in «® iibergefiihrt. 
Unsere Frage kommt dann darauf hinaus, ob es ein System von 
n Zahlen £,,é,,....&, in Q gibt, fiir die C (&) fiir alle C aus € definiert 
ist, und 1. alle J, (&,,&,...,&,) zu @ gehéren, und 2. gilt 
(12) O(E,, Eg... +» &) = Q. 
Aus der Bedingung 1. folgt fiir alle G in © 


Ju (Ei, 68 -- 05 Ft) = Ie Erba) = 1,2,.. 5b). 
Dann ergibt sich aus dem letzten Absatz von 2., daB zu jedem G 
mindestens ein C in € gehért, so daB 


(13) &° = C (é) 
ist. Ist H ein anderes Element von © und D eine zugehdérige Kolli- 
neation, so folgt durch Anwendung von H auf (13) 


(14) go* — oe") = CDE). 
Die Gesamtheit aller C, fiir die C(&) zu (&) algebraisch konjugiert ist, 


bildet daher eine Untergruppe R von ©, und wegen (14) ist 6 homomorph 


auf ® bezogen. Umgekehrt folgt aus (13) wegen der Invarianteneigen- 
schaft von J, 


Te (Ey +05 Ea)” = Tu (EL, - «5 En) = Te (Eder «+ +» (Endo) = Ix (Ey + + 9 Sn) 
fiir alle G aus G und alle x, und daher gehért J, (&,, &,,...,&,) zu 90, 
d.h. 1. ist erfiillt. Die Bedingung 2. besagt, daB wenn @ nicht die 
Identitat ist, das System &° von & verschieden ist, d.h., daB € nur Fixpunkt 
derjenigen Kollineationen von & ist, die der Identitaét in G zugeordnet sind. 

Hilfssatz: f(z) = 0 sei eine Gleichung mit Koeffizienten aus O und 
der Galoisschen Gruppe © im bezug auf O. C€ sei eine in @ rationale 
Kollineationsgruppe. Die vollstindige Auflisung von f(x) = 0 ist dann 
und nur dann mit einem Kleinschen Formenproblem zu € dquivalent, wenn 
es in dem durch Adjunktion der Wurzeln von f(x) = 0 zu © entstehenden 
Kérper ein System von Zahlen &,, &,...,&, gibt, das die Bedingungen er- 
fiillt: a) C(&) ist fiir alle C aus € definiert, b) © ist derart zu einer Unter- 
gruppe R von € homomorph, daB fiir zugeordnete Elemente G und C gilt 
&@ = C(€), c) & ist nur Fivpunkt derjenigen Kollineationen in 8, die der 
Identitat in © zugeordnet sind. 
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Im folgenden ist der Fall wichtig, daB € und G dieselbe Ordnung 
haben. Dann mu8 ® = € sein und € muB einstufig isomorph zu 6 sein. 
c) besagt, daB é nicht Fixpunkt eines von der Identitaét verschiedenen 
Elementes von € sein darf. 

Wir wenden den Hilfssatz noch auf den Fall an, daB @ der Kérper K* 
in 3 und Q der Kérper Z* ist. Da hier die Riickfiihrbarkeit auf ein 
Formenproblem klar ist, ergibt sich: Ist G die Galoissche Gruppe eines 
Formenproblems zu €, so ist © einer Untergruppe von € homomorph. 


§ 2. 
Riickfiihrbarkeit einer Gleichung auf ein Kleinsches Formenproblem 
fiir eine Gruppe ganzer linearer Transformationen. 
5. Q sei ein Normalkérper itiber dem Grundkérper P, die Charakte- 
ristik sei wie immer als 0 vorausgesetzt. © sei die Galoissche Gruppe. 
Ist w,,@,,...,@, eine Basis von 2 in bezug auf P, so kann man fiir 


jedes G aus G die w,; linear durch die Basis mit Koeffizienten aus P 
ausdriicken 


r 


(15) of = Z as? w, we ae 1S... 
i=1 


Bezeichnet man die in P rationale Matrix (aS?) mit Ag, so heiBt das 
(15’) wo? = Ag(o). 
Wendet man auf (15’) ein Element H von 6 an, so folgt 
wot = Ag(w") = AgdAy(w), 

wihrend andererseits nach (15) mit GH an Stelle von G die linke Seite 
gleich Agy (m) ist. Wegen der linearen Unabhangigkeit der w in bezug 
auf P ist daher 

Ag Ay = Agu. 
Die Matrizen A, bilden also eine Darstellung von ©. Nun gilt der von 
E. Noether aufgestellte und von M. Deuring bewiesene 


Hilfssatz*). Die Darstellung Ag ist zur reguliren Darstellung von © 
dhnlich. 


Beweis*). Die Elemente von © seien G,,G,,...,G,. Wegen der 
Basiseigenschaft der w, verschwindet die Determinante der Matrix 


M = (wv) (x, 4 = 1,3,...,9) 


5) Vgl. M. Deuring, Galoissche Theorie und Darstellungstheorie, Math. An- 
nalen 107 (1932), S. 140—144. 

*) Dieser Beweis ist im Kern nicht sehr von dem Deuringschen verschieden. 
E. Noether macht mich darauf aufmerksam, daB er in der hier vorliegenden Form 
bereits von H. Hasse in der hektographierten Ausarbeitung seiner Vorlesung 
»»Klassenkérpertheorie“* vom Sommersemester 1932, S. 156 gegeben wurde. 











Kleinsche Theorie der algebraischen Gleichungen. 483 
nicht. Aus (15) folgt durch Anwendung von G, 
(wf) = (3 aay”) = doM. 
Die reguldre Darstellung von © ist gegeben durch 


Re _ (ee, @¢,) (x, A = 1,2,..., r) %, 


WO €g.4 den Wert 0 oder 1 hat, je nachdem die Elemente G und H 
von © verschieden oder gleich sind. Dann ist 


MR, =( E we" €6y,06:) = (w9%) = Ag-M. 
oss 


Daher sind die Darstellungen Ag und Rg a&hnlich, wie behauptet war. 
In bekannter Weise schlie8t man*) dann auch unmittelbar, daB es eine 
Transformation N in P gibt, so daB fiir alle G aus © 

Rg = N-'AgN 
gilt. Die rechnerische Bestimmung von N ist, nachdem die Existenz ge- 
sichert ist, leicht direkt méglich. 

Setzt man w = N(¢), so sind auch ¢,,¢,,...,¢, eine Basis von Q. 
ee Bt (0 = N-4(00) = N-* Ag (w) = N-* AGN (C), 

(16) C¢ = Re(?). 
Daraus kann man auch noch entnehmen, da das System ¢ aus lauter 
untereinander konjugierten Zahlen besteht. 

6. Satz I. Gegehen sei eine Gleichung f(x) = 0 mit Koeffizienten 
aus P, © sei thre Galoissche Gruppe in bezug auf P. Te sei eine ein- 
stufig isomorphe Darstellung von © durch ganze lineare homogene Trans- 
formationen, deren Koeffizienten zu P gehéren. Dann kann man die voll- 
stindige Auflésung von f/x) = 0 auf ein Kleinsches Formenproblem fiir 
die Gruppe Tq zurtickfiihren, bei dem fiir die Invarianten Werte aus P 
vorgeschrieben sind. 

Beweis: Zunichst sei die Gruppe Tg in P irreduzibel. Aus den 
Hauptsitzen’) iiber die Darstellung einer endlichen Gruppe durch Matrizen 
folgt dann, daB es in P eine Matrix Q gibt, derart, daB nach Trans- 


5) Man beweist sehr leicht, daB diese Matrizen wirklich eine Darstellung 
von © bilden. 

*) Denn sohreibt man die Gleichungen in der Form VN R,=A,N fir alle G 
aus ©, so sicht man, da8 man fiir die Elemente von W lineare homogene Gleichungen 
mit Koeffizienten aus P zu erfiillen hat. In Q gibt es eine Léisung N= M mit 
von 0 verschiedener Determinante, nach einfachen Saétzen iber lineare Gleichungen 
also auch in P. ; 

7) Vgl. etwa A. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 2. Avfl., 
Berlin 1927, Satz 151 und 180. 
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formation mit Q die regulire Darstellung R, von 6 vollstandig in die 
gegebene Darstellung 7’, und eine andere Darstellung U, zerfallt: 
a " T, 0 
(17) Q-* RaQ = Ri = (9°77 ). 
Ist Q der durch Adjunktion der Wurzeln von f(z) = 0 zu P entstehende 
Kérper, hat ¢ dieselbe Bedeutung wie in (16), und setzt man 
f=Q(n), 1 =Q-*(0), 
so folgt aus (16) und (17) 
n® =Q-* (0%) = Q-' Re (0) = Q-* Re Q(n), 
(18) n? = RG (n). 
Ist ¢ der Grad der Matrizen Tg, und bezeichnet man »,, %,,..., 7 mit 
&,,&,,...,&, 30 folgt aus (17) und (18) fiir diese Zahlenreihe & 
(19) &¢ = T, (). 
Ist ferner G nicht die Identitaét, so ist £*+¢. Da namlich é,,é,,..., & 
als Teil einer Basis 7,,7,,..-,%- im bezug auf P linear unabhingig sind, 
wiirde im anderen Fall aus (19) folgen, daBS 7, die Einheitsmatrix ist, 
und die Darstellung 7, ware nicht einstufig isomorph. Aus dieser Be- 
merkung und (19) folgt nach dem Hilfssatz in 4. die Behauptung unmittelbar. 
Ist 7’, eine in P reduzible Gruppe, so kénnen wir nach Transformation 
annehmen, da8 die Gruppe in P voilstindig in irreduzible Bestandteile 
zerfallt. Bestimmt man dann fiir jeden Bestandteil ein System & zu (19), 
und setzt diese Systeme entsprechend der Zerlegung von 7g zusammen, 
so erhilt man ein System é fiir die Gruppe T,. Ist @ aus © nicht die 
Identitat, so ist wieder £? + &, da sonst wie eben fiir @ jeder einzelne 
Bestandteil von 7 und daher auch 7 selbst die Einheitsmatrix wire; die 
Darstellung ware nicht einstufig. Daher ist der Satz auch in diesem 
Fall richtig. 

Ist man rechnerisch in der Lage, im Kérper P jedes Polynom in 
irreduzible Faktoren zu zerlegen, so kann man auch rechnerisch die é, als 
rationale Funktionen der Warzeln von /(z) = 0 mit Koeffizienten aus P 
darstellen und umgekehrt die Wurzeln analog durch die &,. Man kann 
ferner die Zahlen J, (&,, &,..., &) als Zahlen von P darstellen. 

7. Man kann den Beweis, daB es Systeme é gibt, die (19) erfiillen, 
auch folgendermaBen fiihren. Man driicke das gesuchte System § durch 
die Basis aus: § = M(¢), wo M eine rechteckige, in P rationale Matrix 
ist. Dann folgt aus (19) und (16) 

(6)? = Te(&) = TeM(C); (€)% = M(C%) = M Re (0) 
und wegen der linearen Unabhangigkeit der ¢ in bezug auf P 
(20) To M = M Rx. 
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Jede in P rationale Matrix M, die (20) erfiillt, gibt wumgekehrt ein 
System & zu (19). 

Die Anzahl der linear unabhiangigen Matrizen, die (20) erfiillen, ist 
aus der Theorie der Gruppen linearer Transformationen bekannt®*), sie ist 
gleich dem Grad ¢ von 7, vorausgesetzt, daB die Determinante von 7, 
nicht verschwindet. Daher gibt es genau ¢ Zahlenreihen, die (19) er- 
fiillen, und die als Zablenreihen in bezug auf P unabhingig sind. Sie 
sind aber auch in bezug auf 2 linear unabhingig. Denn wiirde zwischen 
den ¢ Zahlenreihen eine lineare homogene Beziehung mit Koeffizienten 
aus 2 bestehen, in der die Koeffizienten nicht alle verschwinden, so 
wiirde durch Anwendung von 7, nach (19) auch folgen, da8 dieselbe 
Relation auch gilt, wenn man auf alle Zahlenreihen die Operation @ an- 
wendet. Die Koeffizienten in der Relation waren daher ein nichttriviales 
Lésungssystem eines linearen homogenen Gleichungssystems mit Koeffi- 
zienten aus 22, das mit jeder Gleichung auch alle Gleichungen mit in 
bezug auf P konjugierten Koeffizienten enthalt. Ein solches Gleichungs- 
system hat auch eine nichttriviale Lésung in P, daher waren entgegen 
der obigen Annahme unsere ¢ Zahlenreihen bereits in P linear abhangig. 


§ 3. 
Bedingung fiir die Riickfiihrbarkeit einer Gleichung auf ein Formen- 
problem fiir eine Kollineationsgruppe. 

8. Wie in 6. sei f(z) = 0 eine Gleichung mit Koeffizienten aus P. 
Der durch Adjunktion der Wurzeln entstehende Kérper sei Q, G sei die 
Galoissche Gruppe. Ferner sei eine Kollineationsgruppe € mit Koeffizienten 
aus P gegeben, deren Ordnung mit der Ordnung r von @ iibereinstimmen 
mége. Wir wollen annehmen, da8 die vollstindige Auflésung von /(z) = 0 
mit einem Formenproblem zu € iquivalent sein mége. Nach 4, Hilfssatz 
mu8 dann € zu © isomorph sein; die dem Element G von © zugeordnete 
Kollineation sei mit Cg bezeichnet, eine in P rationale zugehérige Matrix 
sei Mg = (a), (x, 4 = 0,1,2,...,n— 1). Man kann den Isomorphismus 


8) Fir das Folgende geniigt es, zu wissen, daB die ve Anzahl mindestens t 
ist. Das kann man direkt so einsehen: Sind G,,G@,,...,@, die Elemente von © 


und ist 7’, = (es (x, A= 1, 2,..., t), so sind aie t Matrizen M, = (c), 


“oO 
(x Zeilen-, i Spaltenindex) Lésungen von (20), wie man unmittelbar unter Benutzung 
der Darstellungseigenschaft der 7, nachrechnet. Ware z z, M, =O fir eine 


Zahlenreihe z, so folgt Ze (4), =.0 fir alle x,4. Dann ist. T,,(2)=0. Da die 


Cre oO 


Determinante von 7', nicht verschwinden soll, sind alle z, = 0. Vgl. dazu Speiser, 
Math. Annalen 77 ( 1916), S. 546. 
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so wihlen, da8 fiir ein geeignetes System é,, ¢,,...,&,—, in Q a) alle C (&) 
definiert sind, b) die Gleichung gilt 

(21) &¢ = C, (6) (fiir alle G aus 6), 

c) von allen Kollineationen Cg nur die Identitét als Fixpunkt besitzt*). 


Nach (21) ist 
(G) (G) abe (@) 
(22) 4 on “20 +4, & + + Ga—1 ©, 8 (x = | 


(@) (@) (@) 
Bq +45, f1 te ++ + So nea faa 





Setzt man w, = 1 und bezeichnet den Nenner in (22) mit = wo also ag 
G 
eine von Null verschiedene Zahl aus QQ ist, bezeichnet man schlieBlich 
mit w die Zahilenreihe w,, &,,...,&,—:, 80 folgt aus (22) 
(23) w? = ag Mg (w) (fiir alle G aus 6). 
Aus der Darstellungseigenschaft der Kollineationen Cz und der Definition 
der Mg folgt unmittelbar fir zwei Elemente G und H von © 
(24) Me My = Meu 4, H> 
wo die @g g von Null verschiedene Zahlen aus P sind. (24) ergibt fir 
je drei Elemente G,H, K von © die Assoziativitatsbedingung 
@¢,H%¢H, K = 4H, K%G,HK> 
aus der sich ergibt, daB die ag 2 ein Faktorensystem bilden™). Dann 
folgt aus (23) durch Anwendung von H unter Beriicksichtigung von (24) 
wet = ag Mg (w*) > ag Me (ax My (w)) 
= a9 an MgMy(w) = af ane, Mo 9 (o). 
Andererseits ist nach (23), wenn man @ durch GH ersetzt, 
wet — aga Meg w(om). 
Vergleich der beiden letzten Gleichungen liefert 





oe — 7 = w? H, 
%¢ “Hn %¢,H 
und da w/” ebenso wie w, den Wert 1 hat, 
a 
(25) 4,4 = re u 


a fg 
fir alle Paare G,H aus G. Das bedeutet genau, daB das Faktoren- 
system dg _ zu dem aus lauter Zahlen 1 bestehenden Einheitssystem 
assoziiert '*) ist. 
9. Umgekehrt wollen wir annehmen, da8 es méglich ist, die Gruppe G 
so isomorph auf € zu beziehen, daB, wenn wieder Cg die zu G gehérige 


®) Von c) werden wir keinen Gebrauch machen 
10) I. Schur, Math. Zeitechr. 5 (1919), S. 7—10. 
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Kollineation und Mg eine zugehérige in P rationale Matrix ist, das durch 
(24) definierte Faktorensystem zum Einheitssystem assoziiert ist. Dies 
hangt iibrigens offenbar nicht von der speziellen Wahl der Matrizen M, 
ab; dagegen kann es von Wichtigkeit sein, daS man den Isomorphismus 
von © und © geeignet wahlt, es kénnen ja da mehrere Méglichkeiten 
bestehen. Dann gibt es Zahlen ag +0, (@ in ©), so daB (25) gilt. Man 
setze 
(26) N. G = && M Gq: 
Dann folgt aus (24) und (25) fiir je zwei Elemente G, H aus © 

NG Nu - ag Me ay My = a6 a Og, x Mo x = «¢H Men = Neu"). 
Daher kann man nach A. Speiser™) in Q eine Matrix W mit von Null 
verschiedener Determinante so finden, da® fiir alle G aus © 
(27) N = wew- 
gilt. Ist also z,,z,,...,2,—, ein beliebiges System von n Zahien aus P 
und setzt man 
(28) w= W(z), z= W-'(a), 
so folgt aus (26) und (27) 

oF? = W¢ (z) = We W-* (w) = Ng () = ag Mg (ow). 

Ist wieder Mg = (aS? , 80 ist also 


(29) oe = aa + ao, +...+ 40, _,a,-1 (x =0,1,....n—1). 

Wir wollen nun zeigen: Man kann iiber die z, als Zahlen von P so 
verfiigen, da8 fiir jedes von der Identitaét verschiedene Element @ fiir 
mindestens einen Index » die Ungleichung gilt we w, + w,w°. Dann ist 
von selbst w, +0, da aus w = 0 auch w/ = 0 folgen wiirde. 

Nehmen wir also an, daS fiir ein solches @ fir alle » gilt 
w! W, = Wo w®, wie man auch in (28) das System z aus P wahlit. Dann 
mu8 dieselbe Gleichung auch gelten, wenn man %,2,,.. 9 %m—1 als Un- 
bestimmte auffaBt und nach (28) definiert wm = W(z) und w? = W (z). 
Es soll also sein a a 

wy - W (2) = @,- W* (2), 

(30) o-2 =a,W-? W4 (2). 


11) Dabei bedeutet N -{ natiirlich die Matrix, deren Elemente aus denen von NV, 
durch Anwendung des Automorphismus H von 2 entstehen. Analog ist unten W¢ 
zu verstehen. 

12) A. Speiser, Zahlentheoretische S&tze aus der Gruppentheorie, Math. 
Zeitschr. 5 (1919), S. 1—6. — Man vgl. dazu ferner: I. Schur, a. a. 0.1%); R. Brauer, 
Sitzungsber. d. Preu8. Akad. d. Wissensch. 1926, S. 410, §1; E, Noether, Math. An- 
nalen 108 (1933), 8. 411, § 1. 
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Es ist n>1. Die lineare Funktion , von 2,2,,...,2,—; kann nicht 
gleichzeitig in z, und z, aufgehen. Betrachtung der beiden ersten Kom- 
ponenten in (30) zeigt daher, da8 w, in der ebenfalls linearen Funktion w% 
der z, aufgehen mu8 und sich also von ihr nur um einen konstanten 
Faktor ¢ aus 2 unterscheiden kann, 


<<a 
Setzt man dies in (30) ein, so erhailt man, da @, nicht identisch ver- 
schwindet, 

z= cW-1W8 (2). 


Da die z, Unbestimmte sind, mu8 cW-1W® die Einheitsmatrix F sein, 
also nach (27) und (26) 
E =cW®W-' =c-Ng = cag Me. 

Dann ist die zu Mg gehérende Kollineation Cz die Identitit im Gegen- 
satz zur Annahme, daB die Darstellung Cg von © einstufig ist und G 
nicht die Identitét ist. Daher ist in der Tat die Wahl von z in P in 
der angegebenen Weise méglich, so dab w, + 0,w% + 0, (“)" + — fiir 
mindestens ein yv bei jedem von der Identitit verschiedenen G. 

Man dividiere nun die Gleichungen (29) durch die erste von ihnen, 
ow ist ja von Null verschieden. In den rechts entstehenden Briichen 
dividiere man noch Zahler und Nenner durch w, + 0 und setze 


é OM, M, On—1 
ee »>3 a*** n—1 M ° 





Dann erhalt man wieder (22) und (21) 
(G) (@) (@) 
ef one + tt € +... Teens fom ee 
Bq +4, fa + +++ + Go n—a Sn—a 
Nach Konstruktion ist hier stets der Nenner rechts von Null verschieden, 
ferner gilt nach Wahl der z stets & + &°, wenn nicht G die Identitat ist. 
Nach dem Hilfssatz in 4 ist daher umgekehrt /(z) = 0 mit einem Klein- 
schen Formenproblem Aquivalent. 
Ist € eine zu G einstufig isomorphe Kollineationsgruppe, so denken 
wir uns € auf alle méglichen Weisen auf © isomorph bezogen und die G 
entsprechende Kollineation mit C; und eine zugehérige Matrix mit Mz, 
bezeichnet. Durch (24) ist dann ein Faktorensystem ag, y definiert. Alle 
auf diese Weise aus € entstehenden Faktorensysteme nennen wir die 
durch © erzeugten Faktorensysteme (zu Q tiber P als Grundkérper). 
Satz II. Ist f (xz) = 0 eine Gleichung mit Koeffizienten aus P mit 
der Galoisschen Gruppe ©, ist € eine in P rationale, mit G einstufig iso- 
morphe Kollineationsgruppe, so ist die vollstiindige Auflésung von f(x) = 0 
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dann und nur dann mit einem Kleinschen Formenproblem zu € dquivalent, 
wenn unter den durch € erzeugten Faktorensystemen mindestens eins zum 
Einhettssystem assozirert ist. 

Zu beachten ist, daB das Verhalten der verschiedenen zum selben € 
gehérigen Faktorensysteme ein ganz verschiedenes sein kann; ein Beispiel 
dafiir ergibt sich leicht aus dem am SchluB meiner Arbeit im Journal fir 
die reine und angewandte Mathematik 168 auf S. 64 gegebenen Beispiel. 
Die verschiedenen Faktorensysteme entstehen aus einem von ihnen, ag, x, 
indem man auf die Indizes einen Automorphismus von © anwendet. Man 
sieht auch noch, daB man von Faktorensystemen, die durch einen inneren 
Automorphismus auseinander hervorgehen, nur eins zu betrachten braucht. 
Denn gehért § zu C, so, daB (21) gilt, so gehért fiir ein festes Element P 
aus © das System ¢?"' analog zu der Darstellung Cp-1¢p von G. Daher 
ist die Anzahl der zu untersuchenden Faktorensysteme gleich dem Index der 
Gruppe der inneren Automorphismen von © in der Gruppe aller Automor- 
phismen von ©. 

Im §5 wird gezeigt werden, da8 in vielen Fallen keins der Faktoren- 
systeme zum Einheitssystem assoziiert ist. Die Riickfiihrung der Gleichung 
auf ein Kleinsches Formenproblem ist dann nicht méglich. Will man sie 
erzwingen, so ist es notwendig, zunichst den Koérper P zu erweitern. 


§ 4. 
Zusammenhang mit der Theorie der Algebren. 

10. Jede Klasse assoziierter Faktorensysteme bestimmt eindeutig 
eine Klasse einfacher normaler Algebren iiber dem Kérper P. Daher be- 
steht auch ein Zusammenhang zwischen der Kleinschen Gleichungstheorie 
und der Theorie der hyperkomplexen Systeme. 

Wir wollen jetzt diesen Zusammenhang unmittelbar herstellen. Die 
Bezeichnungen seien wie friiher. Q sei ein Normalkérper vom Grad r 
iiber P, etwa der durch Adjunktion der Wurzeln der Gleichung /(z) = 0 
aus P entstehende. Die Galoissche Gruppe sei ©. € sei eine einstufig 
zu © isomorphe Kollineationsgruppe mit Koeffizienten aus P, und zwar 
sei dem Element G von © die Kollineation Cg zugeordnet. Tine zu- 
gehérige in P rationale Matrix sei Mg und es sei 


(31) Mg = (a%2), Ma* = (82) (x,4 = 0,1,2,...,"—1). 
Wir betrachten dann alle Matrizen T aus Q vom Grad n, fiir die gilt 


(32) T¢ = M,TM;') fir alle G aus 6. 


18) Dabei bedeutet 7 die Matrix, deren Elemente aus denen von 7 durch 
Anwendung von @ entstehen. 
Mathematische Annalen. 110. 32 
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Es ist selbstverstandlich, daB diese Matrizen ein hyperkomplexes System A 
iiber P bilden. 
Es sei T = (t,,). Dann lautet (32) ausfiihrlich geschrieben: 


= ZF 6,0? 1 =618...0—% 


Ordnet man die Indexpaare etwa in der Reihenfolge 
(0, 0), (0, 1),..., (0, — 1), (1,9), (1,1), ..., (l,m — 1),...,(m — 1,9), 

(n — 1,1),...,(n —1,n—1), 
so gehen die n* GréBen t%, aus den n? GroBen ¢t,, durch eine lineare 
Transformation hervor, die zugehérige Matrix ist 

We = (aeuar2), 

wo das Indexpaar (x,4) die Zeile, das Indexpaar (u,v) die Spalte der 
Matrix bezeichnet. Nach Definition der Produkttransformation folgt 


nach (31) We = Me; x M;;' at 
(33) t* = Mg x M;' (8), 


wo t@ und ¢ die n*-gliedrigen Zahlenreihen ¢{, und t,, in der oben an- 
gegebenen Reihenfolge sind. 

Die Matrizen Mg x M;" bilden offenbar eine Darstellung von 6 
durch Matrizen vom Grad n*™). Nach 7 gibt es daher in Q genau n? 
linear unabhangige Zahlenreihen ¢, die (33) erfiillen. Daraus folgt riick- 
wirts, daB es in 2 genau n’® linear unabhingige Matrizen gibt, die (32) 
erfiillen. Ferner ergibt 7, daB, wenn mehrere Matrizen T aus A linear 
abhingig mit Koeffizienten aus P sind, sie bereits linear abhingig mit 
Koeffizienten aus Q2 sind. Daher ist der Rang des Systems A in bezug 
auf P genau n®. Weiter ergibt sich, daB das System A» (das dieselben 
Basiselemente wie A hat und in bezug auf 2 als Grundkérper gebildet 
ist) entsteht, wenn man alle linearen Verbindungen von Matrizen von A 
mit Koeffizienten aus Q bildet. Aus n? linear unabhingigen, in Q ratio- 
nalen Matrizen des Grades » kann man aber jede in Q rationale Matrix 
linear mit Koeffizienten aus 2 bilden. Daher ist Ag die vollstindige 
Matrixalgebra des Grades nm aus 2 und daher einfach"). Dann mu8 


14) M), bedeutet die transponierte Matrix zu M,. Fiir die einfachsten Eigen- 
schaften der Produkttransformation vgl. etwa Pascal, Repertorium der héheren 
Mathematik, 2. Aufl., 1, 1, 8. 149. 

*) Denn ist wieder M, M,, = Mg 4,4, ,,, 80 ist Mi ' My* = MG ay'y 
und daher (M,, x Mj *) (My, x Mj7') = Mey X MG j, fir je zwei Elemente G, H 
aus ©. 

16) Fir den einfachen Beweis der Tatsache. daB jede vollstandige Matrix- 
algebra einfach ist, vgl. man etwa L. E. Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie, 
Zirich 1927, § 79, S. 121. 
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auch A einfach sein, da ein nicht einfaches System A bei Erweiterung 
auf einen umfassenderen Grundkérper offenbar stets ein nicht einfaches 
System ergibt. 

Ein Element des Zentrums von A mu ferner mit allen Matrizen 
von Av, das heiBt mit allen Matrizen n-ten Grades in Q vertauschbar 
sein. Daher kann es sich nur um ein skalares Vielfaches cE der Einheits- 
matrix handeln. Dann liefert (32) fiir alle G aus © 

of = 6 
und daher ist ¢ eine Zabl aus P. Das zeigt, daB P selbst das Zentrum 
von A ist, und A ist ein einfaches normales System hyperkomplexer 
GréBen iiber P. 

Satz III. 2 sei ein Normalkérper mit der Galoisschen Gruppe © 
tiber P, € sei eine mit © einstufig isomorphe Kollineationsgruppe mit 
Koeffizienten aus P. Ist dem Element G von © in € die Kollineation C, 
zugeordnet und Mg eine zugehdrige in P rationale Matriz, so bildet die 
Gesamtheit der in Q rationalen Matrizen T, die fiir alle G aus © die 
Gleichung T° = M,TM;;' erfiillen, eine normale einfache Algebra A 
tiber P. Haben die Matrizen M,, den Grad n, so ist n? der Rang von A. 

Wir nennen A die zu P,2 und der Darstellun,; C,, der Galoisschen 
Gruppe gehérige Algebra. 

Die Formeln (32) und (24) ergeben, daB A das Faktorensystem a,j, 
besitzt. Wir wollen davon aber keinen Gebrauch machen. 

11. Wir wollen, ohne das Faktorensystem zu verwenden, direkt das 
mit dem Satz II in 9 aquivalente Ergebnis beweisen: 

Satz IV. Entsteht durch Adjunktion der Wurzeln der in P rationalen 
Gleichung {({x) = 0 der Kérper Q mit der Galoisschen Gruppe ©, ist € 
eine in P rationale mit © isomorphe Kollineationsgruppe, so fasse man € 
aut alle méglichen Weisen als Darstellung von © auf und bilde jedesmal 
die zugehérige Algebra. Dann und nur dann ist die Auflésung von f(x) = 0 
mit einem Formenproblem zu € dquivalent, wenn eine dieser Algebren eine 
vollstindige Matrizxalgebra ist. 

Beweis. Wir nehmen zunichst an, daB die Auflésung mit einem 
Formenproblem zu € Aquivalent ist. Am Anfang von 8 schlossen wir 
daraus, daB es in Q ein System von nm nicht saimtlich verschwindenden 
Zablen » und zu jedem G aus © ein a; + 0 in Q gibt, so daB (23) gilt, 


(34) w? = ag Mg (w). 


Es sei w, w®,...,@ ein in bezug auf P linear unabhingiges System 
von Zahlenreihen, die (34) erfiillen. Wie in 7 folgt dann, daB die Zahlen- 
reihen auch in bezug auf 2 unabhingig sind. Wir denken uns k maximal 
gewahit. Da die Zahlenreihen zu Q gehéren, ist jedenfalls k < n. 


32* 
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Ist jetzt T eine Matrix aus A, so ist nach (32) Mg T = T¢ Mz und 
also nach (34) 


MoT (w) = T°Me() = T°(-w*) = +. (Tm) 
2g %q 


(T (w))? = ag Mg (T (@)). 
Daher erfiillt T (w) an Stelle von w auch (34), mu8 also von ww), ..., a 
linear abhangig sein, die Koeffizienten kann man dabei in P wahlen. Also ist 


(35) T (w) =z Ca wo (x = 1,2,...,k), 


wo die c,, eine in P rationale Matrix Py, bilden. Aus (35) folgt leicht, 
daB die P; eine Darstellung von A bilden. Da A einfach ist und offen- 
bar nicht alle Py = 0 sind (z. B. ist P, die Einheitsmatrix, wenn T 
die Einheitsmatrix ist), so ergibt sich, daB die Darstellung einstufig 
isomorph ist. Da unter den in P rationalen Matrizen P, daher n® linear 
unabhangige vorkommen miissen, folgt, daB k = n ist und unter den Pp 
alle in > rationalen Matrizen n-ten Grades vorkommen miissen. Daber 
ist A vollstandige Matrixalgebra. 

Umgekehrt sei A vollsténdige Matrixelgebra. Dann gibt es offenbar 
Matrizen T in A, die eine einfache, in P rationale charakteristische 
Wurzel rt besitzen. Wir wollen jetzt nur die Existenz eines solchen T 
verwenden. Dann bestimmen wir in Q eine nichttriviale Lésung @ von 
(36) (T —tE) (a) = 0. 

Durch Anwendung von G folgt unter Verwendung von (32) 

(T¢ — rE) (@*%) = (M, T Mj’ — rE) (@*®) = 0, 

(T Mz’ —1t M;')(@*) = 0. 

Setzt man also M;' (@°) = w*, so ist. 
(37) (T — cB) (w*) = 0. 
Da nun rt eine einfache Wurzel von 7 war, ergibt Vergleich von (36) 
und (37), daB wm und @* linear abhangig sein miissen, w* = ag@, 
wo a@@ eine von Null verschiedene Konstante aus 2 ist. Wegen der Be- 
deutung von w* ist also fiir alle G 
(38) @° = ag Ma(@). 
Damit ist ein nicht ginzlich verschwindendes Zahlensystem @ gefunden, 
das (34) bzw. (23) erfiillt. Ist 7 ein beliebiges Element von A, so sieht 
man, wie im ersten Teil des Beweises, daB auwun w = T(@) die Glei- 
chung (34) erfiillt. Wir wollen zeigen, daB man 7 so wahlen kann, da8 
fiir jedes von der Identitét verschiedene G fiir mindestens ein » gilt 
we oO + yO ° 


Angenommen, es sei fiir ein solches G* und alle » 


(39) of” wo, = wwe, 


Tae 





eee 





SEAT TI: eee 
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wie man auch J in A wahit. Ist 7,,7,,..., T,, (l = n*) eine Basis 
von A, 

(40) T=u,T,+4u,7,+...+u4,T, 

so muB also (39) fiir alle Wahlen von u, in P gelten und also auch fiir 
Unbestimmte u,, wenn man definiert 


w? = T4(H)%) = (u, 7? 4-u, T+... 4+u,72((@)%)  @ in 6). 


Alle wf sind dann lineare Funktionen der u,. Ist @, nun (als Funk- 
tion der u,) zu w@ teilerfremd, so folgt aus (39), da kein w, und 
wo” identisch verschwindet™’), w, = h,w,, wo h, eine von Null ver- 
schiedene Zahl aus 2 ist. Das ist unméglich "*). 

Daher mu8 gelten wo = hw,, wo h eine von Null verschiedene 
Konstante aus 2 ist. Dann folgt aus (39) 


= hao, (v = 0,1,2,...,n—1), 
wahrend andererseits nach (34) gilt 


w? = Age Me (w). 


Es miiBte also fiir alle u, gelten hw = ag Mg(w). Nun kann man 
durch geeignete Spezialisierung der u, in 2 erreichen, daB T eine beliebig 
vorgeschriebene, in Q rationale Matrix, w also eine beliebig vorge- 
schriebene Zahlenreihe aus 2 wird. Dann ergibt sich, daB hE = ag-Mg 
gilt, wo E die Einheitsmatrix bedeutet. Die zu Mg+ gehérige Kollineation 
ist daher die Identitét im Widerspruch zu der Annahme iiber G* und 
der vorausgesetzten einstufigen Isomorphie von © und €. Daher kann 
man in der Tat annehmen, daB fiir jedes von der Identitat verschiedene G 
in © und mindestens ein v (39) falsch ist. Jetzt kénnen wir den Beweis 
in einfacher Weise genau wie am Ende des Beweises in 9 zu Ende 
bringen. ; 

Zugleich ergibt unser Beweis: Dann und nur dann ist die Algebra A 
eine vollstandige Matrixalgebra, wenn in ihr eine Matrix vorkommt, die 
eine einfache charakteristische Wurzel besitzt, die zu P gehért. 

12. Wir untersuchen jetzt, welche Veranderungen eintreten, wenn 
wir P durch einen umfassenderen Kérper P* ersetzen. Der durch Ad- 


7) Ist 7, = (#2)), so bedeutet w, = 0, dab au an, @, = 0 ist. also da 
die u, Unbestimmte sind, da8 an 6, = 0 far alle 0 "git Dieselbe Relation 
miBte dann auch fir alle 7 aus a gelten, und A kénnte nicht n* linear unabhangige 


Elemente enthalten. oo verschwindet dann und nur dann, wenn w, verschwindet. 


8) Denn ganz analog wie in '’) folgt aus w, = h,w,, (vy > 0, h, konstant), 
daB alle Matrizen von A eine feste lineare homogene Gleichung zwischen den n? 
Elementen erfiillen missen, was wie in 17) unmdglich ist. 
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junktion der Wurzeln der gegebenen Gleichung f(z) = 0 zu P* cnt- 
stehende Kérper heiBe Q*, die Galoissche Gruppe 6*. Wir kénnen Q* 
dabei als Erweiterungskérper von Q annehmen. Bekanntlich kann man 6* 
als Untergruppe von © auffassen. Eime Untergruppe €* von € vermittelt 
dann eine einstufig isomorphe Darstellung von ©*. Das zugehérige 
hyperkomplexe System heiBe A*. Aus der Definition (32) folgt dann, 
da8 jedenfalls A* alle Matrizen 7 von A enthilt. Da A nach 10 n® Ma- 
trizen enthalt, die in Q rational sind und in bezug auf Q linear un- 
abhingig sind, also auch in bezug auf P* linear unabhingig sind, so kann 
man diese als Basis von A* wiahlen; der Rang von A* ist ja nach 10 
auch n*. Daher besteht A* aus allen linearen Verbindungen von Matrizen 
von A mit Koeffizienten aus P*. In der in 10 eingefiihrten Bezeichnung 
ergibt sich also 

(41) A* = Ap. 

Wenn keine der nach dem Satz IV in 11 zu f(z) gehérigen Algebren 
eine vollstindige Matrixalgebra ist, so ist, wie wir gesehen haben, die 
Riickfiihrung auf ein Kleinsches Formenproblem zu € unméglich. Man 
wird in diesem Fall P durch einen umfassenderen Koérper P* ersetzen, 
derart, daB in bezug auf P* als Grundkérper die Riickfiihrung auf ein 
Kleinsches Formenproblem méglich ist. Die Bedingung dafiir ist nach 
dem Satz IV, daB eine der Algebren A* eine vollstindige Matrixalgebra 
ist. Ist Ap. eine vollstandige Matrixalgebra, so hei&t P* ein Zerfallungs- 
kérper von A. Man kann Zerfallungskérper auf die folgende Weise er- 
halten: Man suche Matrizen J in A, die eine einfache charakteristische 
Wurzel rt haben und adjungiere tr zu P, P* = P(r). Dann kommt in A* 
eine Matrix 7 vor, die in P* eine einfache charakteristische Wurzel rt 
hat, und nach 11 ist daher A* vollstaéndige Matrixalgebra. In der 
Theorie der Algebren beweist man ferner noch: Es gibt eine positive 
ganze Zahl, den Index m von A, derart, daB der Grad jedes Zerfallungs- 
kérpers, falls er endlich ist, durch m teilbar ist, daB es ferner Zerfallungs- 
kérper genau vom Grad m gibt. m ist ein Teiler von m. Ferner ist m 
dadurch charakterisiert, daB die zu A idhnliche Divisionsalgebra den 
Rang m? besitzt'*). 

Satz V. Die in Satz IV behandelte Riickfiihrung der Aujlésung von 
/(z) = 0 auf ein Kleinsches Formenproblem zu € wird, falls man P durch 


) Zur Theorie der Zerfaillungskérper vgl. man: R. Brauer-E. Noether, 
Sitzungsber. d. PreuB. Akad. 1927, S.221—228: R. Brauer, Math. Zeitachr. 30 
(1929), S. 79, §3; van der Waerden, Moderne Algebra 2, Berlin 1931, §128; A. A. 
Albert, Transactions of the American Mathematical Society $8 (1931), S. 690; 
H. Hasse, ebenda 34 (1932), S.171, II; R. Brauer, Journ. f. d. reine u. angew. 
Math. 166 (1932), S. 241, §3; E. Noether, Math. Zeitechr. 87 (1933), S. 514. 
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einen Erweiterungskérper P* ersetzt, dann und nur dann miéglich, falls P* 
Zerjaillungskérper einer der in Satz IV genannten Algebren ist. (Zu beachten 
ist, daB an Stelle von © und damit auch an Stelle von € Untergruppen 
treten kinnen). Man erhilt zulissige Kérper P*, wenn man zu P eine 
einfache Wurzel einer Matrix T aus einem A adjungiert. 

Im allgemeinen sind die GréBen, die man so adjungiert, nicht im 
Kérper Q enthalten, es sind akzessorische Irrationalitaten®™) fiir die Be- 
handlung der Gleichung /(z) = 0. Man erhilt so durch die Theorie der 
hyperkomplexen Systeme und ihrer Zerfillungskérper einen klaren Ein- 
blick in die Natur der notwendigen akzessorischen Irrationalititen. 


13. Beispiele. Ist f(z) = 0 eine nichtmetazyklische Gleichung 
5. Grades in P, so wird nach Adjunktion der Quadratwurzel aus der 
Diskriminante die Galoissche Gruppe die alternierende Gruppe in fiinf 
Symbolen. Wir nehmen an, daB diese Quadratwurzel von vornherein 
zu P gehort; ferner, daB die fiinften Kinheitswurzeln zu P gehéren. Dann be- 
sitzt © in P eine einstufig isomorphe Darstellung durch Kollineationen, die 
Ikosaedergruppe; die Zahl n ist dabei 2. Um die Riickfiihrung der Glei- 
chung 5. Grades auf das Formenproblem der Ikosaedergruppe, d. h. die 
Behandlung der sogenannten Ikosaedergleichung, zuriickzufiihren, ist es 
also notwendig, die zugehérigen Algebren zu untersuchen. Der Index ist 
ein Teiler von n, also 1 oder 2. Im §5 wird gezeigt werden, daB bei 
der allgemeinen Gleichung 5. Grades nach Adjunktion der Quadratwurzel 
aus der Diskriminante der Index 2 ist. Um daher die Riickfiihrung der 
Gleichung 5. Grades auf eine Ikosaedergleichung vornehmen zu kénnen, 
ist es im allgemeinen notwendig, zuerst den Grundkérper zu erweitern. 
Es geniigt in jedem Fall die Adjunktion einer Quadratwurzel zu P. Wegen 
der Einfachheit der alternierenden Gruppe ist dies bestimmt eine akzes- 
sorische Irrationalitat. 

Bei der Gleichung 6. Grades kann man nach Adjunktion der Quadrat- 
wurzel aus der Diskriminante, der dritten Einheitswurzeln und 5 fragen, 
ob sich die Auflésung auf ein Formenproblem der Valentinergruppe*) zu- 
riickfiihren 148t. Hier ist » = 3. Daher ist die Riickfiihrung jedenfalls 
moéglich, wenn man eine Wurzel einer Gleichung 3. Grades adjungiert. 
Da ferner nach einem Satz von Maclagan-Wedderburn™) ein einfaches 
System vom Index 3 stets einen zyklischen Zerfallungskérper vom Grad 3 


20) Darunter versteht man GréBen, die nicht in dem durch Adjunktion der 
Wurzeln von /(zx) = 0 zum Grundkérper entstehenden Kérper vorkommen. 

91) Siehe etwa Klein, Gesammelte Math. Abhandlungen Bd. 2, Abhandl. LXI, 
und Fricke, Lehrbuch der Algebra Bd. 2, Braunschweig 1926, 2. Abschn., 3. Kap. 

23) Maclagan-Wedderburn, Transactions of the American Math. Society 22 
(1921), S. 129; Dickson, Algebras and their arithmetics, Chicago 1923. 
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besitzt, geniigt es, eine Kubikwurzel zu P zu adjungieren'). Diese ist 
natiirlich wieder eine akzessorische Irrationalitét. Bei der allgemeinen 
Gleichung 6. Grades ist nach §5 der Index der auftretenden hyper- 
komplexen Systeme genau 3, so daB die akzessorische Irrationalitat sich 
nicht vermeiden |aBt. 

Bei der Gleichung 7. Grades hat man schlieBlich eine mit der alter- 
nierenden Gruppe in sieben Elementen isomorphe Kollineationsgruppe mit 
nm = 4. Man kann die analogen Betrachtungen anstellen. Nach einem 
Satz von A. A. Albert**) gibt es im Fall eines einfachen Systems vom 
Index 4 stets Zerfillungskérper, die Normalkérper iiber P vom Grad 4 
sind. Daher kommt man in diesem Fall mit der Adjunktion zweier 
akzessorischer Quadratwurzeln aus. 

Es sei noch bemerkt, da8 im allgemeinen die akzessorischen Irrationali- 
titen nicht etwa eindeutig bestimmt sind, sondern auf unendlich viele 
Weisen gewahlt werden kénnen. Das ergibt sich aus der entsprechenden 
Tatsache iiber Zerfallungskérper. 


§ 5. 
Untersuchung der hyperkomplexen Systeme in einem besonderen Fall. 

14, Es sei P, ein gegebener Kérper der Charakteristik 0, © sei eine 
endliche Gruppe ganzer linearer homogener Transformationen mit Koeffi- 
zienten aus P,; der Grad sei k. Weiter seien z,, z,,..., 2 Unbestimmte, 
und es sei Q = P,(z,, 2, ..., 2%), wahrend P der Teilkérper von 22 ist, 
der aus den Invarianten von © besteht. Nach 1 ist dann 2 Normal- 
kérper tiber P, und man kann @ als die Galoissche Gruppe auffassen. 
Die Aufgabe, die z, zu berechnen, wenn die GréBen von P als bekannt 
angesehen werden, wollen wir als das ,.allgemeine‘‘ Formenproblem zu © 
bezeichnen. Von diesem Typ sind die in 13 genannten Aufgaben, auf 
die man bei der Behandlung der allgemeinen Gleichung 5., bzw. 6. und 
7. Grades gefiihrt wird. © ist hier die alternierende Permutationsgruppe 
in 5 bzw. 6 oder 7 Symbolen, aufgefaBt als Gruppe linearer Transfor- 
mationen. 

Satz VI. Ist © eine endliche Gruppe ganzer linearer homogener Trans- 
formationen mit Koejfizienten aus P,, und € eine einstufig zu © isomorphe 
Gruppe von Kollineationen mit Koeffizienten aus P,, so kann man das 
,allgemeine Formenproblem zu © dann und nur dann auf ein Formen- 
problem zu € zuriickfiihren, wenn man die zu den Kollineationen von € 
gehérigen Matrizen so in P, rational withlen kann, daB sie selbst eine zu © 
isomorphe Gruppe bilden. 

38) A. A. Albert, Transactions of the American Mathematical Society 81 (1929), 
und Bulletin of the American Mathematical Society 88 (1932), S. 703. 
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Beweis. Dem Element G von © entspreche in € wieder C,; 
Mz = (a‘?) vom Grad n sei eine zugehérige in P, rationale Matrix. 
Wenn die Riickfiihrung méglich sein soll, so mu8 es nach dem Hilfssatz 
in 4 Elemente é,,é,,...,&,—1 in Q so geben, da®B wieder fiir alle G 
in & gilt 

G a + a? &, +... +06 _16,_, 
i Oy Rt. tee 


Die &, sind rationale Funktionen der z, mit Koeffizienten aus P,. Ihr 





(x = 0,1,...,.n—1). 


Hauptnenner sei 7,, und es sei &, = =, wo also 1, %,-+-» Mn—. teiler- 
fremd sind. Setzt man noch 
(43) § = Ma(n), 
so sind auch (0%, 7, ..., ¢ . teilerfremde Polynome von z, mit Koeffi- 
zienten aus P,, da ein gemeinsamer Teiler auch einen gemeinsamen Teiler 
der 4, liefern wiirde. Dann kann man (42) schreiben (= oe 

0 
(44) me to” = mo Ch”. 
Ist nun Q ein irreduzibler Faktor des Polynoms ((®, so geht fiir ein x 
Q nicht in 6 auf und muB8 daher nf in mindestens derselben Potenz teilen 
wie ({”. Daher ist ¢{° ein Teiler von 7. Da auch die 7° ganze teiler- 
fremde Polynome sind, folgt analog, daB 7» in (6 aufgehen muB. 


a 
oo 


Daher ist 
ye = Ce ng, 
wo cg eine Zahl in P, ist. Wegen 7% + 0 folgt dann aus (44) 
Ch? = can (x = 0,1, 2,....n—1). 


Wegen (43) ergibt das, da cg nicht verschwinden kann (sonst wiren 
alle ¢S und dann auch alle 7, Null), wenn man + Me = Ng setzt: 
G 

(45) n° = Ng (n). 
Ng ist auch eine zu Cg gehérige, in P, rationale Matrix. 

Ist H ein Element von ©, so folgt durch Anwendung von H 
auf (45) 

Nen(n) = 4°" = Ne(n") = Ne Nu(n)- 

Sind die 7, in bezug auf P, linear unabhingig, so kénnen wir daraus in 
der Tat schlieBen, daB Ney = Ng-Ny ist und die Ng also eine zu G 
isomorphe Gruppe bilden. Wir diirfen nun annehmen, da8 die Gruppe € 
in bezug auf P, als Grundkérper irreduzibel ist, da man sonst an Stelle 
von € nur einen geeigneten irreduziblen Bestandteil von € zu betrachten 
braucht. Dann sind aber in der Tat die 7, linear unabhingig in bezug 
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auf P,. Denn im andern Fall seien bei passender Numerierung etwa 
Noo Ny» ++ M—1 ein maximales System linear unabhangiger 7,. Wir be- 
zeicbnen diese GréBenreihe kurz mit @ und die iibrigbleibende mit o. 
o muB8 sich linear homogen mit Koeffizienten in P, durch o ausdriicken 
lassen 


(46) a = W(o). 
Wir zerlegen N, entsprechend 
oe (s nN?) 
¢= : 
Ni? Ne 


Dann folgt aus (45) und (46) 

o° = Ni (0) + N@ (0) = (N@ + NG W) (0); 

a° = W(o"°) = W (Na (o) + Ne (0) = W (Na +Ne W) (0). 
Wegen der linearen Unabhangigkeit der 9 ist also 

NG +NQW = W(NG + NeW); 
‘NON? bs 4 = (; 2 ‘NG +NGW, Ne 

» we) WE WE ( 0, N? - wwe) 
Das zeigt unmittelbar, daB entgegen unserer Annahme € reduzibel ist. 
Damit ist die eine Halfte von Satz VI bewiesen. 

Kann man umgekehrt die zu Cg gehérigen Matrizen so wahlen, daB 
sie eine zu © isomorphe Gruppe bilden, so ist das Faktorensystem das 
Einheitssystem und damit nach Satz I die Riickfiihrbarkeit auf ein Klein- 
sches Formenproblem zu € gesichert *). 

15. Wir wollen jetzt weiter annehmen, daB es méglich ist, die 
Matrizen M, unimodular zu wahlen. Adjungiert man zu P, eventuell 
die n-ten Wurzeln aus den Determinanten von allen Matrizen M,, so 
kann man diese Voraussetzung offenbar immer erfiillen. 

Das zugehérige Faktorensystem ist durch 
(47) Mg My = Mo, x %,H (G,H Elemente von ©) 
definiert *). Da die Matrizen M unimodular sind, folgt durch Bildung 
der Determinante in (47), daB das Faktorensystem ag, , aus n-ten Kinheits- 
wurzeln besteht. Daher erzeugen die Matrizen Mg eine Gruppe § von 
endlicher Ordnung. Die in § vorkommenden skalaren Vielfachen cE der 
Einheitsmatrix E bilden natiirlich eine zyklische Untergruppe S, die ganz 


24) Zu dieser zweiten Halfte des Beweises vg]. man: Klein, Gesammelte Ab- 
handlungen, Bd. 2, Abhandlung LVII, u. Burkhardt, Math. Annalen 41 (1892), S. 309. 

%) Man vgl. zum folgenden: I. Schur, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 
127 (1904), S. 20, hat aber zu beachten, daB dort die Worte ,,Faktorensystem“ und 
»assoziiert“ in etwas anderem Sinn als hier gebraucht werden. 














. 
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aus invarianten Elementen besteht; es ist §/S=2 6. Die Ordnung s 
von S ist ein Teiler von nm, da ja in § nur unimodulare Matrizen vor- 
kommen. 

Umgekehrt sei eine abstrakte Gruppe § gegeben, die diese Voraus- 
setzungen erfiillt. Bezeichnet M, ein Element von §, dem in © das 
Element @ entspricht, und identifiziert man die Elemente von S mit den 
s-ten Einheitswurzeln, so besteht fiir je zwei Elemente G und H von © 
eine Gleichung (47), wo die ag, Elemente von G, also s-te Einheits- 
wurzeln sind. Enthalt P, die s-ten Einheitswurzeln, so bilden die ag, 
ein Faktorensystem, wie man analog wie in 8 bei (24) zeigt. Die Ele- 
mente Mg in § sind nicht eindeutig festgelegt, man sieht aber leicht, 
da8 eine Abanderung nur Ubergang zu einem anderen assoziierten Faktoren- 
system bedeutet**). Man kann dann auch immer Darstellungen von © 
durch Kollineationen finden, die dies Faktorensystem liefern. 

Wir nennen § die zu dem Faktorensystem gehérige Gruppe. Genau 
gesagt ist das Faktorensystem durch § (aufgefaBt als abstrakte Gruppe) 
und die homomorphe Abbildung von § auf © bestimmt. 

Die Bedingnng dafiir, daB man die Matrizen Mg auch so wihlen 
kann, daB sie selbst eine Darstellung von © bilden, ist offenbar, daB es 
Zahlen ag in P, derart gibt, daB 
(48) 2¢ an = 4G¢H%,H (G, H Elemente von 6) 
gilt. Das heiBt aber, daB die a@ eine lineare Darstellung von § erzeugen, 
bei der die Elemente von © einstufig abgebildet werden. Sind die ag 
iibrigens t-te Einheitswurzeln, so kann man ohne Einschrankung annehmen, 
da8 ¢ nur durch Primteiler von s teilbar ist. Andernfalls ersetze man ag 
nimlich durch eine geeignete feste Potenz «4. Bezeichnet man mit & 
die Untergruppe von §, deren Elementen bei der Darstellung (48) der 
Wert 1 entspricht, so enthalt R die Kommutatorgruppe von §. Ferner 
ist R zu S elementefremd, da sonst S nicht einstufig abgebildet werden 
wiirde. AuBerdem gibt es eine Zahl ¢, so daB P, die ¢-ten Einheits- 
wurzeln enthalt und & die t-ten Potenzen aller Elemente von §*%). Gibt 
es umgekehrt eine solche Untergruppe von §, so bilde man einen linearen 
Charakter der Abelschen Gruppe $/8, bei dem die zyklische Untergruppe 
SR/K einstufig abgebildet wird. Als Charakter von § aufgefaBt, erhalt 
man offenbar ein in (48) zulissiges System ag. Daher ist die Existenz 
einer Untergruppe ® mit den eben formulierten Eigenschaften die not- 
wendige und hinreichende Bedingung, da& zu § ein zum Einheitssystem 


assoziiertes Faktorensystem gehért. 


%6) Fir eine genauere Darstellung dieser Betrachtungen vgl. man R. Brauer, 
Journ. f. d. reine u. angew. Math. 168 (1932), S. 44. 
27) Man kénnte auBerdem noch sagen, daB $/R zyklisch von der Ordnung ¢ ist. 








500 R. Brauer, Kleinsche Theorie der algebraischen Gleichungen. 


Zwei Spezialfiille seien hervorgehoben: 1. P, enthilt die h/c-ten 
Einheitswurzeln, wo ¢ die Ordnung der Kommutatorgruppe von § ist 
Dann lautet die Bedingung einfach: S ist zur Kommutatorgruppe teiler- 
fremd. 2. P, enthalte fiir ungerades s nur die 2s-ten Einheitswurzeln, 
fiir gerades s nur die s-ten Einheitswurzeln. Da man annehmen kann, 
da8 ¢ nur durch Primteiler von s teilbar ist und die ¢-ten Einheitswurzeln 
zu P, gehdren sollen, mu8 ¢< s sein. ¢<s ist unmédglich; also ist 
t= s. Da man annehmen kann, daB8 §/R zyklisch von der Ordnung ¢ 
ist, ergibt sich als Bedingung, daB man § als direktes Produkt von © 
und einer geeigneten Untergruppe darstellen kann. 

Wir nehmen jetzt an, da8 a, nicht zum Einheitssystem assoziiert 
ist. Fiir jede ganze Zahl / ist auch aj, ,, ein Faktorensystem. Die 
zugehérige Gruppe sei mit 5” bezeichnet. A sei ein Teiler von s. Man 
sieht dann unmittelbar: Es existiert eine homomorphe Abbildung von § 
auf §” derart, daB zugeordneten Elementen bei den Abbildungen von § 
auf © und von §* auf G dasselbe Element entspricht. Ist nun das 
zu §® gehérige Faktorensystem zum Einheitssystem assoziiert, so muB 
es in §® eine Untergruppe ®” mit den oben formulierten Eigenschaften 
geben. Ist R die KR” entsprechende Untergruppe von §, so hat R die 
folgenden Eigenschaften: 1. R enthilt die Kommutatorgruppe von 9. 
2. K hat mit S einen Durchschnitt von der Ordnung 4. 3. Es gibt ein ¢, 
so da8 P, die ¢t-ten Einheitswurzeln enthalt, und & die t-ten Potenzen 
aller Elemente von §. Umgekehrt folgt aus diesen Bedingungen, dab 5 
zum Einheitssystem assoziiert ist. Man kann dabei noch vorschreiben, 
da8 ¢ nur Primteiler von s enthilt. 

Satz VII. Ist durch die Gruppe 5 mit der zyklischen, aus invarianten 
Elementen bestehenden Untergruppe S und mit 5/S ~ © ein Faktoren- 
system festgelegt, so ist der Exponent des Faktorensystems die kleinste 
positive ganze Zahl A, fiir die es eine Untergruppe R mit den folgenden 
Bedingungen gibt: 1. K enthdlt die Kommutatorgruppe von §. 2. & hat 
mit S einen Durchschnitt von der Ordnung 2. 3. Es gibt eine Zahl t, so 
daB S die t-ten Potenzen aller Gruppenelemente enthilt und gleichzeitig P, 
die t-ten Einheitswurzeln. 

Enthalt P, die h-ten Einheitswurzeln (es geniigt auch schon weniger), 
so ist 2 einfach die Ordnung des Durchschnitts von S mit der Kommu- 
tatorgruppe von §. 


University of Kentucky, den 20. Dezember 1933. 


(Eingegangen am 29. 12. 1933.) 

















Uber gewisse orthogonale Polynome, die zu einer 
oszillierenden Belegungsfunktion gehiren. 


Von 


G. Szegé in Konigsberg, Pr. 





In seinem letzten Briefe in der ,,Correspondance d’Hermite et de 
Stieltjes‘ (Paris, Gauthier-Villars 1905, S.439—441) fihrt Stieltjes eine 
bemerkenswerte Klasse von Polynomen ein, die sich aus den Legendreschen 
Funktionen zweiter Art auf einfache Weise gewinnen lassen. Er spricht 
daselbst eine Vermutung iiber die Lage der Nullstellen dieser Polynome 
aus, die im folgenden bestatigt werden soll’). 


Es sei Q, (x) die Legendresche Funktion zweiter Art 


+1 


Qn (2) = + 


(1) -1 
A: as | ee (n+1)(n+2) 
io: sae (* “- 2(2n+3) zr *+...), 


wobei P,,(¢) das n-te Legendresche Polynom bezeichnet. Die letzte Ent- 
wicklung konvergiert fir |z| > 1. Stieltjes setzt bei n > 1 


(2) Tay = Bale) tae+a,e*+..., 


P,, (t) 
z—t 


dt 











und definiert auf diese Weise ein Polynom (n+ 1)-ten Grades E, (2); 
dieses geniigt, wie er unschwer zeigen kann (vgl. § 1), der Gleichung 


+1 
(3) | Pa (2) E, (2) ad 2 = 0 (k = 0,1,2,...,). 


Offenbar bedeutet (3) eine Orthogonalitatsbedingung mit der Be- 
legungsfunktion P,(z), welche ihr Vorzeichen im Integrationsintervalle 


n-mal wechselt. Ferner unterscheidet sich wegen (2) die rationale Funktion 


1) Der fragliche Brief ist vom 8. 11. 1894 datiert; Stieltjes ist einige Wochen 
darauf am 31. 12. 1894 gestorben. In der ,,Correspond “ folgen noch drei 
Briefe von Hermite: Der erste (10. 11. 1894) spricht mit Entziicken iiber die neuen 
von Stieltjes erfundenen Polynome und wirft die Frage auf, ob diese sich nicht durch 
geeignete Differentialgleichungen kennzeichnen lassen (?); der zweite (9. 12, 1894) 
wird nicht abgedruckt, da er anscheinend keine mathematischen Mitteilungen ent- 
halt; der dritte (15.12.1894) beech&ftigt sich mit anderweitigen mathematischen 
Bemerkungen. 
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(Z,,(z))~* von dem Integral (1) in einer mit z~*"—* beginnenden Potenz- 
reihe von z~'; sie steht also zu Q,(z) in einer analogen Beziehung wie 
die Naherungsbriiche der Stieltjesschen Kettenbriiche zu den von Stieltjes 
betrachteten Integralfunktionen. Es entsteht nun die Frage, in welchem 
MaBe die so erklarten Polynome £, (zx) die Eigenschaften der klassischen 
Orthogonalpolynome mit positiver Belegungsfunktion teilen. Das diirfte 
der Gesichtspunkt gewesen sein, unter dem Stieltjes diese Polynome be- 
trachtet hat. Er sprach a. a. 0. die folgenden beiden Vermutungen aus: 

I. Die Nullstellen von E,,(x) sind reell, einfach und im Innern des 
Intervalles —1, +1 enthalten. 


II. Sie werden von den Nullstellen von P,,(x) getrennt. 


Weiter bemerkt er: ,,... Le théoréme I est un cas particulier d’un 

théoréme beaucoup plus généra] auquel j’ai été conduit par la considération 
b 

de l’intégrale {fous dans le cas ot f(u) n’est plus assujettie 4 la 

condition de rester positive. Quoique je n’aie pas obtenu encore une 

démonstration, il ne me reste guére de doute sur |’exactitude de mon 

théoréme. J’ai aussi de trés bonnes raisons de croire 4 l’exactitude du 

théoréme II, mais ici cependant je serai un peu moins affirmatif.. .“. 

Soweit ich feststellen konnte, sind diese Fragestellungen in der Literatur 
nirgends behandelt worden. In einer jiingst erschienenen Arbeit fiihrt 
Herr J. Geronimus*) verwandte Polynome ein, doch verfolgt er ganz 
andere Fragen als die der Lage der Nullstellen. In § 4 kommen wir noch 
auf seine Polynome zuriick. 

Nach gewissen Vorbemerkungen (§ 1) beweisen wir mit recht einfachen 
Hilfsmitteln die beiden oben formulierten Satze (§ 2) und verallgemeinern 
sie auf gewisse ultrasphirische Polynome (§ 3). §4 enthalt einige Bemer- 
kungen, insbesondere iiber eine mit unseren Polynomen verkniipfte neue 
mechanische Quadratur. 

Unser in § 2 gegebener Beweis fiir I und II beruht auf einer expliziten 
Darstellung von B,(z) und stimmt kaum mit dem iiberein, der Stieltjes 
nach der vorhin zitierten Andeutung vorgeschwebt hat. Er vermutete 
wohl einen allgemeineren Satz, von dem der vorliegende Fall vielleicht ein 
besonders charakteristischer Spezialfall ist, eventuell auch eine Verallge- 
meinerung der nach ihm benannten Kettenbruchtheorie auf gewisse Be- 
legungen, die nicht durchweg nichtnegativ bleiben. Uber diese Versuche 
ist uns jedoch nichts bekannt. 


2) On a set of polynomials, Annals of Math. (2) $1 (1930), 8. 681—686. 
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§1. 
Vorbemerkungen. 
1. Die Definitionsgleichung (2) la8t sich auch in der Form 
(2' Q, (2) E, (2) = 1+6,2-*-* + b,a-™-8 +... 


schreiben. Bekanntlich geniigen die Funktionen Q,(z) einer Rekursion 
von der Form 
2Q,, (2) = a Qn—1(2) + Ba Qn+1(2); rQ,(z) = 1+ Q, (2), 
wo a, 8, gewisse Zahlenfolgen sind. Durch Multiplikation der ersten 
Gleichung mit z, z*,..., 2" schlieBt man hieraus, da8 Q, (xz) E,(z) sich 
jedenfalls als lineare Kombination von 
1, % (z), Q, (z), coe Qon+1(2) 
darstellen 148t. Infolgedessen gilt mit geeigneten, von nm abhingigen 
Konstanten ¢,, ¢,, ..., Cp 
(4) Q, (2) E,, (x) =1 + Co Qn +1 (2) + ¢,Qn +2 (x) + eee + Cn Qon+1(2). 
Hierbei liegt x in der lings der Strecke — 1, + 1 aufgeschlitzten z-Ebene. 
2. Es sei jetzt —1<2< +1. Wir wissen, da8 


(5’) lim Q, (z+ te) —Q,(% —te)) = —iaP, (2) 
ist. Weiter existiert auch 
(5) Tim (Q.(e + i€) +Qu(e — ie) = 2930. 


Diese letzte Funktion ist im Innern der Strecke — 1, + 1 analytisch und 
geniigt — ebenso wie P,,(x) und Q,(z) — der Legendreschen Differential- 
gleichung. Sie wird bei der Annaherung an die Endpunkte logarithmisch 
unendlich. Sie besitzt nach dem klassischen Satz von Sturm n+ 1 ein- 
fache Nullstellen, welche von denen von P,,(x) getrennt werden. 

; 3. Aus (4) folgern wir mit Riicksicht auf (5’): 

(6’) P,, (2) E, (z) = Cy Pasi (z) + ¢, Paz a(%) +... + Cn Ponsa (Z). 
Dies ist im wesentlichen mit der von Stieltjes angegebenen Orthogonalitats- 
gleichung (3) identisch. Der Stieltjessche Beweis verliuft iibrigens etwas 
anders; er beruht auf dem Residuenkalkiil. 

Weiter erhalten wir nach (5”): 


(6”) Qi (x) E,, (x) = 1 + Co QR 41 (z) + ©, Or + 2 (x) + eee + Cn Q3n +1 (x). 
Es ist leicht zu sehen, daB (6’) oder (6”) das Polynom £, (zx) (in dem 
ersten Falle bis auf einen konstanten Faktor) eindeutig charakterisieren. 


4. Im folgenden spielt eine Entwicklung von Q,,(z) eine Rolle, die 
man z. B. durch Umformung der Legendreschen Differentialgleichung 
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leicht erhalten kann*). Man hat im der lings des Intervalls — 1, +1 
aufgeschlitzten z-Ebene: 


Q(z) = 55 aes pe "F(a n+ lint 35 w-%); 


22=>w+w-', 
wo F die hypergeometrische Funktion bezeichnet und |w| > 1 ist. In- 
folge (5’) und (5”) erhalten wir also fiir w = e—‘** 
Q3 (cos y) +  P, (cos ) 


(7) i? 2.4...228 
™  Beleles a+ I 





(7) 





j (f, ef + D9 4- f, ein t dy 4. fet oe +...) 


mit den von  abhingigen Koeffizienten 
(8) f=; fp = ES @e— _@+ mts)... $n 
2.4..-2¥ (m+ 3)(m+ $)..- (m+ r+) 
(y = I, 2,3, ...). 
Es ist leicht zu zeigen, daS die /, monoton abnehmend (wie 1/v) gegen 


Null konvergieren, so daS die Entwicklung (7’) fir 0< <2 kon- 
vergiert. 





§ 2. 
Beweis der Stieltjesschen Vermutung. 

1, Aus (1) und (2) folgt, daS Z,(z) nur die Potenzen z2"*+', 2*—1, 
z"—’, ... enthalt; folglich kann E£,(cosq) als Linearkombination von 
cos (n +- 1) m, cos(m — 1) p, cos(m — 3) gm, ... mit reellen Koeffizienten an- 
gesetzt werden. Wir schreiben, unter ¢,(g) das konjugierte Sinuspolynom 
verstanden, 


E,, (cos y) + ie, (g) = Ael™+ 094 A, ef —O 4 Aelin—oe 4 


nef, 
(9) 2 
+ 
thnsi, 


je nachdem ob n gerade oder ungerade ist. Zur Berechnung der von n 
abhangigen reellen Koeffizienten 4, benutzen wir die Gleichungen (6’’) 
und (7’)*). Sie besagen, daB das Produkt der beiden Kosinusreihen 
f,cos(n + 1) p + f, cos(n + 3) pm + f,cos(n+ 5) p+... 
un 
4, cos (n + 1) p +A, cos(n — 1)p + A, cos(n — 3)p +... 


5) Vgl. etwa E. W. Hobson, The theory of spherical and ellipsoidal harmonics 
(Cambridge, University Press, 1931], S. 57—58. 
*) Man kénnte sich ebensogut auch der Gleichungen (6’) und (7') bedienen. 





Eee eae 
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kein Glied mit cos g, cos29, ..., cos(n-+1)q@ enthilt. Das heiBt, es 
gelten die Gleichungen 

To Ay +f, do = 0, 
(10) fodg + 4, + fade = 0, 


fydm + fydm—a t+ -++tfm—rdy + fady =0, = m= [* FI; 





weiterhin auch 


2.4...2n 
(10°) 1.3.5... Qn pj lo4s = 1. 


Wir schlieBen daraus, daB die Koeffizienten in (9) mit den m+ 1 ersten 
Koeffizienten der reziproken Potenzreihe 


5.8 Bec cte 1 1 
(11) ie eta =A,+A,u+A4,wv+... 








iibereinstimmen miissen. 
2. Eine elementare SchluBweise lehrt®), daB die Koeffizienten der 
Reihe (11) die folgenden beiden Eigenschaften haben: 


aoe Beem £ee Co. 
2 Agta, +4At+... =0. 
Nach dem angefiihrten Satze beruht 1. auf der Tatsache, daB die Folge 


a = (1-4)(-—4_,) (» = 1, 2, 3,...) 


monoton wiichst. Die Gleichung 2. folgt dann aus der Divergenz der 
Reihe » /, °). 


(12) 





Aus den bisherigen Ergebnissen schlieBen wir in trivialer Weise, da8 
simtliche Nullstellen des Polynoms 
|": w 
3 


(13) net ee 
2 

im Einheitskreise |w| < 1 liegen. Ist niimlich |w| > 1, so iibertrifft das 

héchste Glied dem Betrage nach die Summe der Betriige von simtlichen 

anderen. Nach dem Argumentprinzip mu8 also der reelle Teil auf dem 

Kinheitskreise, d.h. £, (cos m), mindestens (2 + 2)-mai verschwinden, 

woraus I folgt. 








5) Vgl. Th. Kaluza, Uber die Koeffizienten reziproker Potenzreihen (Math. 
Zeitschr. 28 (1928), S. 161—170], S. 163; Satz 3. 
®) Da die Folge /,, wie man leicht zeigt, vollmonoton ist, so gilt das gleiche 
fiir die Folge — A,, — Ag, — Az, .-- [vgl. a. a. O. 5)]. Doch spielt diese weitergehende 
Tatsache im folgenden keine Rolle. 
Mathematische Annalen. 110. 33 
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Als eine andere Variante dieses Beweises kénnte man (7) statt (7’) 
benutzen. Es gilt ja 


n+ 
B.(s) =3 Fawr; 2d, Bee wten. 


v=0 
Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in (2’), wobei (7) zu beachten ist, 
folgen wieder die Gleichungen (10), (10’). 
3. Zum Beweis von II bilden wir fiir 0< »< 2, n gerade, das 
Produkt 
ca 


[Q% (cos g) + “F Px (cos g) | [E, (cos p) — ie (9)] 


2.4...2n 


™ 2575.5... Gnqh vo 





amr vg + f, emt sy +4 2 oa [A,e—*@ +9 
+A, e-8@— D9 +... + Anew fF] 
mHtyeF +... 4a, d"h 


2 
. Mgt APH +... fA P+ a, Satori, .., 
2 gre 


A i(n+ 2 s(n+a~y -1 
mai’ +4,,° 
— 1+ 2 2 : 








Jot AP +...44, of” 
2 
Diese Umformung ist nur geringfiigig abzuindern, wenn n ungerade ist. 
Nun ist der Bruch in der letzten Klammer dem absoluten Betrage nach 
kleiner als 
14, itlA, It+--- —A —-A =. 
Py +1 > +32 a 3 +1 : +2 cs 1 
lo—Thl—---— Tle tA teeth,” 
2 2 








so daB der ganze Klammerausdruck, folglich auch sein reziproker Wert, 
einen positiven reellen Teil besitzt. Wir haben somit gezeigt, da8 fiir 
0<e<2 


(14) Qi (cos gy) E,, (cos y) + F Pp (cos ¢) en (g) > 0 


gilt. An den Nullstellen von P, (x) sowie auch fiir s > + 1 undz>—1 
besitzt also E,(z) das gleiche Vorzeichen wie Q% (xz); da aber die Werte 
von Q5(z) an der Stelle z = +1, an den n abnehmend gezihliten Null- 
stellen von P,(z) und an z = — 1 eine Folge mit lauter Zeichenwechseln 
bilden, so gilt dasselbe fiir Z,(z), woraus II hervorgeht. 


Damit ist zugleich auch ein weiterer Beweis fiir I gegeben worden. 





eg 
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Da fiir |z| <1 der reelle Teil von (1 + 2)~! gréBer als } bleibt, so 
gilt scharfer als (14) sogar 


(14’) Qs (cosg) E, (cos g) + F Px (cos g) €n (gy) > 1. 


§ 3. 
Ultrasphirische Polynome, 

Die Ausdehnung unserer Resultate auf gewisse ultrasphirische Poly- 
nome verursacht keine prinzipiellen Schwierigkeiten, so da8 wir uns im 
folgenden kurz fassen diirfen. 

1. Es sei « > —}4; wir definieren das ultrasphirische Polynom 
P*) (c) als das Polynomintegral der Differentialgleichung 

(1—2*)y” — (24+ l)zy’ + a(n + 2n)y =0. 
Die Normierung kann durch die Bedingung 


Peay= ("4") peo; PRU) == 


erfolgen’). Ein zweites Integral Q(z) wird nach Jacobi*) durch 


+1 
— 2-3 (2) = Oo (zy = 2 POM [ g— y d O 
ay Qe) = OY (a) = 3 ew ja et Oa, 

gegeben. Die Entwicklungen (1) und (2) iibertragen sich ohne weiteres, 
wobei die im Unendlichen regulire Funktion Q(z) an die Stelle von 
Q, (z) tritt. (Die Bestimmung des ersten Faktors (1 — 2*)* 4 kann be- 
liebig festgesetzt werden, die des zweiten ist dann véllig bestimmt.) Das 
Hauptglied der zweiten Entwicklung liefert das Polynom FE” (z), mit dem 
wir uns im folgenden beschaftigen wollen. 

Es gilt wiederum mit geeigneten Konstanten ¢,, ¢,, ..., Cy 


QO" (x) EN” (x) = 1+ & ON, (xz) +6, Oe (a) +... + cy DM, (x). 
Fiir — 1<2< +1 existieren ferner die Grenzwerte 


: (#) ) Ot — ce)) — — fo 7 2H) _ ay} pw 
Jim (a: (x + ie) — OY” (x — ie)) intut Dp" at)? PO'(r), 
lim (Q%” (2 + ie) + QM (x — ie)) = 2Q%(u; 2) 
e—>+0 
= 2(1 — 2298 (u; 2). 


") »—* PO (2) ist stetig in «4; man hat lim p~* P“) (2) = P (2). 
u—>o 





8) Untersuchungen iiber die” Differentialgleichung der hypergeometrischen 
Reihe (aus hinterlassenen Papieren mitgeteilt durch E. Heine), Journ. f. Math. 56 
(1859), S. 149—165. 
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Wir erhalten somit 


a — ay"? PO (2) BM (2) = = Se (1 — a" P,, (2), 
(1 — at 4Q8 (u; 2) EE (x) = 14 Se, (1—2)"~#Q%, 44 (u3 2). 


Aus der ersten Gleichung folgt 
aan 
{ a—ayt PY (a) BY (z)c'dz = 0 (k= 0,1,2,...,n), 
—1 


also wieder eine Orthogonalitatsbeziehung mit einer oszillierenden Belegungs- 
funktion*). Eine leichte Diskussion des obigen Integrals (oder. der unten 
folgenden hypergeometrischen Reihen) ergibt, daB Q%(u;z) bei der An- 
naherung an die Intervallendpunkte z = + 1 einem endlichen, von Null 
verschiedenen Grenzwert zustrebt, wenn « < }, logarithmisch unendlich 
wird, wenn « = }, und wie (1 — z?)i-* unendlich wird, wenn « > } ist. 
(Im letzten Falle konvergiert OQ} (; 2) gegen einen von Null verschiedenen 
endlichen Grenzwert.) 

2. Es sei 22 = w+w-',|w|>1. Durch eine leichte Umformung 
der GauSschen Differentialgleichung erhalten wir '°) 
QP” (a) = 2°*" Vat "2" F(un+2u;n+u+1;w ”’), 
wobei die Bestimmung von w*" frei ist. Folglich wird wegen 
2V¥2?-—1 = w—w-! 


oO" (z) = Va pte wl w*)*—F (u,n+2u;n+-p+-1; w-*) 
pos ¥ t 2 4 —a2— —% 
= Var hY ‘FL — wen+1z;n+4+p+1; wv’) 


I'(n -+ 2) Vy’ ge) —n—1—3r 
= fz > n W 
* Tin tu+]) a f 
r=0 


mit 
f =}: ft” _ (L—yp)(2—4)..-(v—p) (n + 1)(n + 2)...(n+ ») 
a ora 5 ey (n+ + 1) (n+ w+ 2).-.(n4+ wt vr) 
(y = 1,2,3,...). 
Hierbei ist die von Euler herriihrende Beziehung 


(1 — z)*+?—-1F (a, B; y; 2) = F(y —a,y —B; 9; 2) 





®) Die Nullstellenverteilung der Funktionen P (z) und Q* (yu; 2) entspricht 
voéllig dem Fall « = }. 
10) Vgl. a. a. O.%), S.233—234; in (67) sind daselbst [nach Abtrennung des 


Faktors (”? — »?"} die GréBen n und m bzw. durch n+ py—4} und »—} zm 
ersetzen. 











we Ee SS 
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benutzt worden"). Fiir w = e~‘’ erhalten wir 


(1 — cos? g)*~# [98 (us cos p) + Foti emo 


= Vx ete) ) finti tang 
VTw eth 2 y Re 


3. Wir beweisen nun unter der Voraussetzung 0 <u < 2 das Analogon 
der Sdtze I und II der Einleitung. 
Im Hauptfall 0 < ~ <1 sind samtliche f positiv, auSerdem ist 
bd “ a 
fj, (1—£)(1- 54) 
monoton wachsend. Fiir die Koeffizienten der reziproken Potenzreihe 


2 Fint+yut+)d) ed be (#) ) w 
‘Va Tat?) Pia = AP t+ aut aru+... 
gilt somit wieder 
AY) > 0, AM <0, AW <O,.... 
Dagegen hat man 


; fir 0< uh, 
ap +A + apt... =lwd g ~ <ul. 


In der Tat ist die Reihe 5 f\” im Falle «1 > 3} absolut konvergent. Die 


v=0 
SchluBweise des vorigen Paragraphen kann fiir 0 << « < } ohne Anderung 
iibernommen werden. Im Falle } < ~ <1 ist eine kleine Modifikation 
notig: Man hat jetzt (n gerade) 





—-@ —@ -... — —@ — 
o< 3*? 37? 3 5+2 <1 
) jae ) oO : 
a 4+ 4... + ae —-K —-& -... 


rt 3+ $+ 
4. Im Falle 1 << uw < 2 ist 
{> 0, <9, e<90,. 


wahrend die 4 simtlich positiv sind. Es mu8 ene der Beweis in § 2,2 
abgeindert werden. Wir haben zu zeigen, daB die Funktion (mn gerade) 


Vin + HOt A w+ AP + Mut... +a) 
? 


11) Man kann dies durch Einsetzen in die Differentialgleichung leicht 
verifizieren. 
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auf dem Einheitskreise |u| = 1, uw + 1, einen positiven reellen Teil be- 
sitzt. Nun hat dieses Produkt (nach Division durch 2) offenbar die Form 
s+3 
1— he we —h, 


aes” 


Die Koeffizienten h, sind, wie man sich durch Ausmultiplizieren der 
beiden Potenzreihen sofort iiberzeugt, simtlich positiv. Ferner gilt nach 
der oben (2) angegebenen ersten Darstellung fir Qf" (x) 


E fw’ 


r=0 


im Intervalle 0 << u <1, so daB 
he tht. a i. 
Hieraus folgt aber die Behauptung. 


5. Die Grenzfille « = 0, » = 1, w = 2 lassen sich direkt er- 
ledigen. Fiir « = 0 wird 


P= (M=f =...=1, 
10 = —20 = = 1? = =... =0, 
E® (cos g) = iz = [cos (n + 1)  — cos(n — 1) g]"). 


Die Nullstellen g = “= (v = 0, 1, 2,..., m) werden von denen von cos n @ 


getrennt. Zwei Nullstellen riicken in die Intervailendpunkte. 
Im Falle «» = 1 wird 








IY = 1, hw -_ fp =... =90, 
AD = oe AY =I =... = 0, 
nm 
E® (cos g) = om tle 
mit den Nullstellen » = cre (vy = 0,1,2,...,), die von denen 
von ae getrennt werden. 
Es sei endlich « = 2. Dann wird 
jo = 1, = — a (==... =0, 
o 2 1 he a. 
as “zr ar (ees) (vy = 0, 1,2,...). 


%) Far n = 1 ist cos2g@—1 in cos 2 — } abzudndern. 
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Man schlieBt hier zweckméBigerweise ebenso wie in 4. Es wird 
in. TMs Me as =i 


= =... w 0, 
373 


woraus die Behauptung folgt. 
6. SchlieBlich bemerken wir, daB unser Satz fiir u < 0 nicht richtig 
ist. Eine leichte Rechnung liefert naimlich 
it at a ceenele — 2. 
BY () = T= repay? (* — a8): 
Im Falle ~ <0 liegen also die Nullstellen auBerhalb des Intervalles 


—1, +1. Ob dies auch fiir u > 2 eintreten kann, vermochte ich nicht 
zu entscheiden. 


§ 4. 
Bemerkungen. 

1. Uber die Sinuspolynome e,(g). Das in §2 definierte Sinus- 
polynom e,(g) kann in der Form 

€n(~) = A, sin(n + 1) mp + A, sin(n — 1) 9 +... = sin mG, (cos ¢) 
geschrieben werden, wo G,(xz) ein Polynom n-ten Grades ist. Aus der 
dortigen Uberlegung folgt: 

I. Sadmtliche Nullstellen von G,,(x) sind reell, einfach und im Innern 
des Intervalls — 1, + 1 gelegen. 

II. Sie trennen die n+ 1 Nullstellen von Q% (2). 

Multipliziert man das obige Sinuspolynom mit 


= Pn (cosy) = 2 r ies 7 (fosin(m +1) p+ /,8in(n +3) 9+...) 





so ergibt sich nach (10) eine Kosinusreihe, in welcher die Glieder 


cos p, cos2q, ..., CoIN®@ 
fehlen; d. h. man hat 


{sin @G, (cos g) P, (cos y) cosk pd g = 0 (k = 1,2,...,n). 
0 


Das sind aber gerade diejenigen Gleichungen, welche die durch Herrn 
Geronimus a.a.O.*) betrachteten Polynome S, (z) = const G,(z) charak- 
terisieren *). Bei ibm erscheint S,(z) als der Hauptteil der Entwicklung 
von (Q, (x) ¥z*—1)-1 in der Umgebung von z = o, eine Definition, 
die sich mit der obigen leicht identifizieren laBt. 


18) Vgl. 8.682, (12); natirlich ist bei uns nur der Spezialfall p(x) = 1 
gemeint. 
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Die Nullstellen von G,,(z) trennen tibrigens auch die Nullstellen 
von E, (zx). 
2. Mechanische Quadratur. Es seien 
>>>... >% 
die Nullstellen von Z, (zx) in datanbe Reihenfolge; z, = z,(n) hangt 
hier von n ab. Die iibliche SchluBweise liefert dann die Existenz von 
gewissen nur von » abhangigen Konstanten 


Jo; I.» Jo» oom In» 
so daB fiir ein beliebiges Polynom (2n + 1)-ten Grades A (z) 


| P.(z) A(z) dx = 9 A (x) + 9, A (x,) + 9, A (2%) +.--+ gn A (Zn) 


gilt. Die Christoffelschen Zahlen g, = g,(m) dieser Quadraturformel ge- 
statten wie immer die Darstellung 


+1 +1 
E,, (2) 


.. =|? Oe piena tt s { Pal) (gqastenzy) a 


—1 —1 


(y = 0, 1, 2,..., n). 


Die zweite Formel liefert hier nichts iiber das Vorzeichen der g,, wohl 
aber die erste. Infolge der bekannten Orthogonalitatseigenschaft der P,, (z) 
gilt namlich 

+1 

| P,,(z) 2" dz, 

—1 

wobei k, den héchsten Koeffizienten von E,,(z) bedeutet. Daraus folgt 
mit Riicksicht auf unser Hauptresultat I: 


sgg, = sg E,(z%)=(—1) (v= 0,1,2,..., mn). 


Durch Ausrechnung des obigen Integrals und durch Beachtung von (10’) 
erhalt man iibrigens 


k, 
= Fis) 


= F(z) (vy = 0, 1, 2,..., »), 


womit unsere Quadraturformel die folgende Gestalt gewinnt: 
+1 





1 A(z) A (z,) 
5 | Pal@A(ayde = gO 4 5G 4 4 Be. 


Einen lehrreichen Spezialfall erhalt man fiir 
A(z) = (,+¢,2+%4,2°+...+4,2"), 








Se eS Ie 











a 


a on 
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WO t,,t,,t,,..-»t, beliebige reelle GréBen sind. Durch Einsetzen in die 
Quadraturformel folgt 


+1 
2 Py (2) (tp +t, 2+ 42° +...+4.2°Y' dz 
—1 


= 
=D Fay et hatte tay 


d. h. eine Zerlegung der linksstehenden quadratischen Form in eine Summe 
von Quadraten von Linearformen. Man kann iibrigens von vornherein 
sehen, daB die Determinante dieser Form nicht verschwindet, d.h. daB 
simtliche g, von Null verschieden sind. In der Tat fehlen auf der linken 
Seite simtliche Glieder t,t, mit 4+ »<(n, so daB die Determinante 


= £14 f Pala)erds} ts +0 


wird. Man beachte, daB nach Theorem II das Vorzeichen von g, mit 
dem von P,(z,) itibereinstimmt. 
Analoge Bemerkungen gelten im ultrasphirischen Falle. 


Kénigsberg, Pr., Marz 1934. 


(Eingegangen am 20. 4. 1934.) 








Geometrisches zur Riemannschen Zetafunktion. 


Von 
Andreas Speiser in Ziirich. 





Um die Werteverteilung einer ganzen transzendenten Funktion w = { (z) 
in der z-Ebene zu iiberblicken, geniigt es, die Linien in der z-Ebene zu 
zeichnen, lings deren die Funktion reelle Werte annimmt, falls die wesent- 
lich singuliren Stellen der Umkehrfunktion z = g(w) an reellen Stellen 
der w-Ebene liegen. Fiir die Exponentialfunktion erhilt man horizontale 
aquidistante Gerade, und die z-Ebene wird durch sie auf die logarith- 
mische Windungsflache mit Windungspunkten bei 0 und o in der w-Ebene 
abgebildet. Fiir die Tangensfunktion dagegen erhielte man bloB die reelle 
Achse, die keinen Uberblick gestattet, weil die Singularitaten der Umkehr- 
funktion bei +7 liegen. Die reellen Ziige der Cosinusfunktion bestehen 
aus der reellen Achse und einer Schar vertikaler Gerader, namlich der 
imaginaren Achse und simtlicher paralleler Geraden, deren Abstand ein 
Vielfaches von z ist. Das Bild, das in der w-Ebene entworfen wird, 
besteht aus folgender Riemannschen Fliche: Man denke sich an einem 
Exemplar der w-Ebene die reelle Achse von +1 nach +o und von — 1 
nach — oo aufgeschnitten. An diese beiden Schnitte hinge man je ein 
neues kongruentes Exemplar der w-Ebene an, indem man die Ufer kreuz- 
weise verheftet, so daB man Verzweigungspunkte erster Ordnung erhilt. 
An die beiden noch frei bleibenden Schnitte der neuen Blatter hinge man 
wieder neue Exemplare an und so weiter in infinitum. Man erkennt so- 
fort, daB der Punkt o doppelt zaihlt; denn umlauft man einen Kreis mit 
groBem Radius unendlich oft, so erhilt man zwei verschiedene Schrauben- 
linien, falls man alle Blatter benutzt. 

DaB die Methode der reellen Ziige immer dann Erfolg hat, wenn 
das Schwarzsche Spiegelungsprinzip zum Aufbau der Funktion benutzt 
wird, also bei den automorphen Funktionen, ist unmittelbar klar. Im 
folgenden soll fiir die in der Funktionentheorie noch isoliert dastehenden 
Funktionen ['(z) und ¢(z), deren wichtigste Eigenschaften schon von Euler 
entdeckt wurden, das Problem der Werteverteilung und der Riemannschen 
Flache in der w-Ebene im angegebenen Sinne behandelt werden. Es 
wird sich dabei herausstellen, da8 die Alternative der Riemannschen Ver- 
mutung iiber die Lage der Nullstellen schon in diesen qualitativen Be- 
trachtungen sich scharf ausprigt. Fiir einen Teil der folgenden Beweise 
vergleiche man die Dissertation des Herrn A. Utzinger (Uber die reellen 
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Ziige der Riemannschen Zetafunktion, Ziirich 1934), Tafeln und Figuren 
enthalten auBer dieser Arbeit auch die Funktionentafeln von Jahnke-Emde, 
2. Auflage 1933"). Uber das Kurvenbild der reellen Ziige la8t sich allgemein 
sagen, daB es sich nicht andert, wenn man zur reziproken Funktion iiber- 
geht oder irgendeine reelle lineare gebrochene Substitution vornimmt. 
Wenn ferner die Funktion einen reellen Wert auslaBt, z. B. den Wert o 
bei den ganzen transzendenten Funktionen, so ist es nicht méglich, daB 
im Kurvenbild ein ganz im Endlichen liegendes Gebiet von reellen Ziigen 
begrenzt wird. Denn umlauft man dieses Gebiet in geeignetem Sinn, so 
werden die auf der Begrenzung durch die Funktion angenommenen reellen 
Werte monoton wachsen und nach vollstaindiger Umlaufung wieder in den 
Anfangswert zuriickkommen. Dabei werden offenbar alle reellen Zahlen- 
werte angenommen. 


Die Gammafunktion ist eine Verbindung der Cosinus- und der Ex- 
ponentialfunktion. Man erhalt die Riemannsche Fliche von w = ra in 


der w-Ebene, indem man die logarithmische Windungsfliche mit den 
Windungspunkten bei 0 und o betrachtet und in einem Blatt die posi- 
tive reelle Achse von 1,129... bis + o aufschneidet. An diesem Schnitt 
heftet man ein Ende der Arcuscosinusfliche an, indem man lauter Blatter 
mit zwei Einschnitten verwendet, die allerdings nicht bei +1 oder — 1 
beginnen, sondern in immer weiterer Distanz vom Nullpunkt ihren 
Anfang nehmen. 

Enutsprechend dieser Riemannschen Flache zerfallt auch die z-Ebene 
hinsichtlich der Werteverteilung in zwei getrennte Gebiete, ein Cosinusfeld 
und ein Exponentialfeld. Das erstere fiillt das Innere einer parabelartig 
sich nach links erstreckenden Kurve aus, deren Gleichung von der Art 
ist: y = z/logz, soweit die Zunahme der Ordinaten fiir groBe Werte in 
Betracht kommt. Man findet die reellen Ziige mit geniigender Annaherung, 
indem man in der Stirlingschen Formel den Imaginarteil des Logarithmus 
sucht, also den Imaginarteil von 


(z — 4) logz — z, 
und ihn gleich Vielfachen von x setzt. Der exponentielle Teil ergibt sich 
als eine Schar von Kurven, welche von links, aus dem Unendlichen, ab- 
steigend nach rechts verlaufen und sich asymptotisch der reellen Achse 
nahern. Dies gilt fiir die obere Halbebene; das Kurvenbild in der unteren 
verliuft spiegelbildlich zur reellen Achse. Diese Kurven teilen das ex- 
ponentielle Feld in Streifen ein, deren jeder das Bild einer halben w-Ebene 


1) Far den Verlauf der Gammafunktion vgl. ferner J. Lense, Uber die kon- 
forme Abbildung durch die J-Funktion, Sitzber. Bayr. Akad. Miinchen 1928. 
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ist. Die Breite dieser Streifen nimmt mit wachsendem y ab. Die Am- 
plitude ergibt sich namlich bei festem z und einem wachsenden y aus 
der obigen Formel im wesentlichen gleich ylogy. Hieraus folgt ohne 
weiteres, da8 auf die Einheit der Ordinate, also auf die vertikale Strecke 
von y bis y+ 1, ungefahr logy reelle Ziige kommen. Im Cosinusfeld 
liegen auf der reellen Achse in nahezu konstanten Abstainden Verzwei- 
gungen, an denen reelle Ziige ausgehen und nach links abbiegen. 

Das Verhalten der Zetafunktion ist auBerhalb des kritischen Streifens, 
den ich fiir diese Zwecke ungefihr von z= —2 bis s = +3 rechnen 
will, wohlbekannt. Rechts ist der Term 2-* ausschlaggebend, die reellen 
Ziige verlaufen daher beinahe horizontal und in konstanten Abstanden 
vom Betrag 4,53.... Auch ihre Steigung ist nahezu Null, wie man an 
der gliedweise abgeleiteten Reihe erkennt; daher verlaufen die Ziige ohne 
Wellen. Links vom Streifen liefert die Funktivnalgleichung 


¢(1 — 2) = 2-(22)--cos 5 2-I'(2)-¢ (2) 
Aufschlu8. Die Amplitude von ¢(z) ist nahezu gleich 0, diejenige von 


cos +2 bleibt nahezu konstant, wenn man z festhalt, dagegen y ins Un- 


endliche wachsen laB8t. Man findet also, daB wiederum die Anzahl der 
reellen Ziige zwischen y und y+ 1 bei festem z proportional mit logy 
ist. Diese reellen Ziige steigen an, wenn man nach links ins Unendliche 
geht [dieses Ansteigen wird durch den Faktor (22)-* bewirkt], ferner 
zweigen von der negativen reellen Achse in nahezu konstanten Abstianden 
reelle Ziige ab und wenden sich wie bei der Gammafunktion parabel- 
férmig nach links. Dieses Cosinusfeld der Zetafunktion verhalt sich 
qualitativ wie dasjenige der Gammafunktion. 

Anders steht es beim exponentiellen Feld der Zetafunktion. Gehen 
wir auf der reellen Achse von + o nach links, so nimmt die Funktion 
vom Wert 1 an zu. An der Stelle z= 1 wird sie unendlich, springt 
nach dem Wert — o und nimmt wieder zu. Fiir z = 0 hat sie den 
Wert — 4, bei « = — 2 den Wert 0, der Verzweigungspunkt erscheint 
erst kurz vor —3. Hier haben wir unter 90° etwa nach oben weiterzu- 
gehen. Wir gelangen in einen Zug, der wieder nach rechts fiihrt, die 
kritische Gerade z =} mit positivem Wert iiberkreuzt und als erster 
reeller Zug oberhalb der rellen Achse wieder rechts im Unendlichen endet 
mit dem Funktionswert +1. Dieses Verhalten ist zuerst in den am 
Anfang genannten Arbeiten festgestellt worden. Der von diesem reellen 
Zug eingeschlossene Bereich und sein Spiegelbild an der reellen Achse 
sind die einzigen Bereiche der Zetafunktion, welche sich nicht nach links 
ins Unendliche erstrecken. Sie werden durch den Pol bei z = 1 erméglicht. 








Geometrisches zur Riemannschen Zetafunktion. 517 


Vergleichen wir nun das Kurvenbild links und rechts vom kritischen 
Streifen, so fallt vor allen Dingen die groBe Vermehrung der Ziige auf, 
wenn man von rechts nach links iibergeht. Rechts ist die Anzahl pro- 
portional y, links proportional ylogy. Die von rechts herkommenden 
reellen Ziige kénnen nicht mehr nach rechts umbiegen, weil der Wert o 
dann nicht angenommen wiirde. Also miissen sie entweder den kritischen 
Streifen durchqueren und mit einem der dortigen Ziige fortfahbren. Oder 
aber sie miBten sich im kritischen Streifen nach oben oder unten ins 
Unendliche verlaufen. Da8 der letztere Fall ausgeschlossen werden muB, 
ist der Inhalt der Beweise iiber die Anzahl der nichttrivialen Nullstellen. 
Hier wird namlich gezeigt, da8 eine Gerade, welche den kritischen Streifen 
in der Hohe y horizontal durchsetzt, nur eine Anzahl reeller Ziige von 
der GréBenordnung log y kreuzt (vgl. etwa Bieberbach, Funktionentheorie, 
Bd. 2). Man bedenke nun, da® zwei von rechts herkommende reelle Ziige 
sich nicht schneiden diirfen (abgesehen von den beiden ersten, die oben 
erwihnt wurden), denn sonst ergibe sich ein Gebiet, das eine Begrenzung 
von reellen Ziigen besitzt, lings deren die Zetafunktion den Wert o 
ausliBt. Wenn daher auch nur einer jener Ziige im kritischen Streifen 
nach oben ins Unendliche liuft, so miissen alle spiiteren dasselbe tun. 
Dann wiirde aber eine horizontale Grade sie alle iiberkreuzen und die 
GréBenordnung wire mindestens y, womit wir den Widerspruch erhalten. 
Betrachten wir nun die Kurven links vom charakteristischen Streifen. 
Aus demselben Grunde wie vorher kann keine derselben im charak- 
teristischen Streifen ins Unendliche laufen. Dagegen kénnen ihn einige 
von ihnen durchqueren und in einen reellen Zug rechts einmiinden. 
Die iibrigen werden in den Streifen eintauchen und alsdann umkehren. 
Diese letzteren will ich als Lamellen bezeichnen. Grofe Ordinaten- 
schwankungen kénnen im kritischen Streifen nicht eintreten, wenn man 
einem reellen Zug folgt, weil sonst eine horizontale Gerade zu viele Ziige 
kreuzen miiBte. 

Hiermit sind wir in der Lage,. die Riemannsche Fliche, welche die 
Funktion itiber der w-Ebene entwirft, qualitativ zu beschreiben: Auch sie 
setzt sich aus einem logarithmischen und einem Arcuscosinusteil zu- 
sammen. Die logarithmische Fliche hat ihre Verzweigungspunkte bei 
1 und oo. An einem ihrer Blatter, dem Ausgangsblatt, ist ein Einschnitt 
anzubringen, der von — 0,00398... bis nach — o Jiuft (man vergleiche 
hierzu die Tafel 8. 323 bei Jahnke-Emde und suche das erste Minimum 
auf). Mit diesem Schnitt verhefte man ein Ende der Arcuscosinusfliche, 
wobei die Ansatzpunkte der spiteren Schnitte sich mit wachsender Blatt- 
nummer beidseitig ins Unendliche entfernen. An demselben Ausgangsblatt 
ist ferner noch ein Blatt anzubringen durch einen Schnitt, der von 0,009... 
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bis nach 1 verliuft. Es wird auf die beiden Gebiete abgebildet, welche 
die positive reelle Achse der z-Ebene enthalten und in denen der einzige 
Pol der Zetafunktion liegt. 

Die itibrigen Blatter des logarithmischen Teiles sind mit weiteren 
Blattern besetzt, doch ist deren Anzahl jeweils endlich, und sie steigt 
durchschnittlich proportional dem Logarithmus der Nummer des Blattes. 
Es ist nicht atisgeschlossen, daB diese Funktion, nimlich die Anzahl der 
Blatter, welche am n-ten Blatt des logarithmischen Teiles wachsen, eine 
Beziehung zur Primzahlverteilung aufweist. Damit ist der Baum der 
Riemannschen Flache bestimmt, und man sieht, daB er mit demjenigen 
der Gammafunktion groBe Ahnlichkeit besitzt. Er entsteht aus diesem 
dadurch, da8 die Blatter des logarithmischen Teiles noch mit weiteren 
Blattern besetzt werden. 

Eine Kombination der beiden Funktionalgleichungen liefert die Tat- 
sache, daB die Funktion 


n(e) = I(S) a2 0 (2) 


auf der kritischen Geraden z = } reell ist. Sie gibt uns eine prizise 
Aussage tiber die reellen Ziige, welche die Gerade kreuzen. Zerlegen wir 


unsere Funktion in die beiden Faktoren r(}) x73 und ¢(z), so mu8 beim 


Durchlaufen der kritischen Geraden- die Summe der beiden Amplituden 
konstant gleich einem Vielfachen von 2 sein. Nur beim Durchgang durch 
Nullstellen kann sie Sprungstellen haben. Nun dreht sich die Amplitude 
des ersten Faktors nach der Stirlingschen Formel in positivem Sinn wie 


$ log y + Termen niedrigerer Ordnung, daher mu8 sich die Amplitude 


von ¢(z) stets in negativem Sinn und im selben Betrag drehen. Man 
beachte nun, da8 diese Drehung nur halb so gro ist wie diejenige links 
vom kritischen Streifen. Weil »(z) reell ist und der erste Faktor von 
Null verschieden, so kénnen reelle Ziige von ¢(z) nur dort die kritische 
Gerade kreuzen, wo entweder {(z) = 0, oder dort, wo der erste Faktor 
selber reell ist. Diese letzteren Stellen sind aber von unserem Stand- 
punkt aus als bekannt anzusehen, denn sie erfordern nur die Kenntnis 
der Gammafunktion. Ihre Anzahl ist, wie soeben bemerkt, nur halb so 
groB als bei s << — 2, daher liegt in der Tat die Vermutung nahe, da8 
ebensoviel reelle Ziige mit Hilfe von Nullstellen kreuzen. 

Es ist nun nicht schwer zu zeigen, daB die Riemannsche Ver- 
mutung, alle nichttrivialen Nullstellen liegen auf der kritischen Ge- 
raden, identisch ist mit der Behauptung, alle Lamellen reichen bis 
an die kritische Gerade heran. 
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Da8 diese Bedingung notwendig ist, folgt ohne weiteres aus der Tat- 
sache, da8 die Funktion lings einer Lamelle alle endlichen reellen Werte 
annimmt, daher auch den Wert Null. Wenn daher eine Lamelle ganz 
links von der kritischen Geraden verlaiuft, so liegt dort auch eine Null- 
stelle. Um zu zeigen, daB die Bedingung hinreichend ist, benutzen wir 
die Tatsache, da8 der absolute Betrag der Zetafunktion beim Uberschreiten 
der kritischen Geraden von links nach rechts stets abnimmt — es sei denn, 
da8 wir gerade durch eine Nullstelle gehen. Dies folgt aus den Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen. Die Amplitude ist namlich der 
Imaginarteil von log ¢(z). Da ihre Ableitung nach y negativ ist, so wird 
auch die Ableitung des Realteiles, nimlich von log|{(z)| nach z, negativ 
sein, w. z.b. w. Wenn nun eine Lamelle die kritische Gerade iiberschreitet, 
so muB ihre Nullstelle entweder auf dieser Geraden selber liegen, oder 
aber rechts von ihr. Durchlaufen wir sie im Sinne aufsteigender Funktions- 
werte, so kénnen wir nur mit Funktionswerten <0 ins rechte Gebiet 
hiniibergelangen und nur mit Werten > 0 wieder ins linke zuriick, so da8 
iiberhaupt nur zwei Uberschreitungen der kritischen Geraden fiir eine 
Lamelle méglich sind. Von den reellen Ziigen, die von rechts aus dem 
Unendlichen herkommen, gilt, daB ihre Nullstellen rechts von der kritischen 
Geraden oder auf ihr liegen miissen. Eine Nullstelle links von der 
kritischen Geraden kann also nur von einer Lamelle tibernommen werden, 
welche ganz links verlauft. Wenn wir diese ausschlieBen, so schlieBen 
wir alle Nullstellen links und damit wegen der symmetrischen Lage auch 
diejenigen rechts von der kritischen Geraden aus und befinden uns daher 
im Fall der Riemannschen Vermutung. 

Man kann das Problem verallgemeinern, indem man nicht nur die 
reellen Ziige, sondern allgemein die Linien konstanter Amplitude auf- 
zeichnet. Gerade in der Praxis bewahrt sich dieses Verfahren gut, und 
bei Jahnke-Emde findet man eine grofe Zahl solcher Kurvenbilder. Ihnen 
entsprechen in der w-Ebene Polarkoordinaten. Fiir die Zetafunktion kénnen 
wir die merkwiirdige Tatsache aussprechen, da8 eine Linie konstanter 
Amplitude nur dann die kritische Gerade beriihren kann, wenn der Funk- 
tionswert an der Beriihrungsstelle Null ist. Denn eine Beriihrung wiirde 
einen stationiren Wert fiir die Amplitude langs der kritischen Geraden 
liefern, auBer im Falle der Nullstelie. 

Nehmen wir nun an, eine Nullstelle der Zetafunktion liege links von 
der kritischen Geraden. Dann werden samtliche Linien konstanter Ampli- 
tude, die von diesem Punkt ausgehen, in ihrem Verlauf nach links ab- 
biegen, ferner darf keine derselben die kritische Achse beriihren oder mit 
aufsteigendem Absolutbetrag iiberkreuzen. Dies ist nur so méglich, daB 
links von der kritischen Geraden eine Nullstelle der Ableitung vorkommt, 
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welche den Linien konstanter Amplitude Verzweigungen gestattet. Auch 
diese Bedingung ist umkehrbar, so daB der Satz gilt: 

Aquivalent mit der Riemannschen Vermutung ist die Be- 
hauptung, da8 alle nichttrivialen Nullstellen der Ableitung der 
Zetafunktion rechts von der kritischen Geraden oder auf ihr 
(nimlich in allfalligen mehrfachen Nullstellen der Zetafunktion 
selber) liegen. 

Nehmen wir namlich an, eine nichttriviale Nullstelle z, der Ableitung 
liege links von der kritischen Geraden. Wir miissen zeigen, daB dann 
stets auch eine Nullstelle der Zetafunktion links liegt. Im andern Fall 
wire ¢(z,) + 0, und wir betrachten die Linie konstanter Amplitude, welche 
durch diesen Punkt z, geht. Sie weist dort eine Verzweigung auf. Wir 
verfolgen nun die beiden in entgegengesetzter Richtung ausgehenden Linien, 
langs denen der absolute Betrag der Funktion ¢(z) abnimmt. Es ist 
méglich, daB wir in weitere Verzweigungspunkte kommen; aber immer 
gehen wir in abnehmendem Sinne weiter. Einmal — spiitestens wenn 
wir in die Nullstellen kommen — mu die kritische Gerade erreicht sein. 
Unsere beiden Kurvenziige grenzen zusammen mit dem Stiick der kritischen 
Geraden, 'das zwischen den beiden Schnittpunkten liegt, ein Gebiet ab. 
Im Verzweigungspunkt z,, von dem wir ausgegangen sind, gehen aber 
noch zwei weitere Ziige derselben Amplitude durch, bei deren Durch- 
laufung der absolute Betrag der Funktion zunimmt. Eimer derselhen 
dringt in das vorhin abgegrenzte Gebiet ein. Wir durchlaufen diesen 
mit zunehmendem Betrag und miissen offenbar jenes Gebiet wieder ver- 
lassen, weil der Wert der Funktion ins Unendliche zunimmt. Nun ist 
aber eine Kreuzung der Grenze nicht méglich: die kritische Gerade kann 
nicht iiberschritten werden, weil man von links nach rechts nur mit ab- 
steigendem absolutem Betrag gelangen kann. Aber auch auf dem iibrigen 
Teil der Begrenzung ist ein Ubergang nicht méglich, weil an dieser 
Stelle ein und derselbe Funktionswert dem Betrag nach gréBer und 
kleiner als der Ausgangswert an der Verzweigungsstelle sein miiBte, was 
nicht mdglich ist. 

Interessant ist schlieBlich noch die Riemannsche Flache, welche die 
Funktion 7(z) in der w-Ebene- entwirft. Die reellen Ziige in der z-Ebene 
stimmen mit denjenigen der Gammafunktion rechts vom kritischen Streifen 
iiberein. Links liegen sie spiegelbildlich zur kritischen Geraden. Entweder 
gehen alle reellen Ziige bis an die kritische Gerade heran und miinden 
unter einem rechten Winkel in Verzweigungsstellen, oder es kommen auch 
Lamellen vor, die sich nur in die Nahe der kritischen Geraden heran- 
ziehen. Im letzteren Fall liegen Nullstellen auf diesen Lamellen auBer- 
halb der kritischen Geraden; aber auch im ersteren Fall wire es noch 
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eine hinzukommende Bedingung, daB die Nullstelle immer gerade auf 
demjenigen Stiick der reellen Ziige liegt, das der kritischen Geraden an- 
gehért. Nehmen wir aber an, dies sei der Fall — was wiederum die 
Riemannsche Vermutung ist — und lassen wir den Fall mehrfacher Null- 
stellen beiseite, so kann man die Riemannsche Fiache in der w-Ebene 
einfach als Arcuscosinusfliche charakterisieren, bei der die Ansatzpunkte 
der Schnitte sich immer mehr dem Nullpunkt nahern. Im ersteren Falle 
dagegen, wo Lamellen vorkommen, miiBte man jene Flaiche noch mit 
weiteren Bliattern belasten. 


(Eingegangen am 6. 4, 1934.) 
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Einleitung. 

Die Einbettung einer quadratischen Differentialform der Dimension n 
in eine euklidische Differentialform der Dimension N ist nach einem 
allgemeinen Einbettungssatz (Schlafli, Janet, Burstin*)) immer méglich fiir 
N=>("{'). Das Problem, fiir eine gegebene Differentialform die wntere 
Grenze der Werte N zu ermitteln, fiihrt zum Begriff der Klasse dieser 
Differentialform. 

Kriterien fiir die Klasse Null, d. h. N =m, wurden zuerst von 
Christoffel angegeben. Lange Zeit scheint man dann diese Fragestellung 
nicht behandelt zu haben, denn erst 1923 findet sich bei H. W. Brinkmann 


*) S& Literaturverzeichnis. 
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der Satz: Die konform-euklidischen Mannigfaltigkeiten haben héchstens die 
Klasse zwei. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen Levi-Civitas 
fiir die Klasse k = 1 erfordern das Auffinden eines gewissen Tensors, sind 
daher als eigentliche Kriterien nicht anzusprechen. 

Beschrankt man sich jetzt auf positiv definite quadratische Differential- 
formen und sinngemaé8 damit auch auf reellwertige Einbettungsfunktionen, 
also auf einen reellen Klassenbegriff, dann ist auch der Satz von 
H. W. Brinkmann nicht mehr giiltig [Gegenbeispiel siehe §4], und es bleibt 
daher die Frage nach Kriterien fiir alle Klassen k>0 offen. Aufgabe 
der vorliegenden Arbeit ist es nun, die Fille k= 1 und k=2 wm 
behandeln. 

Es werden notwendige und hinreichende Kriterien bei beliebigen 
positiv definiten quadratischen Differentialformen fiir die Klasse k< 1, 
bei gewissen Differentialformen fiir Klasse k= 2 aufgestellt. Ferner lassen 
sich fiir jede Klasse hinreichende Bedingungen auffinden und zwar sind 
diese im Falle k= 2 explizit angegeben (§§ 2,3). Als Anwendung dieser 
Betrachtungen werden im § 4 die Differentialformen konstanter Kriimmung 
untersucht. Fiir die Flache konstanter negativer Kriimmung findet man: 


Fiir n= 4 ist die Klasse k = n—1 

fiir n >4 ist die Klasse 2<kaiin-—1. 
Als Einbettungssystem dienten bisher euklidische Riume. Eine allgemeinere 
Fassung des Problems der Einbettungsklasse einer quadratischen Differential - 
form wird im §1 gegeben. Bei der speziellen Verwendung von Raumen 
konstanter Kriimmung zur Einbettung werden in §5 notwendige und 
hinreichende Kriterien fiir die Einbettungsklassen k = 0 und k = 1 auf- 
gestellt. Fiir die Einbettung der Riume konstanter Kriimmung in Riume 


konstanter Kriimmung lassen sich schlieBlich weitere spezielle Angaben 
machen. 


§1. 
Die Einbettungsklasse i 
in bezug auf ein System quadratischer Differentialformen, 
Gegeben sei ein System S quadratischer Differentialformen: 
d;:? = a) da’ dak 
(1) ) J, K=1,...N 
| N = 1, 2, ...*) 
mit folgenden Eigenschaften: 





1) Uber hoch und tief stehende gleiche Indizes wird summiert. 
34* 
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a) Alle Differentialformen sind positiv definit; 
8) Jede Differentialform ist in diejenige nichsthéherer Dimension 
,einbettbar“, d.h. man kann ein System von Funktionen*) 





w= 7 (z'...2%); J =1,.... N+1 
finden, so daB fiir die zu dem System S gehérenden Fundamentaltensoren 
Pate (z'... 2"); ane » (z', ...2%+1) die Relation besteht: 
1) az’ ak as a‘). 


daz’ ax* 
Jede beliebige positiv definite quadratische Differentialform 
(2) ds* = g,,du‘du'; 4+,k=1,...," 


kann zu emem gegebenen System S in Beziehung gesetzt werden: Man 
finde Funktionen 


ao a= 2 (u’...0"); J =),....N; Non, 


die einen Tensor des Systems in die vorgegebenen GréBen g,, iiberfiihren: 
Sr FT = Gen" 


LaBt sich so die Differentialform (2) in das System (1) fiir ein gewisses 
N = N, einbetten, so ist dies nach Eigenschaft f) auch fiir jedes N > N, 
méglich. Das Minimum von N bei allen iiberhaupt méglichen Ein- 
bettungen vermindert um die Dimensionszahl n gibt die Hinbettwngs- 
klasse k der quadratischen Differentialform ds* = g,,du‘ du* in bezug auf 
das System (1) an: 

(3) k = (Min N) — n. 


Wir betrachten im folgenden die Einbettungsklasse in bezug auf 


euklidische Differentialformen: 


aN) 
agyx = b7x° ) 


oder ,,Klasse der Differentialform’ schlechthin. Es wird sich darum 
handeln miissen, notwendige und hinreichende Kriterien aufzustellen, 
wann eine gegebene positiv definite Differentialform ds* = g,,du‘du* der 
Klasse k = k, angehért. Eine Aussage allgemeiner Natur liefert zunachst 
der Einbettungssatz: 


*) Diese Funktionen seien in @’, dreimal stetig differenzierbar. G.<@,, wo- 
bei G, das aus G, durch cohunnbes Einbettung erhaltene Gebiet des Senametee- 
sonanee ist. 

%) 5, ist das Kroneckersche Symbol : 

é _ tt é= 
JIk>\o J +k 
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Eine positiv definite quadratische Differentialform kann stets in eine 
euklidische Differentialform ds* = 6;,d 2’ dax* geniigend hoher Dimension 
eingebettet werden. Fiir den Betrag der Klasse gilt die Ungleichung 


o k<(3)” 


Der spezielle Fall k = 0 wurde schon von E. B. Christoffel®) unter- 
sucht. Er fand: 
Kriterien fiir die Klasse k = 0: 

* Notwendig und hinreichend fiir k = 0, d. h. also, da® eine vor- 
gegebene positiv definite quadratische Differentialform aquivalent einer 
euklidischen Differentialform ist, ist das identische Verschwinden aller 
Komponenten des Riemann-Christoffelschen Kriimmungstensors: 


(5) Rixim = 0. 


Fiir die Klasse k = 1 gibt Levi-Civita’) folgendes an: 

amit eine gegebene quadratische Differentialform von der Klasse 
Eins ist, ist notwendig und hinreichend, daB man einen symmetrischen 
Tensor zweiter Stufe b,, derart bestimmen kann, da8 die Komponenten 
des Riemannschen Kriimmungstensors der gegebenen Form durch die 
Formel R.yju = 0.2 ben — 5225.4 ausgedriickt werden kénnen und da der 
Tensor V,6,,, die kovariante Ableitung von 6,, beziiglich der gegebenen 
Differentialform, in den Indizes « und x symmetrisch ist.“ 

Unter welchen Bedingungen la8t sich aber nur ein solcher Tensor 
bestimmen und wie erhalt man ihn? Man méchte doch eigentlich nur 
dann von einem Kriterium sprechen, wenn nur der Fundamentaltensor 
eingeht und die angegebenen Bedingungen dann direkt zu entscheiden sind. 


§ 2. 
Kriterien fiir die Klasse k < 1. 

I. Die Grundgleichungen. 

In einen euklidischen Raum Ey der Dimension N sei eine Flache 
der Dimension n eingebettet. Die MaBSverhiltnisse dieser Fliche F,, sind 
durch ihren Fundamentaltensor g,, bestimmt. — Ein Riemannscher Raum 
der Dimension n entsteht durch Aufprigung einer Riemannschen Metrik 
ds* =g9,,du'du* auf eine n-dimensionale Punktmannigfaltigkeit. Hat 


4) Zum Beweis siehe Burstin (Literaturverzeichnis). 
5) E. B. Christoffel (Literaturverzeichnis). 
6) Levi-Civita, Der absolute Differentialkalkil, S. 154. 
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nun dieser Riemannsche Raum den gleichen MaBtensor wie die oben ge- 
nannte Fliche F,, so heiBe 

F,, eine Realisierung des R,,. 
F,, ist nun keineswegs die einzige mégliche Realisierung des R,. In der 
Gesamtheit aller Realisierungen kann man den Inbegriff eines Riemann- 
schen Raumes sehen. 

Der fiir die folgenden Untersuchungen gebrauchte Formelapparat er- 
schépft sich somit in den Einbettungsgleichungen und ihren Integrabilitits- 
bedingungen. Um Mifverstandnisse in der Bezeichnung auszuschlieBen, sei 
es gestattet, eine kurze Entwicklung zu geben. Im Hinblick auf spitere 
Betrachtungen empfiehlt es sich, zunaichst etwas allgemeiner vorzugehen, 
als es die Kriterien fiir die Klasse k < 1 erfordern. 

Ein Riemannscher Raum der Dimension N (Ry) mit den Koordi- 
naten 2’ (J = 1,..., N) habe den metrischen Fundamentaltensor a,x. 
In ihn sei vermége der Gleichungen: 

a = 2) (wu... w*) 
ein weiterer Riemannscher Raum (R,) der Dimension n eingebettet. 


Voraussetzungen: 
1 NEn. 
ax! 


2. Die Matrix (22) habe den Rang n. 


aut 

3. Die Funktionen 2’ sollen in einem gewissen Gebiet G simtliche 
gebrauchten Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften aufweisen, 
wie wir uns iiberhaupt in der ganzen Arbeit nur um Fragen im kleinen 
kiimmern und nur jeweils eine (volle) Umgebung eines Punktes betrachten. 

Fiir den Fundamentaltensor des eingebetteten Raumes R,, gilt: 
ax? ax*™ 
ou! aut” 

Auf Grund der Voraussetzungen ist dann jedem Punkte des ein- 
gebetteten Raumes in G ein Tangential- und ein Normalraum zugeordnet. 

Der Tangentialraum wird durch die Vektoren e, mit den Kompo- 
nenten 


(6) Jix = Ux 


az 


au! 


d= 


2 


aufgespannt; der Normalraum besteht aus allen zum Tangentialraum 
senkrechten Vektoren. Fiir ihre Komponenten gilt daher die Gleichung: 
a;xe] nk = 0’). 
7) GroBe la*einische Indizes J, K ... laufen von 1 bis N, 


kleine lateinische Indizes i, k... laufen von | bis n, 
kleine griechische Indizes a, 8 ... laufen von 1 bis N — n. 
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Die (N —n) linear unabhangigen Basisvektoren der Lésungsmannigfaltig- 
keit dieses linearen Gleichungssystems normiere ich und orthogonalisiere 
sie. Die Willkirlichkeit hierbei wird durch die Forderung eingeschrankt, 
da8 die Komponenten dieser Vektoren geniigend oft differenzierbare 
Funktionen des Ortes seien. Es gilt also: 


ay xn ny = bap. 
Die Aufspaltung der Porn eines Vektors bei der Parallelver- 


schiebung in Tangential- und Normalbestandteil ergibt das System der 
Ableitungsgleichungen: 


7 La 4 + Av eX el =f, e 928 
(7a) ut KL% % ie + QE my, 

on, a Sl 8 
(7b) ore AL ef nk = — 108 ef + Th xh). 


Dabei sind: 9/' der zu g;, komplementire MaBtensor, 
Ij, die Christoffelsymbole 2. Art in bezug auf den MaB- 
tensor 9;,, 
Al, die Christoffelsymbole 2. Art in bezug auf den 
MaBtensor ay K; 
Q¢, die Komponenten der (longitudinalen) Kriimmung, 
T8, die Komponenten der Torsion. 
Unter Verwendung der Ricci-Identitaét findet man die Integrabilitats- 
bedingungen des Systems (7a, b) zu: 


(8a) Kixiy ej ek ebe = Ryrim — 2 (25, Gn — 26, Qs 
dQ, _ bm, 

(8b) Hyer ynl ek eb eM — oe = + OF To. 26 Te 
DT aoe 


8c) K. n] nk ef eM — 
(8c) Kixiruny nf ef ep Dat 





+ qT. qT, an T?, Te, 
+ #' (QF, QF, — QF, Qi). 
Dabei sind: R,,;, die Komponenten des Riemann-Christoffelschen 
Kriimmungstensors (Vier-Indizes Symbole 1. Art), 
gebildet fiir den Tensor g;,, 
K;x1™ die Komponenten des Kriimmungstensors, ge- 
bildet fiir den MaBtensor a,x. 


Das Symbol ~ bedeutet hier und im folgenden stets die kovariante 
u 





8) Siehe hierzu: H. Weyl, Math. Zeitschr. 12 (1922), S. 1; L. Berwald, Enzykl. 
III, D 11, S. 146, 147. 
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Differentiation beziiglich des MaBtensors der eingebetteten Filache; hier 
also beziiglich g,,; also z. B. 

a, am 

ro? ie Sot De — Mh Mi; 

Fiir die Untersuchung der Einbettungsklasse in euklidischen Differen- 
tialformen vereinfachen sich die angegebenen Gleichungen. Wir beziehen 
den euklidischen Einbettungsraum stets auf kartesische Koordinaten 2’. 
Vektoren in solchen Raumen Ey werden im folgenden durch deutsche 
Buchstaben gekennzeichnet. Man erhilt so aus (7) wegen ayy = d;x: 


de, 
(9a) beat = QF, Na, 
Dit, - 
(9b) — g' 24, e+ ToeNys 


und fiir die Integrabilitatsbedingungen ebenso aus (8): 
(10a) S(O, Qe, — 2% 22) = Riis 


a km 
a 











na =e . 
(10b) — _ me + 2, Tse re METS = G, 
o7Té, of 2 
(loc) Ht — + Or, TH, — Tr, Te, + 5 Os, Of, — 27,0F, = 0"). 


Im System (7, 8, 9, 10) sollen die griechischen Indizes durch ihre 
Stellung nicht das Transformationsgesetz angeben. Ein naheres Kingehen 
hierauf ist hier nicht nétig, da diese Betrachtungen im Rahmen unserer 
Problemstellung keine Verwendung finden. 

Fiir die Kriterien der Klasse k <1 brauchen wir schlieBlich noch 
die Spezialisierung: 

N=n-+1. 
(Die griechischen Indizes kénnen hier wegfallen.) 

Wir erhalten au» (9) und (10): 








de, 

(lla) — Qn, 
Dn - 

(11b) oo = G' Qye ey, 

(12a) Q4, Qem — Qim Qer = Kirin, 
dQ dQ. 

b os OP cai 
(135) Dut du! 0, 


*) Die kleinen griechischen Indizes unterliegen orthogonalen Transformationen; 
daher ist ihre Hoch- und Tiefstellung belanglos und kann den Bedirfnissen der 
Summationsvorschrift angepaBt werden. 
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da die Komponenten der Torsion wegen ihrer schiefen Symmetrie in den 
griechischen Indizes, 


met Ve = 0, 
fiir N — n= 1 verschwinden miissen. 


II. Ableitung der Kriterien. 


Fiir die Bestimmung der Realisierungen eines Riemannschen Raumes 
ist der Hauptsatz der Flachentheorie von grundlegender Wichtigkeit: 


Zu einem vorgegebenen System von GréBen g;;, a, % ? welche 
den Integrabilititsbedingungen (10) geniigen, existiert bei vorgegebenen 
Anfangsbedingungen eine und nur eine Fliche, deren MaB- und Ein- 
bettungsgréBen mit den gegebenen iibereinstimmen *’). 

Es sei jetzt der Fundamentaltensor g;, vorgegeben. Lassen sich 
GréBen Q¢,, T8, bestimmen, welche den Integrabilititsbedingungen (10) 
bei einem gewissen N geniigen, so ergibt der Hauptsatz die Existenz 
einer Realisierung. Wie findet man das MinN = N,? 

Im speziellen Fall der Klasse k = 1 existiert nach den obigen Uber- 
legungen mindestens eine Realisierung des Riemannschen Raumes R,, mit 
N—n= 1. Fir diese besteht aber ein System von GréBen 2;,, welches 
den Integrabilitatsbedingungen (12) geniigt. LaBt sich daher zu einem 
gegebenen Tensor g,, kein System 2;, mit den angegebenen Eigenschaften 
finden, so muB k> 1 sein. La&Bt sich aber mindestens ein System 2,, 
finden, kann k héchstens gleich eins sein, also: 


k= 1. 

Man sieht daher: Die auf diesem Wege aufzufindenden Kriterien 
gelten nur fiir die Ungleichung k <= k,. Kennt man sie aber eben fiir alle 
diese kleineren Werte der Klasse, dann la8t sich stets in endlich vielen 
Schritten der genaue Wert von & ermitteln. 


Wir diirfen im folgenden k + 0 annehmen. Da nach dem allgemeinen 
Einbettungssatz k < (3) ist, diirfen wir gleichfalls 


n = 3 
voraussetzen. Fiir n = 2 wird k= 1 und es geniigt die Kenntnis der 
Kriterien fiir k = 0. 
Die algebraischen Gleichungen (12a) lassen nun eine Auflésung nach 
den GréBen Q,, zu"). 


10) H. Weyl, Math. Zeitschr. 12 (1922), S. 159. 
11) Vgl. Killing (Literaturverzeichnis). 
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Wir bilden die Determinanten dritten Grades: 


| 4, Qa, Qi, 
(13) Dix, rst = Qi, Qzs Qi, 
| Qie Qe Qe 


Die adjungierten Unterdeterminanten sind nach Gleichung (12a) die 
Komponenten des Kriimmungstensors, also gegeben. Nach einem Satz 
der Determinantentheorie™) erhalten wir daher: 


| Q, Que 
Qi, Quy 
(13a) Die» rat = 





| Qer Qee 
° Qe Qs 


oder unter Verwendung von Gleichung (12a) und den Symmetrieeigen- 
schaften des Kriimmungstensors: 





Reise ° Rixes Riert Rinse 
(13b) Diy, rst = : = Ries Riret Rirst 


ay | . . Rines Ries Reire Reise | 


Der Begriff einer positiv definiten quadratischen Differentialform 
schlieBt die Tatsache in sich, daB die Verinderlichen und die Funktionen 
stets nur reellwertig zu verstehen sind. Unter Realisierung ist daher 
auch nur eine reelle Einbettung in einen euklidischen Raum zu verstehen. 
Somit ergibt sich aus der Gleichung (13b): 











Damit ein Tensor g,, einer Klasse k= 1 angehért, mu8 
als erste notwendige Bedingung fiir alle méglichen Indizes- 
kombinationen die Ungleichung bestehen: 


Rinrs Renee Riese | 


Ries Riise Riise => 0. 
Reirs Ryire Rases 


(13c) 














Nun verwenden wir folgenden Satz: 


D sei eine von Null verschiedene Determinante und 4 ihre adjun- 
gierte Determinante. Ist dann M ein p-reihiger Minor von 4 und M der 
entsprechende Minor von D, so unterscheidet sich M von dem algebraischen 
Komplement von M nur um den Faktor D?-*"*). 


12) Kowalewski, Determinantentheorie (1925), S. 71. 
13) Kowalewski, ebenda, S. 73. 














Quadratische Differentialformen. 531 


Die Anwendung auf die Determinante (13) ergibt: 

















Rui, R R R 
14 Q 7D ae dirt ilsr mee ikrs tkrt q 
( ) . Vu be Rines Riis Riri 
Zur Abkiirzung sei: 
Rix, ‘= oe Rint 
gee Riirs Reine 
Nun gelten die Gleichungen: 
Qe Dien, rat = Rix, 1, ret, 
(15) Qe Des, Feats = Rint, T8ote 
(16) Qe [Diest,, rit Ritsig, reat, — Dis, rate Rix, i, rats] = 0. 


Dann mu8 aber auch immer die Gleichung (17) bestehen: 
(17) 


Dix, rat’ Ri kgigr sate sal Dirks ig T8gte Rie, rely = 0. 
—" ~— — Se 


Denn ist 2,;, = 0, so folgt aus (15): Riz, i, ret; = 93 Rikyte, ragt, = 0, also 
auch Gleichung (17), und ist 2;, + 0, so folgt (17) aus (16). Wir 
schreiben Gleichung (17) in der Form: 


Dy, t, rat; Rix, lo, r8gt? = Din, I, TRglo Rix,1, rayty 
— ~— — — 


und erheben beide Seiten ins Quadrat. Mit Hilfe der Gleichung (13b) 
erhalten wir so die weitere Bedingung: 





Damit ein Tensor g,, einer Klasse k <= 1 angehért, muB als 
zweite notwendige Bedingung fiir alle méglichen Indizeskombi- 
nationen die Gleichung bestehen: 
Rikers, Rix, rt, Rikyayt; 
(17a) Riyre, Ria, rt, Rit, eyt; 


Ri, rs, Ry, rt; Ry, ayty 


3 
Rikyres Rix, rte 
Rit.re Rit, rt, 





Rinses, Riza rt, Riky sot, 
= Rityrsy Riiyrts Rit, e5t, 


Ry, lof #2 Ry, Igrte Ry, Iz Bole 


\2 
Rix, re Rix, rt; 


Riiyrs, Rin, rt, 























Sind die Bedingungen (13 c) und (17 a) erfiillt und ist ferner Dj,;,.1 + 0, 
so lassen sich die Q,, aus Gleichung (14) bis auf das Vorzeichen eindeutig 
bestimmen: a... Bas, 

| Riies Riirt 
Riers Rint Riese "ls 
Riise Rirrt Rist 
Reiss Reirt Rest 
Es gibt nun zwei Méglichkeiten: 





(14a) +2, = 
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a) Fiir jede Wahl der Indizes i,r von Q;, existiert eine Gleichung 
(14a) mit nicht verschwindendem Nenner. 

8) Es gibt Indizeskombinationen ir, fiir welche Q2,, immer unbestimmt 
bleibt. 

Der erste, reguldre Fall la8t folgende Schliisse zu: 

Es gibt nur eine endliche Anzahl von EinbettungsgréBen 2;,, die 
durch Gleichung (14a) bis auf ihr Vorzeichen eindeutig bestimmt sind. 
Man bilde alle méglichen Vorzeichenkombinationen (— ihre Zahl ist 
ebenfalls wieder endlich —) und scheide aus den so gewonnenen {2,;,- 
Systemen diejenigen aus, welche die algebraischen Gleichungen (12a) nicht 
erfiillen. 

Im singuldren Fall 8) tritt an Stelle von Gleichung (14a) ein lineares 
System, welches die Lésungen (14a) mit umfaBt. Aus Gleichung (12a) 
erhalt man: 

Q3; Q»; = QQ: ; Qi, = Rix ji 
— Qim Qei + Qem Qi = Rivrm 
245-25) _ bona — Qy; 
—Qimn Quem Rizim + Qem | 
Qui (2,5 Qem — Qe; Qi m] = Ryxji Quam + Qy; Rixim 
Qe Rinjm = Renji Quem + Rinim Qx;- 


SchlieBlich ergibt sich: 
(18) Qa m Rix jr a Q, 5 Rizim — Q,, Rigm) = 0. 








Qe: 








Fiir alle méglichen Indizeskombinationen aufgefa8t ist dies ein lincares 
Gleichungssystem fiir die Unbekannten 2,,. Die nach Gleichung (14a) 
nicht bestimmbaren Q2;, sind also noch in der Lésungsmannigfaltigkeit 
des Systems (18) enthalten, die ihrerseits durch den Rang der Koeffizienten- 
matrix bestimmt wird. In Verbindung mit den Ausgangsgleichungen (12a) 
erhailt man also auch hier einen Uberblick iiber die Gesamtheit der Lé- 
sungssysteme Q2,,, welche die algebraischen Integrabilitatsbedingungen be- 
friedigen. Dabei kénnen nach Gleichung (14a) unbestimmbare Q;, auch 
nach Gleichung (18) und (12a) unbestimmt bleiben. Da die Lésungs- 
mannigfaltigkeit eines linearen Gleichungssystems bekannt ist, eriibrigt 
sich ein Eingehen auf spezielle Fille; zur Erliuterung des Gesagten diene 
ein Beispiel: 


e a —_ 3. 
n=8; R,,,, =—e—; 





alle tibrigen Komponenten des Kriimmungstensors sind Null. 
1) Da alle Determinanten D,,,,,, = 0 sind, handelt es sich um den 
singularen Fall. 
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2) Als unmittelbare Folge davon sind die notwendigen Bedingungen (13c) 
und (17a) erfiillt. 


3) Von dem linearen Gleichungssystem (18) bleibt als einzige Gleichung 
iibrig: 

Q5°Riiy = 9; > 2, = 0. 
4) Das System (12a) hat jetzt die Gestalt: 


Q,, Qy, — Q?s = — e-**” Q,,2;, = 9, 
2,, Qs; Q}, = 0, 2,,2,, = 0, 
24,23; = V, Q,,2,, = 0. 


Da 2,, 2;, = 0 ist, gibt es nur drei Méglichkeiten: 
a) Q;,+90; 2,, = 9. 
Es folgt: 2,, = 0. 
Zugleich mit 2,, = 0 ist dies ein Widerspruch gegen die Gleichung 
Qi, Q,,—Qis =—e + 0, 
B)2;, = 90; 2,, +9. 


g@,—e™ 
Es folgt: Q,,=90; 2,, =—py— 
22 
Q,5 willkiirlich wahlbar, 
235 a 0 ” ” 
7) Qy, = 0; Q,, = 0. 
Es folgt: Qi, _ er™; Q15 = 0, 
Q), willkiirlich wahlbar. 


8) und y) stellen also die Gesamtheit aller Lésungen des Systems alge- 
braischer Integrabilititsbedingungen (12a) dar. 


Zusammenfassend liBt sich also aussagen: 





Sind die notwendigen Bedingungen (13c) und (17a) fiir einen 
Tensor g,, erfiillt, so la8t sich die Gesamtheit aller Lésungs- 
systeme 22,, der algebraischen Gleichungen (12a) angeben. Im 
(19) regularen Fall sind dies héchstens endlich viele, die sich nur durch 
ihre Vorzeichenkombinationen unterscheiden und im iibrigen 
eindeutig bestimmt sind. Im singuliren Fall kénnen dariiber 
hinaus einzelne GréBen Q,, willkiirlich bleiben. 











Neben den algebraischen Integrabilititsbedingungen sind noch die 
differentiellen (12b) zu erfiillen. Umgeformt erhalt man aus Gleichung (12 b): 


02 82 
us so tii Q3,—Th Q;, = 0. 


out 8 


(12b,) 
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Damit ein Tensor g,, einer Klasse k <1, angehért, ist not- 
wendig und hinreichend, daB mindestens eines der Lésungs- 
systeme (19) die Gleichungen (12b,) erfiillt. Im reguliren Fall 
ergeben sich so fiir ein System (19) die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen: 
Riris Ryris Rirns Riven 
rr] Ries ze | 0 Rites Riteu 
(20) du* Riris Ririn Rives i du! Rives Rives Rireu ios 
Ritts Risin Ri tow Rites Rites Ritsu 
Retr Ry tiw Rytew Rees Rytew Ry tu 
Rives Rireu Riris Rjriu 
+ ri, Rites Ritew =— ri, Riis Rieti ' wit 
Ryres Rives Riven “3 Rjris Ryrts Rjrau is 
Rites Rytew Rj teu | Ryers Rytw Rj tow 
Retes Ry sew Bees | Reese Re tw Reten 

















Im singuliren Fall kénnen beim Einsetzen der willkiirlich gebliebenen 
GréBen 2,, in die Gleichungen (12b,) Differentialgleichungen entstehen, 
deren Widerspruchsfreiheit in den einzelnen Fallen gesondert nachzuweisen 


ist. Die Fortfiihrung des gewahlten Beispieles ergibt: 
Ke et: fn = “i Tin = —[44,. + Oi d54 -- 8;% 93]; n = 3, 
ée 
Risig = — e*™, alle anderen Rypim = 0. 


Als einzig mégliche Lésungen der algebraischen Bedingungsgleichungen 
fanden sich die folgenden Systeme: 


6) 2,,= 9, 2,, + 0, willkirlich y) Q,,=0, Q,,=0 
Q;; = 0, Qs ” Q3; — 0, Qi, = or 
2°. we e7~ 2"? 
2,,=0, 9,= 5S Q,, = 0, Q,, willkiirlich. 
2 


Die Kriterien (12b,) erhalten hier die spezielle Gestalt: 























OQ,, AQ, om, _ 

A a5 - te =% ”) oer = % 
aQ,, “3 AQs _ 
ous 2,, = 9, ous +215 = 0, 92, 2,,=0 
AQ, OQ, 9 Q5, a ~~ ‘ 
ub Oat 0, du + 22, = 0. 
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Man kann im Fall y) sofort eine Lésung angeben: 

Q,=e"; Q,=e; 2, = 2, = 2, = Q,, = 0, 
welche die Bedingungen (12b,) erfiillt. Nach (20) hat somit die spezielle 
Differentialform 


6 
ds? = +* du'du'; n =3 die Klasse k = 1 


3 
et 


{da k = O wegen R,,,, +0 nicht zutrifft.] 





§ 3. 


Kriterien fiir die Klasse k < 2. 
I.“Die Grundgleichungen. 


Soll die gegebene Differentialform der Klasse k <2 angehéren, so 
mu8 es mindestens eine Realisierung F, geben, welche einen zweidimen- 
sionalen Normalenraum besitzt. Also existiert mindestens ein System von 
EinbettungsgréBen 9;,, QQ, T?.(a = 1, 2), welches den Integrabilitats- 
bedingungen geniigt. Umgekehrt, hat man ein solches System gefunden, so 
gibt der erwihnte Hauptsatz die Existenz einer Realisierung und damit die 
Antwort auf die Frage nach der Klasse der vorgegebenen Differentialform. 

Nun treten aber Schwierigkeiten bei der Behandlung des algebraischen 
Problems, der Auflésung der Gleichungen (10a) nach den unbekannten 
GréBen Q/, auf, deren Uberwindung bis jetzt noch nicht gelungen ist. 
[Dasselbe gilt fiir k > 2.] 

Die Willkiir beim Aufspannen des Normalraumes kann bis zu einem 
gewissen Grade vermieden werden, wenn man die Schmiegriiume zum 
Aufbau verwendet. Gelingt es freilich so auch nicht, fiir allgemeine 
Differentialformen notwendige und hinreichende Kriterien aufzustellen, so 
1aBt sich dieses Ziel doch wenigstens in speziellen Fallen erreichen. Dariiber 
hinaus kann man hinreichende Kriterien fiir beliebige positiv definite quadra- 
tische Differentialformen sogar fiir eine beliebige Klasse k < k, angeben. 

Die von W. Mayer") benutzten Projektionen der Vektoren in den 
Normalraum sind fiir die Durchfiihrung der Rechnung sehr unbequem. 
Ich werde daher unter Verwendung der absoluten Differentiation einen 
Aufbau der Ableitungsgleichungen geben, der infolge seiner invarianten 
Schreibweise die tensoriellen Eigenschaften der in Betracht kommenden 
Koeffizienten sofort erkennen laBt. 

Es liege eine in einen euklidischen Raum Ey mit den kartesischen 
Koordinaten z/ eingebettete Flache F,, vor: 


zt = 2 (uv... u")™). 


14) W. Mayer, Wiener Monatshefte 35 (1928), S. 87. 
15) Siehe dazu § 2, I. 
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Der Tangentialraum werde durch die Vektoren e, = or = Ortevektor) 


Ox dz 
aufgespannt [ rw Toe =). 
Aus 


a 
x Gi te = Gi OC*—e = Jix 


folgt 
be de 
~10 ee + & 0 = 0. 
{o bedeutet: Skalares Produkt. ] 
Durch zyklische Vertauschung erhalt man unter Verwendung der BeZiehung 


ae a ): 
du! du' du dul] 





¢o— = 0. 
. du! 


d 
Zur Abkiirzung setze ich: —} = e;, und damit wird 
u 


(21) ee Oe, = 0. 


Gleichung (21) sagt aus: Die Vektoren e,, gehéren dem Normalraum 
an. Die Vektoren e;, e,; spannen den ersten Schmiegraum auf; die 


Vektoren e¢,, allein den ersten Normalraum. Ebenso bilden die Vektoren 


Fe, 
aut au! 





@:, Ce, und eine Basis des zweiten Schmiegraumes. Der zweite 


Normalraum erginzt den ersten Schmiegraum zum zweiten Schmiegraum. 
Dieses Verfahren kann fortgesetzt werden, mu8 aber einmal abbrechen, 
da der gesamte Normalenraum nur eine endliche Dimensionszahl hat. 
Liegt die eingebettete Fliche F,, in einem ebenen Teilraum von Ey, dann 
bildet der Tangentialraum, der 1., 2., ..., m. Normalraum zusammen nur 
diesen ebenen Teilraum und umgekehrt. (Siehe W. Mayer™)). Fiir die 
Untersuchung der Klassenzahl ist dieser Sonderfall ohne Bedeutung. 

Die analytische Formulierung dieser Aussagen ergibt die Ableitungs- 
gleichungen in der Gestalt: 


de, 
- 
de, j re 
(22) ro = Aix e; + Bint Crs + Cents 


de = PR Oo 
tkt =m y ej a Bis Crs +- Ossi. Crest + Cikim: 


of e248 G2 ee 6 6m ts 2 ER 6 '@. 6 2 Bae FS eS 








Quadratische Differentialformen. 537 


Dabei spannen die Vektoren e, den Tangentialraum, 
die Vektoren e,, den 1. Normalraum, 
die Vektoren e;,,; den 2. Normalraum, usw. 


make Ss Cab eS Se ae es. 8 Sor’ sé Ct oe ew @ 


OC = ir 
(23) Cir Olrs = Jeers 
Cent O Coste = Yexrrst 


Eigenschaften der Koeffizienten des Systems (22): Aus 
CO Crim = 0 
folgt durch absolute Differentiation: 


PD erim 0. 
C55 O Crim + & O ——— du! = 
Nach Definition ist: e,; 0 ¢kim = 9; also folgt Arias Jin = 0, oder nach 


Multiplikation mit g‘” und Summation iiber i 














Aus 
ee O ee, = 0 
folgt durch absolute Differentiation: 
de 
45 O Cer + OF = 
oder 
(24, 2) Gisurt Aiy Gri = 9. 
Ebenso schlieBen wir aus ¢;, © ¢-,, = 0 auf das Bestehen der Gleichung: 
(24, 3) Jixtest + Bri Jixr's’s = 0. 
Es ist: Crp O Cos = Jinrs 
oder ‘ , 
de,, ae Ieee Coe wen d _os, 
pel Cereb enor = ae = betel 
Dio Ricci-Identint aught: —-!-— 7% = Bue, also Sel 
e Ricci-Identitat ergibt: aw swoea = Kinz C1, olgt: 
die die 
‘ ‘ sit 
as a) "4, —% 





0 ¢, kénnen die 3 Indizes i, k, j 


beliebig miteinander vertauscht werden. Durch zyklische Vertauschung der 
Mathematische Annalen. 110. 35 
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. : re de dg 
fiinf Indizes r, s, i, k, j in —* oe, + ej, 0 —* = —**™ folgt unter 
Du? Du’ Du’ 


Benutzung der eben angegebenen Regel: 
de. 1 


“2 0 du 2 








DG-six , Osins y Dowie — DGkirs rad 
Duy wh” du! but | 





Zur Abkiirzung setzen wir: 








(25 1) A; = 5 (est + D9. ix) ' DIinjr H: Dire Ly 
> ik> rsj 2 dul : Du” du® du! Dut ° 

Damit findet man: 

(24, 4) Aix, coe == By. Yr’ 8" ik- 





Ganz entsprechend definieren wir: 








; L[DOgrseixr , Lt D9 ji Kir DIiejirs 
(25, 2) Ain, rstj = | os > ie Du’ i du* + Dut —_ 





= DInir st) » Des tii x meeststt 
Du' dué du! 
und finden durch absolute Differentiation aus 


: F CinrO Crst = GJixirst 
die Relation: 





de... 
CikrO ny = Aix, rstj 
und damit: 
Ar's't’ 
(24,5) Asner, esti = Creti Jr's see. 





Wenn jetzt die Normalteilriume von jeweils linear unabhingigen Vektoren 
aufgespannt werden und die Summation in den vorhergehenden Formeln 
jeweils nur iiber diese Indizes erfolgt, kénnen die Koeffizienten des Sy- 
stems (22): Ai,,, Bis:, Bisim, Citim «>> eindeutig als Funktionen der 
Jik> Gikim> Gixirse --- bestimmt werden. 

Ganz analog lassen sich auch die Zusammenhinge fiir die weiteren 
Koeffizienten des Systems (22) ermitteln Speziell sind beim Aufspannen 
des p-ten Normalraumes die Koeffizienten der (p — 2) ersten Summanden 
in der p-ten Gleichung des Systems (22) Null. [Zum Beweise braucht 
man nur die skalaren Produkte zwischen einem Vektor aus dem k-ten 
und einem aus dem (k + 2)-ten, (k + 3)-ten,... Normalraum absolut zu 
differenzieren. Unter ,,null-tem‘‘ Normalraum sei hier voriibergehend der 
Tangentialraum verstanden.] 
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Fiir unsere Problemstellung ist die Kenntnis der Integrabilitats- 
bedingungen des Systems (22) notwendig. Man findet wieder mit Hilfe 
der Ricci-Identitat: 








2 
de, x dee, ae 
du‘ du! du! dué “skis 
%¢, de, 
> "but! ass om 3 = Aj,, e+ B tht rs + Sees 
Rit, = (44,,— Aj.) &; 


+ (B ikt Brty) Che 
+ Cpr — Cire 


Skalare Folgerungen aus dieser Vektorgleichung erhalt man durch skalare 
Multiplikation mit jeweils eimem Tangentialvektor, einem Vektor des 
ersten und einem des zweiten Normalraumes. 

Wir erhalten so als erste Gruppe von Integrabilitaitsbedingungen die 
Gleichungen : 


(26, 1a) (Adi — Abd Ie = Bie Me 
(26, 1b) (Bit, — Bits) Free = 9% 
(26, 1c) Girirst — Jiterst = 0. 


Anwendung der Ricci-Identitét auf einen Vektor des ersten Normal- 
raumes ergibt: 
Deis Dei, 
duldbu™ = du™ du! 








ons h h 
a Rin ein + Rim Cre 





dAj,, dA), 
(2 is ap + 4, Cin — Maw %1 





' (? me D Brim 
+ —_ 


bu™ du! Je, ot By [A rem e; ' + Bre eee + ¢,..,] 


~ Bia [44,,¢ j + Br Cire! s’ a er 
- 
+ (Bri, a Br.) Che 
iret rat 
+ (Crt, Cre", ») Cot T seem — Semi 


= Ff ktm Sia R" itm Sak 


In gleicher Weise wie oben erhilt man als skalare Folgerungen dieser 
Vektorgleichung die zweite —— von Integrabilitatsbedingungen: 


dA . 
>Ainn) 9 + (Br, 4}, — Bri mA he) je = 0, 


» AJ 
(26, 2a) (>: tet 
_ du™ “Da! 
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, DB, «DB 
(26, 2b) 4} Iino = Ahn Ij ius + { — = “in| reurv 
+ (Br, Bre. - Bin Bre) Ip tur 


+ (Brbim nine ee | _ Rin Ginuv i Rin Ireuv? 





(26, 2c) Bis Geemevw am Brin Iretuvw 
+ (Cikim — Citi) Irotuvw = % 


(26, 2d) = 0. 


Ganz analog lassen sich die weiteren Gruppen von Integrabilitits- 
bedingungen aufstellen. 

Entsprechend dem Hauptsatz der Flichentheorie'’) gilt hier der Satz: 

Geniigen die vorgegebenen Tensoren: 


Iirim retu Iiemirstea 


iy? Virrs? Viriret? 
allen Gruppen von Integrabilititsbedingungen 
(26,1), (26,2), ..., 
so existiert zu gegebenen Anfangswerten eindeutig eine Fliche F,, deren 
Ma8- und Einbettungstensoren mit den gegebenen GréBen iibereinstimmen. 
[Fiir den Beweis dieses Satzes siche W. Mayer"*).] 

Fiir uns handelt es sich wieder darum, zu einem gegebenen MaB- 
tensor g,, Einbettungstensoren g;,-5, 9ixirst)--- 80 zu finden, daB die 
Integrabilitatsbedingungen alle erfiillt werden. 

Folgende Méglichkeiten kommen fiir eine eingebettete Fliche F,, mit 
einem zweidimensionalen Normalenraum in Betracht: 

1. Der erste Normalraum ist eindimensional. 

2. Der erste Normalraum ist zweidimensional. 

Der erste Normalraum kann nicht nulldimensional sein, da sonst auch alle 
héheren Normalriume verschwinden miiBten. Die eingebettete Differential- 
form wire euklidisch, und diesen Fall diirfen wir hier als trivial aus- 
schlieBen. 


II. Ableitung der Kriterien im Falle eines eindimensionalen 
ersten Normalraumes. 


Alle Vektoren e;, sind zu je zweien linear abhingig. Der zweite 
Normalraum ist gleichfalls eindimensional, da die Vektoren e;,, senkrecht 
auf dem ersten Normalraum stehen, der Gesamtnormalraum aber nach 
Voraussetzung nur zweidimensional ist. Ich wahle jeweils einen von Null 
verschiedenen Vektor als Trager des ersten bzw. zweiten Normalraumes: 


Cink, 9; Cinmn FO 


(27) . = Choke _ Tt on akih 


1®ion0 1" 15, est | 
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Die Ableitungsgleichungen (22) haben in diesem speziellen Falle die 
Gestalt: 


de, 
= el 
(22a) Dee as Aj +. Brs e¢ e 
468 — ike &; tkt®rs T Msp 
de. — aa 
iki 
bu™ — Pisin ®ve t thins Sree’ 


Als Integrabilitatsbedingungen dieses Systems haben wir auBer den schon 
ausfiihrlich angegebenen Gruppen (26,1), (26,2) noch eine dritte Gruppe, 
die sich aus der Anwendung der Ricci-Identitit auf einen Vektor des 
zweiten Normalraumes in analoger Weise ergibt: 








(26, 3a) Bren Qepre > Brey Semen = 0, 
(26, Sb) (Pie — Teno ast (Bil Best — Bitsy BEL) Gore 
+ (Citin Brvip — Citi Bevin) Ire'us = % 
(26, 3c) Tony Inetrat 1 Bap Isntret + Remp Giriret 
ar’ att! ar'e't! 
- ( aes ti aie) a'tiret T A 9, pret ) Ae 
+ (Cisin Orso — City CF etm) Ser ere reat 


Bemerkung: Von den Bedingungen der Gruppe (26,2) kommt 
Gleichung (26, 2d) in Wegfall, da der dritte Normalraum identisch ver- 
schwindet. 

Zunichst ist festzustellen, ob alle die so aufgestellten Integrabilitats- 
bedingungen voneinander unabhingig sind. Wir formen sie daher unter 
Verwendung der Relationen: 


(24, 2) Gjnr + Ay Is = % 
(24, 3) Ireiret + Bre, irre = % 
(24, 4) Aeneas = Bray Drak? 
(24, 5) : Airey = Oar Ip we iki 


so um, daB die Koeffizienten des Systems (22a): 
A Rr’: B's’ Or's't’ 


ely? rstl? rej’ retj 

aus den Integrabilitatsbedingungen nach Méglichkeit formal entfernt werden 
Man erhilt so fiir die erste Gruppe (26,1): 

(26, 1a’) Jexst — Gtrrk = Reser 

(26, 1b’) Asu,sxt — Atuix = 9, 

(26, 1c’) GJikirst — Jitkrst = 9. 
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Entsprechend gilt fiir die zweite Gruppe (26, 2): 
(26, 2a’) Ajx,tim — 4iz,temi = 9, 
(26, 2b’) Fram uet — Sintuon = — Sete — > Sentbe 
+ Bitn Bast “a Bit Aye uom oe (9.11% Ijmuv 5 
— GemirGjtuel — Bein Giase — Pisin Mateo? 
(26, 2c’) RiAenece ~ Ta Pretn on 
+ 4, ose — Sece,annt ™ ® 
und schlieBlich fiir die dritte Gruppe (26,3): 
(26, 3a’) Jizttom — Jizieme = 9, 
(26, 3b’) Arciecpm an en + Pion ——— = Pr. Bae =0, 
(26,3) “Srenenim _ Aromat t Bee oe — Be Geatmea 
7 Ones Avet,rotm om Cees 4b veccte 


= Bap Iariect + BR ap Iiriret * Rr ap IJeriret’ 

Um die GréBen Bit» Be, Oret eindeutig bestimmen zu kénnen, 
diirfen wir nach dem friiheren nur iiber die Indizes linear unabhangiger 
Vektoren der betreffenden Normalriume summieren. Es bedeutet das- 
selbe, wenn wir die Komponenten 
Br: =0 fiir rs + i,k,; Bre, = 0 fiir rs + i,k,; Crs!) =0 fiir rst + i,k,l, 
(vgl. 27!) setzen, und dann wieder iiber alle Indizes summieren. Aus der 
nun eindeutigen Bestimmtheit der GréBen Br}, Br: folgt die Gleichheit 
der beiden Bedingungen (26, 2c’) und (26, 3b’). 

Es bleiben somit als voneinander unabhiangige Integrabilitaitsbedin- 
gungen die sechs Gleichungen: (26, 1a’), (26, 1b’), (26, 1c’), (26, 2b’) (26, 2c’), 
(26,3c’). Nach (27) lassen sich die Normalvektoren in der Gestalt 
schreiben: 


(28 a) ees = Q,,n (28 b) eQrst = 2,47. 
Fiir die Bedingung (26, 1a’) ergibt das: 
(29) QQ, — QQ — Reser 


Die Auflésung dieses Gleichungssystems nach den unbekannten GroBen Q,, 
wurde in § 2 behandelt. Ich tibernehme daher die Ergebnisse: 
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Sind die Bedingungen: 








Rinrs Rirert Rinst 
(30,1) Rives Rare Rirse| =, 
Reirs Reirt Reise 
(30, 2) Dirients marnk = AFRCHT diyhyroaty 
—~ — — 


(30) [wegen der Bezeichnung vgl. (13, 14)] 


fiir alle Indizeskombinationen erfiillt, so lassen sich im regu- 
liren Falle alle Lésungssysteme Q,, der Gleichungen (29) (die 
sich nur durch Vorzeichenkombinationen unterscheiden) angeben. 
Im singuliren Fall kennt man gleichfalls die Lésungsmannig- 
faltigkeit; dabei kénnen einzelne 2,, willkiirlich bleiben. 











Damit sind auch die g;,,,, als Funktionen der g;, bestimmt; denn es 
gilt: giitm = Q4,Qim. Als differentielle Bedingung fiir die Einbettungs- 
tensoren g;x;», hat man jetzt Gleichung (26, 1b’). 





Von allen Lésungssystemen in (30) kommen nur diejenigen fiir 
eine Einbettung in Frage, welche die dritte notwendige Be- 
dingung: 
A tu,ixi — Aix = 9 

erfiillen. Im reguliren Fall ist dieses ein Kriterium; im sin- 
guliren Fall ist die Widerspruchsfreiheit fiir die Differential- 
gleichungssysteme der willkiirlichen Funktionen 2,, gesondert 
nachzuweisen. 











In den GréBen 2Q,, schreibt sich die differenticlle Bedingung (26,1b’) in 
der folgenden Gestalt: 
D2, d2,, d2;, D2, 
ga ame «4. a <> 
Dre( du! a") | Du a) 
dQ, d il d2Q,, d2,, 
+ 20(55 a“ at) + me ( Sa ¥ bat ) 
d2 dQ d2 02.) 
7s , ka” am pies tk os 0. 
Qu (Sm sak) + 2uo( du* va") 

Man sieht hier die Erweiterung gegeniiber den Kriterien fiir die 
Klasse k <1. Sind jene namlich erfiillt, so folgt auch sofort das Erfiillt- 
sein der Gleichung (26, 1b’), aber nicht umgekehrt. 

Da die Einbettungstensoren g;,;,, nunmehr bekannt sind, lat sich 
jetzt ein Trager des ersten Normalraumes auswihlen. Verschiedenen 
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Tragern entsprechen verschiedene GréBen Br: 


ike 


Fihrt indessen ein System 


von Br:, zur Einbettung, dann tut es jedes andere auch. 


Zur Abkiirzung setzen wir die rechten Seiten der Gleichungen (26, 2b’) 
gleich Rixwem: die uns nunmehr bekannt sind. 
Unter Benutzung von (28b) folgt fiir die Gleichungen (26, 2b’): 


(31) QiemQu or ear Qi 41 Quem _ Rirwome 
Fassen wir die Indizespaare ik und wv als neue Indizes aut: 
Qi Qo — Pi Pim = FAS 


uvl tkuoml?’ 


so haben wir wieder ein Gleichungssystem der Struktur (29) vor uns. 
Es gilt daher: 





Sind die notwendigen Bedingungen 
Rint ~<—oo Rain 
(32, 1) Raat Rincins Rai = 0 


uvabmi Moe, ae 


und (32, 2): 
(32) P=. Sons tht vo Gq ba'mry ey 
a —— 


-_ ~_- . RA -_-~ -_- 
Ek Ug Vo 4qb2MPro%q tkuy vo, a, dymry a, 
i — 
erfiillt, so lassen sich im regularen Falle alle Lésungssysteme 
der Gleichung (31) angeben, die sich nur durch ihre Vorzeichen- 
kombinationen unterscheiden. Im singuliren Falle kénnen wieder- 
um unter Umstanden einige Q,,, willkiirlich bleiben. 











Die Lésungsmannigfaltigkeit von (32) wird durch algebraische Be- 
dingungsgleichung (26, 1c’) weiter eingeschrankt. 





Nur diejenigen Lésungssysteme von (32), welche gleichzeitig 
die Bedingung: 


(33) oder 


Jikirst — Jiterst = 0 


Qi = Qae 
erfiillen, kommen fiir eine Einbettung in Betracht. 











Damit sind die Einbettungstensoren g,,,,,, als Funktionen der g,, dar- 
gestellt, und es ist jetzt die Auswahl eines Trigers des zweiten Normalen- 
raumes: ¢, ,,, + 0 méglich. Damit sind die noch fehlenden GréBen 
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Bes Cr et eindeutig bestimmbar. Es sind noch die Bedingungen (26, 2c’) 
und (26,3c’) zu erfiillen. 





Notwendig und hinreichend, daB eine vorgegebene Differential- 
form ds* = g,,du‘du* in der angegebenen Weise speziell ein- 
gebettet werden kann, ist das Erfiilltsein der Gleichungen 





(26, 2c’) Aurw,izim — Syou,ikmt 
, 
+ Bi Ireneve ad i? = @ 
dA dA 
und 26, 3c’ : rst,ikim = roetikip 
( du? du™ 
+ Br oim I, 9 pret Bip Ip «meet 
+ Chip An ee.rotm wr Colin Av et,ratp 


= Rap Greirat + Rremp Iiriest + Rr mp Jitnret 


fiir irgendein Lésungssystem aus (33). 











Im reguldren Fall haben wir so eine Reihe von Kriterien aufgestellt, die 
bei einer beliebigen vorgegebenen quadratischen Differentialform ds* 
= 9,,du'du* eine direkte Entscheidung gestatten, ob diese spezielle Kin- 
bettung méglich ist oder nicht. Fiir die Frage nach der Klasse k < 2 
ist thr Erfiilltsein also hinreichend. 

In der gleichen Weise lassen sich jetzt die Fille behandeln, wo jeder 
der Normalraume eindimensional ist. Durch Zusammenfassen geeigneter 
Tupel von Indizes laBt sich das algebraische Problem stets auf das im 
§ 2 behandelte zuriickfiihren. Die differentiellen Bedingungen lassen sich 
dann durch Einsetzen direkt bestitigen oder je nachdem zum Wider- 
spruch fiihren. Beschrankt man sich auf den regularen Fall, so lassen 
sich fiir jede beliebige Klasse k < k, hinreichende Kriterien angeben, durch 
die man entscheiden kann, ob die spezielle Einbettung méglich ist 
oder nicht. 


Anmerkung. Unter spezieller Einbettung wurde dabei eine solche 


verstanden, deren Normalriume die vorgeschriebene Dimensionszahl Eins 
haben. 


Ill. Ableitung der Kriterien im Falle eines zweidimensio- 
nalen ersten Normalraumes. 


Das Verfahren der Bildung der Normalriume bricht schon nach dem 
ersten Schritt ab. Der erste Normalraum ist mit dem Gesamtnormalraum 
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identisch. Fiir das System der Ableitungsgleichungen (22) bedeutet dies 
folgende Vereinfachung: 








de, 
22b | ay 
( des, Ai B? 
— kes + Dirt ers- 
Die Koeffizienten sind durch die Relationen verkniipft: 
(24, 2) Gijrit Aiuy Gri = 0, 
(24, 4) A gn, rs; —_ BS Yee te 


Die zu dem System (22b) zugehérigen Integrabilititsbedingungen 
erhalt man am einfachsten aus den Gleichungen (26,1; 26,2). Da 
x: = 0 ist, also auch die Einbettungstensoren g;,,,,; verschwinden, bleiben 
die drei Bedingungen bestehen: 

(26, 1a”) Jerit— tre = Reser 


(26, 1b”) Atu,éxi — Ari = 9, 
a dA 
(26, le”) — én > + Bim Arauet as Bri Arauom 


= #* (Qersa Jjmuv — Ismik Jjtuel + Prin Qiace + Bena thece 





Jetzt lassen sich die Einbettungstensoren g;,,, aus den algebraischen Be- 
dingungen (26,1a”) allein nicht bestimmen. Man kann aber sofort noch 
ein weiteres System algebraischer Bedingungen fiir die GréBen g,,,, an- 
geben. Da drei Vektoren ¢;;, im: pq Stets linear abhangig sind — sie 
liegen in einem zweidimensionalen Normalraum —, muB8 die Determinante 
ihrer skalaren Produkte mit drei weiteren Vektoren verschwinden: 


Jikrs Jiktu Jikeow 
(34) Jimrs Jimtu Jimow = 0 


Yoers Goatu Inavw 
oder aber, die Matrix 


(Qrria GQiria+++--- Jiinn | 
Jiais seer 
\Jnnticssesrerees Jnnnn 


hat den Rang r = 2. [Der Rang kann nicht kleiner als zwei sein, da 
es nach Voraussetzung mindestens zwei linear unabhingige Vektoren ¢,,,, 
und ¢;,., gibt.] 
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Die Anzahl der Gleichungen im System (26, 1a”) ist: 


n? (n* — 1) 
_. 


Die Anzahl der linear unabhangigen Gleichungen im System (34) ist: 


("3 ')-2]- 


Die Anzahl der unbekannten GréSen g,,,, betriigt: 


(2) 


Fiir n > 3 sind daher mehr Gleichungen als Unbekannte vorhanden: 


n+1 
+1 
“er 4 cent) — ap -( 2 ) a2 Dom tn 54] +4. 


2 

Die Aufgabe, aus den algebraischen Gleichungen (26,1a”) und (34) die 
GréBen g,,,, als Funktionen der R,,;,, bzw. g,;, zu ermitteln, ist bisher 
nicht gelést. Allgemeine Kriterien fiir k <= 2 kénnen also so nicht auf- 
gestellt werden. Wohl aber ist fiir spezielle Differentialformen die Auf- 
lésung der Systeme (26,18) und (34) méglich. Da in die Gleichungen 
(26,1a”) direkt der Kriimmungstensor eingeht, wird man von Differential- 
formen ausgehen, die einen mdglichst einfach gebauten Kriimmungstensor 
haben. Als solche finden sich: 


det — Gut... + (dur? _ Anduidel 
(35) [fea (*) +--+ fegy (wT? ah aie 
f = fay (u) + fey (H) +... + hw (UW) + 0. 
Eigenschaften : 
a) Es handelt sich um einen Spezialfall konformeuklidischer Mannig- 


faltigkeiten. 
6) Die Raume konstanter Kriimmung und spezielle Liouvillesche 





Raume (fi) (u?) = ... = finyu™ = 0) sind als Spezialfall darunter ent- 
halten. 
y) Der Kriimmungstensor hat die Komponenten 
, l as ss n +e 
i+k Riri = FU fo + fhe — 2 fi] 
i+ k+l Raa = 0 


i+k+l+m Ruin = 0. 


Wir wollen zunichst die Fille, wo irgendein R,,,,;,., identisch ver- 
schwindet, behandeln. Fiir dieses spezielle Wertepaar i,k, gilt: 


[fay (u") +... + foo (YI Mein + feo) = ed (u) +... + fob (u"))- 
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Es sind drei Fille méglich: 
1) [fay (u") +... + fw (u")] = const, 
2) (fio) + feo] = const, 
3) [hiisy + fe] ist nicht constant. 
1) Es folgt sofort: Alle R,,,, = 0, d.h. k = 0. 
2) Fiir jedes s = 1,..., muB die Gleichung gelten: 


fC = fi. 
Daraus folgt aber durch Differentiation [f,,. + 0 darf angenommen werden]: 
i, = + fiir jedes s = 1,...,m. Damit sind aber wieder alle R,,,, = 0, 
d.h. k = 0. 


3) Es miissen zunichst alle /,,, (s + i, + k,) konstant sein, da ein 
Produkt: fi. (u*) [fi) + fa] auf der rechten Seite der Gleichung 


feo + fay] = Dy f3, nicht vorkommt. Dann bleibt 
¢e=1 


[C + fei + haw) Kio + feol = [fd + fe 
Es folgt: 
(1) [C+ fal fio = fa 
(2) fees) feo = fab», 
(3) [C + fig) feed + fae fig) = 9. 


Aus (1): hie) +C =z d, edz ulo 


Aus (2): f ©, et2uto mit d,c,(cj-+ dj) = © aus (3). 
. (ko) = ¢, e°™ 


Eine Anwendung der Kriterien fiir die Klasse k< 1 in §2 ergibt, 
da8 eine solche Differentialform fiir n < 3 der Klasse t < 1 angehért. 
[Siehe hierzu das Beispiel fiir einen singuléren Fall in §2.] Fir n> 3 
ist k > 1; dieser Fall ist auszuschlieBen. 


Wir setzen im folgenden stets voraus: 


(36) Es gibt eine Vollumgebung des betrachteten Punktes im Gebiet G, 
in welcher alle R,,;, mit i + k von Null verschieden sind. 


Es werden aus dem System (34) mit Hilfe von (26,1a”) Determi- 
nanten abgeleitet, die durch ihr Verschwinden das Verhalten gewisser 
Vektoren e,, beziiglich ihrer linearen Abhangigkeit charakterisieren. Diese 
Erkenntnisse tiber die Vektoren e;, kann man zu einfachen Ansiitzen fiir 
die unbekannten g,;,,, verwerten, wodurch eine Auflésung der algebraischen 
Systeme (34) und (26, 1a”) erméglicht wird. 
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Aus (34) und (26,1a”) folgt: 
Roses + Gisres Ritew + Yeute» Rierw + Giwor 
Rirms + Gisem> Ritmu+ Givem> Riomw + Jiwom 
Roras + Gosrar Rotaut Gouter Rovew + owen 
und daraus firs =u=w;k=m=q: 





Rires + Gisres Rires + Grsres Rores + 9osre 
Rites + Gisex» Rites + 9isex Rotes + Gostx 
Riors + Gisox, Rives + Prevx, Rooxs + Goovr 
Die Determinante 








Jisrk Jisrk Josrk 
=s 0 


Jistk Jistk Jostk 





Jisuk Jisvuk Josvk 
verschwindet nach Gleichung (34) und wir erhalten daher: 
Firt =k; r=s;s+t+v;k+l+p;k +s: 














o Jistk Iostk aé oder (37, i) Jistk Iostk win 6 
Jisvk Josvk Jisvk Josvk 

Firiti =k; r=s;l=3s;s+t+0;k +1+ p: 

Resns Isstk Joste ail ie (37, 2) Isstk Jostk =" 
Issuk Vosvr Yssvk Yosvk 














Firt =k; r=l=s;t=k;s+t +0 + p: 


Risest Jkssk> 0 + Jesse, Jossk 
9 + 9xsex> Rexes t+ Gssees Joser 
0 + Yesor> 0 + Josoks Iosvk 


= 0, 





Gossk Joskk = om (37, 3) | Jeone Jespk iti 











lGssox Jksvk 
Der bequemeren Schreibweise wegen sollen von jetzt ab verschiedene 
Indizes 1,k stets auch nur verschiedener Werte fahig sein, also i + k, 
wenn nichts besonderes hinzugefiigt wird. 
(38) Hilfssatz: Zwei Vektoren e,, und e,, sind linear abhangig. 
Beweis: Ich fiihre die Annahme, die Vektoren e,;, und e¢;, seien 
linear unabhangig, auf einen Widerspruch zuriick. 
(39) Annahme: Die Vektoren e,;, und e,, seien linear unabhingig. 
Als eine Folge des Determinantenmultiplikationssatzes besteht die 
Gleichung 


Yssvk Jksek 


Cie O Ces Cim O Crs 


Jixrs Jimrs (e xe Jole xe ) 
€; 4.0 Cry en O Cry aan ik im rs tu/- 


(40) 











Jiktw Jimtu 
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Dabei bedeutet die zweistufige GréBe e;, x e,,, den gerichteten Flaichen- 
inhalt des von den beiden Vektoren e,, und e,,, aufgespannten Parallelo- 
gramms. Da beide Parallelogramme in einer Ebene, dem Normalenraum, 
liegen, kann das skalare Produkt (e;,  ¢;m) O (€r, X €¢x) mur dann ver- 
schwinden, wenn einer der Faktoren verschwindet. 

Die Gleichungen (37, 1), (37,2) und (37,3) schreiben wir jetzt in der 
Gestalt: 


(37, la) (€rs Xx es) ° (Cre x Cor) = 0, 
(37, 2a) (€s5 x Cys) ° (Cex x Cox) —_ 0, 
(37, 3a) (@ss X Ces) O (Cex X Cox) = 0. 


Nach Annahme sind die Vektoren e;, und e,;, linear unabhingig; es 
ist daher e;, X ¢;, + 0. 
Es folgt aus Gleichung (37,1a) [fiir jeweils andere entsprechende 
Indizes}: 
Die Vektoren e,; und e,, sind linear abhangig. 
Ebenso aus Gleichung (37, 2a): 
Die Vektoren e,,; und e,, sind linear abhiangig, 
” ” Csr xo Orton ” ” 
SchlieBlich ergibt Gleichung (37, 3a): 
Die Vektoren e;, und e,, sind linear abudngig. 
Behauptung: 
Beweis: Aus Gleichung (26,1a”) folgt: 
C11 O Ces = Cer O Cis- 


Ware e,, = 0, so miiBte auch e,, = 0 oder e,, = © sein, da diese 
beiden Vektoren als linear abhingig nicht aufeinander senkrecht stehen 
kénnen. Dann wiirde aber entweder 

O = 1,0 Cee — Cre OCre = Riere 
oder 
O = €1,0 Css — C13 OCs = Rais 
folgen, beides im Widerspruch zu Gleichung (26, 1a”). 
Fiir die vier Vektoren ¢,;, €,;, ¢;1, €:; folgt somit die Darstellung: 





Cer = Qyi 0, 

ess = Qs, n, e 
41 mit n=—'t, 
( ) ey = Qy Tl, 1e,,! 


Qe, = Qy, 1; Q, +0 
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Es ist [Gleichung (26, 1a’’)]: 





Cir OC = 1 OC, = QQ 
Cre OC, = Cr pOND, = Qi, Qy, 
2,,2 " 

e,On da kta 


C4 O Cpr = Cp OC = OND, 


21 
¢;,OnQ,, = Qh 2,” 
ON Q,,2,,—22., = 9, 
(€:¢ O @rp — Cir © C1) Qr = O, 
Rit Qe = 0, 
Q.,.= 0. 


Aus 2,, = 0 146t sich nunmehr auch 2,;, = 0 folgern: 
Cin OC, = Cex O Cy, = O, 








Cee OCrr — Cer OCer = Rerer, 
R 
KLKL 
ee. on = 
2,” 
KURI 
Cre OC, = COND, = Q Q, = 9, 
ul 
Qi, = 0. 


Damit werden: 
C4, O Cer = Cer OC, = O, 
Ci, OCs: = COC, = 0. 

Nach Annahme waren die Vektoren e;, und e,, linear unabhingig, 
also von Null verschieden. Es wurde ferner bewiesen: e,;, + 0. Da nun 
sowohl e,;, als auch e;, auf e,, senkrecht stehen, kénnen sie nicht linear 
unabhangig sein, weil der Normalenraum nur zweidimensional ist. Damit 
ist der Hilfssatz (38) bewiesen. 

Man beachte: Zur Beweisfiihrung waren vier verschiedene Indizes 
notwendig. Dieser Satz gilt also nur fiir m > 4. 

(42) Alle Vektoren e;; sind von Null verschieden. 

Beweis: Aus Gleichung (26, 1a”) folgt e;;0¢,, = ¢:,O@;» Da 
nach dem Hilfssatz (38) die Vektoren e;, und e;, linear abhingig sind, 
miiBte fiir e;; = 0 auch e;, = 0 oder e;,, = 0 sein. Dieses steht im 
Widerspruch zu den Gleichungen aus (26, 1a”): 


Cri OR’ p ep — Cir OC = Rie ir + 0, 
C140 Cse,e — C500, = Ri, + O. 
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(43) Zwei Vektoren e,, und e,, sind linear abhdngig. 

Beweis: Entweder sind alle Vektoren e,;, = 0, dann ist die Be- 
hauptung (43) bewiesen. Oder aber es gibt mindestens einen von Null 
verschiedenen Vektor e,,,, + 0. 

Annahme: Es sei ¢;,,, = 0; 7, + hk. 

Aus den Gleichungen (26, 1a”) 


Jixim — Jimizr = Rirem 


oder 
folgt 


Cix O Cim — Cim O Cre = Rirem 


Cin ro O Cigs — Cigig O Cros = 93 Cigt, O Crys = 9, 


= 


Cioro O Cees — Cigko O Cros = 95 Ligne O Crys = 
Ware nun e,,, + 0, so wiirde sich ergeben: 
€;,¢, steht senkrecht auf e,,,, 
€;,x, Steht senkrecht auf e,,, 
€;,4. und e,,,, sind linear abhangig. 





Aus Gleichung 
Cioro °o Cko ro — Cin ko ° Crory = 0; Cinko ° Crore = 0 


folgt dann: 
e,,r, Steht senkrecht auf e¢,,,,. 


Jetzt steht aber auch e,,,, senkrecht auf e,,,, und es ist daher 
Cinto O Crore — Cio O Cipro = O 
im Widerspruch zu Gleichung 
Cinto O Crore — Ctoro O Ciong = Rig rotore +.0. 
Aus der Annahme, es sei e,,,, = 0, folgt daher: 
(44) €,,, = 0 fiir ein beliebiges s(s + r1,). 

Ist ¢,, + 0, so kann nicht e,,, = 0 sein; ist e,, + 0, so kann nicht 
es = 0 sein, da in beiden Fallen das Verschwinden von e,,, bzw. ¢,, 
zu dem Verschwinden von e,, bzw. e,, fiihrt. 

Nach dem Hilfssatz (38) sind aber e;,, und e,,, linear abhangig; 
damit sind es aber auch die beiden Vektoren e,, und e,,. 

Nachdem es uns so gelungen ist, einen Einblick in die gegenseitigen 
Beziehungen der Vektoren e,, zu erhalten, bleiben fiir die endgiiltige 
Auflésung der Gleichungen (34) und (26,1a”) nur noch die beiden Méglich- 
keiten tibrig: 

1. Alle Vektoren e, = 0. Es folgt: 

Jixim = 9, 
(45) Ji = 9, GJixix = 9, 
Vix = 0 














es 
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und aus Gleichung (26, la”): 

Jiize = Ririn- 
Die einzigen Komponenten des Einbettungstensors, die wir noch zu be- 
stimmen haben, sind demnach die g;;;j. 

2. Es gibt wenigstens einen von Null verschiedenen Vektor e;,,, + 0. 
Nach Satz (43) sind dann alle anderen Vektoren e;, von e;,;, linear ab- 
hangig, und wir diirfen daher setzen: 

Sinko 


Qn = Qan mit n= . 
| Cig keo| 





1. J, 

Alle Vektoren e;; sind nach dem Satz (42) von Null verschieden. 
Um ihre lineare Unabhingigkeit oder Abhangigkeit festzustellen, gehen 
wir von den Determinanten aus: 
= oe = (Cig X Cr) O (Cun X Cys)- 

Jitkk Jiiss 
Nach (357) ist 


Rave = 7a lio + Hin — E13}. 
Damit wird e 
(Cis X €i2) O (Cee X Cos) = ahi — fo) lw — fo). 

Wir haben folgende drei Méglichkeiten zu unterscheiden: 

A. Alle fin — fi + 0. Je zwei der Vektoren e,;; und e,, sind linear 
unabhingig. 

B. Alle (fi) — fin) (fu — fi) = 0. Es kénnen nicht alle Vektoren e,; 
zu je zweien linear abhingig sein, da der erste Normalraum zweidimensional 
sein sollte. Sind z. B. e;,;, und e,., linear unabhangig, dann folgt fiir 
alle anderen e;; ihre lineare Abhangigkeit zu je zweien. 

C. Es gibt wenigstens einen von Null verschiedenen Ausdruck: 
(fier — fied) Keer — Faw) 0. Da (@ina, % Cigig) © (Ckoko X Capa)  O ist, 
sind sowohl die Vektoren e,,;, und ¢;,;,, als auch e,,,, und e,,,, linear 
unabhiangig. 

1A. 

Zur Berechnung der g;,;;; gehen wir von folgenden Determinanten des 

Systems (34) aus: 
Jiiii Jitke Jit 
Yrrit Yrrkk Grrr | = O. 


ssii Ysekk Issitt 
Mathematische Annalen. 110. 36 








554 K. H. Weise. 


Unter Verwendung von (45) gin = Rj,i, erhalten wir 


Renin Roi & R Benin Buin 




















riri| R R sisi R R 
46 aa = skek “‘sist rkrk “'rirl 
( ) in Rrirt 
Ray ok Rigi 
oder: 
1 7 a 
Jit = x2 Sho oe 2 fer)- 
Ergebnis: 
Ist die Voraussetzung fi) — fi) + 0 fiir alle Indizeskombinationen 
erfiillt, so erhalten wir als Lésungssystem: 
(47) 





6 6 “er “e * ’ 
Jikim = or Ut ho +t ha — 2 i). 
s=1 
(47) ist nur fiir n > 5 giiltig. 











Da 9iis¢ = C14 O Cy, Stets positiv ist, erhalten wir als eine notwendige 
Bedingung fiir eine reelle Einbettung: 


(47a) 2fhin — E> 0. 


1B. 


Alle Vektoren auBer e,,,, und e,,,, sind zu je zweien linear abhingig, 
gestatten daher die Darstellung: 





a a : ‘. 
QC, = Q4,n; : 7s mt n=. 
+ + k, 1e,<| 
Aus 
COC = Rizir = Qi Qey 
Rania ant 24: Quy 
folgt 
Rerei = QQ 
R.,.,R 
Jecas _ Q}, —_ = 3 ilil 
kLkL 


Die einzige'*) Gleichung der Systeme (34) und (26,1a”), welche noch 
nicht erfiillt ist, ist 
Jigioigio Yioiokoko Yiotorr 
Jeokoioig Jkokokoko Jkokorr | = O 
Ys sin ig Ysskoko Yssrr 


16) Wegen der Vor. (Kin — ho) Uy) — fi) = 0 ist diese unabhingig von der 
Wahl der Indizes r, s. 
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oder 
Jivivioig Rigkoicto Riorior 
Reoickotc Gkokokoko Reorkor| = 9. 
Reig sic Ry ko sk. Rovee 
Ergebnis: 
Verschwinden alle Klammerausdriicke (fi) — fim) (fa — fi), 80 
erhalten wir 
R R 
Vii = > i, k,l = iy, ky. 
kikt 
(48) Die GréBen gj, 4, i)ig UO Jx,x xoxo bleiben bis auf eine bilineare 
Relation 
Giviototo Rigtoioke Rigrior 
Reo too to Yko ko ko ko Reo rkor = 0 
Rein sic Ryko sko Ry rer 
unbestimmt. 
Fiir die Realitat der Einbettung mu8 die notwendige Bedingung 
| a 
(48 a) eet S 9g ikl + igh 
kUkL 


erfiillt sein, da g,,;, = 2), > 0 ist. 

Da von vornherein keiner der Indizes ausgezeichnet war, erhalten 
wir alle méglichen verschiedenen Lésungssysteme von 1B, indem wir fiir 
i, und k, jeweils zwei beliebige Indizes einsetzen. 


1C. 


Nach Voraussetzung gibt es mindestens eine nicht verschwindende 
Determinante 


(49) 


“a Ji io 80 80 + 0. 


Jig tokoko Gio to so 80 
Aus Gleichung (46) erhalt man 
my | “yg t+t; t+), 
Kit = F 2h ho ~ fol ith; i+ 8. 
Behauptung: Es kann nicht gleichzeitig 
(far — foo) (feo — fn) = 0 


fin — feo) for — fey) = 0 


und 


36* 
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Beweis: Nach (49) sind sowohl e,,;, und ¢,,;,, als auch e,,,, und 
¢,,s, linear unabhingig. Aus dem Verschwinden der Determinante 


| Jio igkoko Jigiorr 0 


, 


\Jtotokoko Jtotore | 
was gleichbedeutend mit (fj) — fi,)) (fics) — fy) = 0 ist, folgt daher die 
lineare Abhiingigkeit der Vektoren e,,,, und e,,. Ebenso schlieBe ich 
aus der zweiten Gleichung der Behauptung auf die lineare Abhingigkeit 
der Vektoren e,, und e,,,,. Da e,, + 0 ist, miiBten im Widerspruch zu 


der Voraussetzung die Vektoren e¢,,,, und e linear abhingig sein. 


$0 80 
Ks kénnen also nicht beide Determinanten 
Jin iokoko Jigiorr | |Gioiorr Yio in 80 86 

und | 

GJigtokoko Jtolorr 1Jtotorr Jig toso so | 
gleichzeitig verschwinden; es laBt sich daher gy, x, 45%. OF€T Goo sososo mach 
Gleichung (46) berechnen. Ein entsprechender Schlu8 gilt fiir g,, 
Oder Yipigtgto- Im wungiinstigsten Falle kann die Formel (46) daher nur 


to toto 


fiir zwei GréBen, 2. B. gj, 4,191. UNA Yxouox,e, Versagen. Diese bleiben bis 
auf eine bilineare Relation 


q ig ig in in Gio igkoko Vigiorr 
(50) | Ykykoiotg Gkokokoko Gkokorr 
} 95s ig iv Is koko Issrr 


a 





unbestimmt 
Ergebnis: 





Ist wenigstens ein Ausdruck (f(),) — fi,)) (fi) — fi») #° 9, 80 
lassen sich je nach dem Verschwinden der Nennerdeterminanten 
in Gleichung (46) im ungiinstigsten Falle alle g,;;; bis auf 
ZWEI: Gin igigigs Jkokokyk, Derechnen. Diese sind durch eine 
bilineare Relation 


Rig ky ioko Jig ko ko ko Ryo rkor = 0 


R,; Rey sk 8 are 


miteinander verbunden. Fiir die anderen g;,;; erhalt man: 


| Jisintot, igo kgtgko | 
| 
} 
| 
i 





ig sigs 


l ~ ” = 

Vii = - [2 f hi = 2 fa), 
s=1 

$+ 3 


t+& 


oder i + l,, 


. oder % + 4@,. 

















Quadratische Differentialformen. 557 


Fiir eine reelle Einbettung miissen die Ungleichungen erfiillt sein: 


* oie __ vr ++ 1%, oder it + l,, 
(51a) [2 f fi ps | > 0 i ab k, oder i & x 
:. 

Es war: 
er = QnNs Qj, ix + 0. 
Wir fiihren eine neue GroéBe ein: 
(52) L FF ie) n= Ay: 


Das Gleichungssystem (26,1a”) nimmt damit die neue Gestalt an: 
Yiixr — Qi, = Rixix, 
(26, la”) Ay Qe = Q4,.Qiu, 
Qi Qim = Qim Qre- 


Wir wollen jetzt notwendige Bedingungen fiir die Méglichkeit der 
Einbettung ableiten. 


Es ist 
Ay; Qe, _ Qi. Qi; 
Ay, Aj Qui — (Axx 251) Qi _ Qi Qi Qin: 
24, [Qi — Aj; Ayx| = 9, 
entsprechend 


Qi, [Qh — Age Axx] = 0. 
Ist Q,, + 0 fiir wenigstens ein 1 + i + k, dann folgt 
(53) Qh, = Aj; Ane. 
Ist Q;, = 0, Q,, = O fiir alle 1] + i + k, dann ist auch Q;,, = 0 und 
damit nach (44) Q;, = 0. Aus Gleichung 
Ag Qineg = Qigx Que = 9 folgt aber A,, = 0. 
Die Relation (53) ist daher auch in diesem Fall giiltig. 


Der einzige Ausnahmefall, wo sich diese SchluBweise nicht anwenden 
laBt, ist 


Qj, 1 [Qi ko —_ A;, in Ago xo] = 0, 
Qyoi[Qig ky — Aig io Aroro] = 0. 
Alle 2;,,, 2,,; seien gleich Null. Dann sind aber iiberhaupt alle 2,, = 0 
mit Ausnahme von Q;,,, + 0. ([Siehe hierzu (44)]. 
Ausnahmefall: 
Cinko = Qigxgt + 0, alle anderen e,, = 0. 
Von dem System (26,1a’’) bleiben nur die Gleichungen iibrig: 
(54, 1) 


Cin to oO Cro ky ~ ap Cin ko ° Cin ko = Rig ko iokos 
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(54, 2) C14 O Cee = Ryrir; Cinig O Cee = Ri, rion: 
(54, 3) €11 O Cine, = 9. 
Aus (54, 3) folgt: Alle e,,; | + «,,%, stehen senkrecht auf dem Vektor 
€i,x,» also auf n. Sie kénnen daher geschrieben werden: 
e, = Q:i mit fion=0; fot =1. 
Fir 2,, findet man: 
Qn Qi = Raia 
Qu Qee = Riere Oi, om 
244 Que —_ Renin | 
Notwendig fiir eine reelle Einbettung sind daher die Bedingungen 


1) Riis Brix 0 


Birix 
Rai Reiei 


Rimim Rimem 


Bia Bieik 


ikik 


i, k,l, m + i, k,. 


2) = 0 





Nun ist 
Cinign OCG = Qin ie 92,, cos (X Cioto> Ti), 
Ckgko O Cee = Qo xo 245 cos (XX Ckeoko» Mt). 


Qj,;, sei der absolute Betrag des Vektors e;,,;,. Es verbleiben die 
Gleichungen 


(55, 1) Qigig Deg ky COS (AX Cig igs koko) — Dito = Rig rotione> 
(55, 2) Qi tc Qu cos (XX e;,i,,) = Rigiioes 
(55, 3) Qk, 2; cos (X Ce x, H) = Ry, ioe 
Zur Abkiirzung setzen wir: 
AS (Cig ig H) = Hy; AX (Cage H) = Sey 


Dann folgt aus den Gleichungen (55) in Verbindung mit dem gefundenen 
Wert fiir Q,,: 


R R R cos (x, — a.) 





ig tigt "ko ikot ~kikt 
(55,la) Q?2,.=——*4 : —R 
0 ko ‘to ko io ko» 
Reig Binie COS a, COS a,, 
a Rs io1 Reins 





(55,28) Qs cosa, FR Ri,’ 


—— RB cms Brie 
(55,38) Qin, = 208 a Rinse Ra 


Damit die Gleichungen (55a) widerspruchsfrei sind, miissen die not- 
wendigen Bedingungen (2) fiir alle Indizes, also auch fiir i,, k, erfiilit sein. 
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Ergebnis: 





Sind die notwendigen Bedingungen 


R R 
—tet heh 0; 1, k,l + iy, hy, 


kikt 


| Ria Ryrei 


Rimim Remem 


= 0 





fiir alle Indizeskombinationen erfillt, so erhalten wir alle Lé- 
sungen der Systeme (34; 26,1la”) mit der vorausgesetzten 
Struktur [e,,., + 0, alle anderen e,, = 0] bei beliebiger Wahl 
der Winkel «;,, a, << 2 (indessen: a, a, + -* x, > 0!) 
in der Gestalt: 

i,k, l,m + i,k 








oo? 
(56) 9 =. Bi sigs Reies 

igigigtg 2 . , 
costa Ringe Riis 

9 e. Ry sigs Ryo iret Barer 0% (% i, — ey) R 

igkoigkog = , ~~ “Vigkotoko? 

River Benin 00S x, COS a,, 
al Re Rinin, = R 

ee Jigigkoky = Jig ko ioke 1 ig kotoko> 

kURL 
ae eee “ee Vioko igky Peret 
Jiieke = Minizs Yigigigng = iotiot 


Ripin ®, lil : 

alle iibrigen g,,,, = 0. 

Bemerkenswert an dem Ergebnis dieses Ausnahmefalles ist die 
Tatsache, daB das Nichtverschwinden eines einzigen Vektors 
hinreicht, den Komponenten des Kriimmungstensors sehr ein- 
schrinkende Bedingungen aufzuerlegen. 











Wir fahren in der allgemeinen Untersuchung nach Gleichung (53) fort. 
Es ist: 
Ay = C4 = Q;, 008 (X e4, N), 
Agen = Cen = Qyx 008 (A Cex, 0), 
Cio Cee = Dye Qex C08 (A Cs4, Cee), 
A (Cri, Cex) = Aless 1) + An, Cxe)- 
Aus Gleichung (26,1a’’) folgt daher: 
Qj, Quy 8 A (C44, 1) 8in A (Cex, 1) = Reese 
Durch Kombination dreier entsprechender Gleichungen erhalten wir: 


‘ R R 
tysin? X (ey 0) = EH, 
kiki 
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und daraus die notwendigen Bedingungen fiir die Realitat und die Wider- 
spruchsfreiheit der Werte 22,;, sin X (¢;;, n): 

R | ASF 
(57, 1) ikik => 6, 


Reve 


Rinix Rarem 


(57, 2) 
Rei Raimi 


=s @. 


Eine Zusammenstellung der bisher in diesem Abschnitt gefundenen 
Ergebnisse : 
Qin = Ay Age; Aj, i, + 9; Ay, x, + 9, 
Sonia * Ves Man 4s: Som 
Jinit = Yerxr = Ay VAxx Arr, 
GJixir = Aji Arn, 
GJisix = Ayg VAj; Ane, 


Jiire = Rivix + Ay; Age. 





(58) 


Um die GroBen g,,,; gleichfalls als Funktionen der Komponenten 
des Kriimmungstensors und der GréBen A,, darzustellen, gehen wir von 
folgender Determinante des Systems (34) aus: 

Jiiti Jeri Jigkoii 
Jiirr Jeerr Jigkorr | = 0 


Jiiss Jkkss Jigkoss i 
oder 


Giitir Reins + Anz Asis Ais 
Risir + Ay; Age, Rerer + Ann Arr, he, 
Risis + 4i¢ Aas, Rises + Anz Ass, A,, 


VA,, io Ax, x, — 0. 





Da nach Voraussetzung A,;,,, Ax,x, + 0 ist, erhalten wir: 
Giscs — Aig Reins Aa 

Rivir Rerer Ape | = 0 
i mre 


und unter Verwendung der notwendigen Bedingung (57, 2): 





Rivix Risir 
(58 a) hn. ae + Aj, 


krkr 
Diese Lésungen (58) und (58a) befriedigen bei willkiirlichen 
Benj 0% yp (Aj; Axx => 9) 


die Gleichungssysteme (34) und (26,1a’”’), wie man durch Einsetzen nach- 
weisen kann. 
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Allgemeines Ergebnis in Fall 2): 





Sind die notwendigen Bedingungen 


Riri Rain 
St 0 
oo 


und 

| Rinvix Riureme 

| Buse Bates | 
fiir alle Indizeskombinationen erfiillt, dann lassen sich, abgesehen 


von einem Ausnahmefall (56), alle méglichen Lésungen der 
Gleichungen (26, 1a’): 


= 0 


(59) 


Yikim — Gimik = Rirem 
in den Formeln angeben: 
[fiir beliebige Wahl der Indizes mit Ausnahme von ¢i7¢] 





(59a) Jikim = Rixim + VA,; Apr yr say et 
| nr PF 
(59b) iité = St Ah. 
kURL 


Die GréBen A;, sind dabei bis auf die Bedingung A,; A,, > 0 
willkiirlich wihlbar; ferner sind endlich viele Kombinationen 
der Wurzelvorzeichen méglich. [A,;,;, + 0; Ax... + 0). 











Wir haben jetzt in den Lésungssystemen (47), (48), (51), (56) und (59) 
die Gesamtheit aller iiberhaupt méglichen Lésungen der Gleichungen 


Jikim — Jimir = Rirem 

(im Hinblick auf das spezielle Einbettungsproblem!) vor uns. Wir be- 
zeichnen sie mit M. 

Es sind noch die weiteren Integrabilitatsbedingungen (26, 1b”) und 
(26, le”) zu erfiillen. Wir haben daher: 

Setzt man die in M enthaltenen Lésungssysteme in die Differential- 
gleichungen: 
(26, 1b”) At, ixt — Atu, ix = 9 


ein, so sind alle diejenigen auszuscheiden, welche ihnen nicht geniigen. 
Fiir den singularen Fall (59) erhalten wir Differentialgleichungen in den 
willkirlich gebliebenen GréBen A,,. 


Es bleibt noch die Berechnung der Koeffizienten Bj;, (vergl. § 3, II). 


Seien e;,,, und ¢;,,, zwei linear unabhingige Vektoren des Normalenraumes; 
setzen wir: 


rs + i,k, 


a ss 
Bin = 0 fer rs + i,k,, 
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so sind die GréBen Bi, Bi? nach Gleichung (24, 4) eindeutig bestimmt. 
Die Méglichkeit einer Einbettung hangt von der Auswahl der aufspan- 


nenden Vektoren ¢;,,, und ej, nicht ab. 





Notwendig und hinreichend dafiir, daB eine gegebene spezielle Diffe- 
rentialform (35) der Dimension n so in einen (m + 2)-dimensionalen 
euklidischen Raum eingebettet werden kann, da8 der erste Normal- 
raum mit dem Gesamtnormalraum zusammenfiallt, ist das Vorhanden- 
sein eines Lésungssystems aus M, welches die Differentialgleichungen 
(26, 1b”) und (26, le”) erfiillt. 








Im reguliren Falle (47) laBt sich dieses durch direkte Rechnung 
entscheiden. In den anderen Fillen ist die Widerspruchsfreiheit von 
Differentialgleichungssystemen nachzuweisen. 

Diese Kriterien gelten nur fiir n > 5. 











Alle Bedingungssysteme fiir die spezielle Einbettung in § 3, II bezeichnen 
wir kurz mit II; alle diejenigen fiir die spezielle Einbettung in §3, III 
kurz mit III. 

Dann gilt der Satz: 





Dafiir, daB eine spezielle Differentialform 
du')i+... dun) 
ds’ — (dui) + at n>5 
(60) [fay (u*) +--+ fin (u")] _ 
der Klasse k <= 2 angehért, ist notwendig und hinreichend das 


Erfiilltsein wenigstens eines der beiden Bedingungssysteme II 
oder ITI. 














Die in §3, II durchgefiihrte Methode lieBe sich auch auf ein beliebiges 
k= k, anwenden, wie kurz angedeutet wurde. Die Untersuchungen fiir 
die spezielle Differentialform in §3, III bleiben dagegen auf den Fall 
k < 2 beschrankt. 


Nehmen wir an, der Normalenraum sei dreidimensional. Dann ist 


der Rang der Matrix 
(f Jitiassrees ‘:) 


Janiy scr rtrrceee Inann: 
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r = 3. Aus dem Verschwinden der Determinanten vierten Grades und 
den algebraischen Integrabilitaitsbedingungen g;; 1m — imix = Rirem lassen 
sich wiederum fiir die spezielle Differentialform (35) Aussagen iiber die 
linearen Abhangigkeitsverhiltnisse der Vektoren e;, machen, und zwar 
gilt der Satz: 


Je drei Vektoren ¢;,, e;; und e,,, sind linear abhingig (n > 5). 

Alle Vektoren e,,; a; neem liegen daher in einer Ebene. Die 
verschiedenen Ebenen fallen jedoch nun nicht zusammen [wie die Geraden 
beim analogen Satz (38)!], sondern eine biindelfremde Ebene wird von ihnen 
im allgemeinen in der Figur eines vollstandigen n-Seits geschnitten. Es 
lassen sich daher keine ausgezeichneten Normalrichtungen angeben, wie 
im analogen Falle des zweidimensionalen Normalenraumes. 


Verlangt man von einer speziellen Einbettung, da8 die Normalriume 
jeweils die Dimension ,,zwei“ nicht iiberschreiten, so Jassen sich gleichfalls 
alle Einbettungstensoren im reguliren Falle aus dem speziellen MaBtensor 
Jin = “3 berechnen. Denn die algebraischen Integrabilitatsbedingungen 
fiir die Komponenten der Einbettungstensoren, — und auf diese kommt 
es allein dabei an —, haben trotz ihrer gréBeren Anzahl Indizes die gleiche 
Struktur wie die analogen Gleichungen in den §§ 2,3. Man kann so fiir 
beliebige Klassen k < k, eine Reihe weiterer Kriterien angeben, die hin- 
reichend, aber nicht notwendiy sind. 


§ 4. 
Die Einbettungsklassen der Differentialformen konstanter Kriimmung 
in bezug auf das System euklidischer Differentialformen. 


Als eine Anwendung der entwickelten Kriterien sollen die Differential- 


formen konstanter Riemannscher Kriimmung untersucht werden’). Sie 
kénnen bekanntlich in der folgenden Form geschrieben werden: 


(61) ds* = aha 





Man berechnet: 
(61 a) Raw = 





17) Ihre Klasse ist im Falle positiver Krimmung (Hyperkugeln) trivialerweise 
als k = 1 bekannt; im Falle negativer Krimmung scheint dagegen eine fir alle 
n giiltige Antwort noch nicht méglich zu sein. 
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Kriterien fiir die Klasse k = 0. 
Sie sind fir K = 0 erfiillt. 


Kriterien fiir die Klasse k = i. 
Die Ungleichungen (13c) sind nur fiir positive K erfiillt. 
Fiir K < 0 ist daher k > 1 im Falle n>3. 


Es bleibt also nur K > 0 iibrig. Die Bedingungen (17a) sind erfiillt. 
Aus Gleichung (14a) erhalt man: 











Qi, = + 6,, mi : lg 
(1 +> b,,% u*| 
Es gibt nur zwei Mdéglichkeiten: 
Q:, = + Oi, mi 2 
fitz +7 6,,u'u ‘| 
Qi, —_— = bi, VK 


[1 ' © oa! wy 
Die Gleichungen (12b,) vereinfachen sich zu: 
Ti y— Thy Qy = 0 
[hier wird nicht iiber die Indizes summiert!] oder wegen Q,, = Q,, + 0: 
Tn = Tin. 


Durch Ausrechnen bestatigt man leicht das Erfiilltsein dieser Relationen. 


Kriterien fiir die Klasse k = 2 

Es bleibt nur der Fall K < 0 ibrig. 

Die zu untersuchende Differentialform ordnet sich dem Spezialfall (35) 
unter. Man findet daher fiir n> 5 

Die notwendigen Bedingungen (30, 1) sind nicht erfiillt; es bleibt nur 
System ITI. 

Es ist: (fi) — fio) (fa — fi) = 0 fiir alle Indizes. 

1B) Die notwendigen Bedingungen (48a) sind nicht erfiillt. 

2) Die notwendigen Bedingungen (56) und (57,1) sind nicht erfiillt. 

Fiir n > 5 ist daher die Klasse k > 2. 

Wir wollen jetzt den speziellen Fall n = 4 behandeln. 

Die Kriterien des Systems II haben auch fiir n = 4 Giiltigkeit. Die 
notwendigen Bedingungen sind nicht erfiillt, daher ist nur System III zu 
untersuchen. Der Hilfssatz (38) ist fiir n = 4 richtig. Wir kénnen 
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daher sowohl die Fallunterscheidungen, wie ihre Ansatze zur Lésung bei- 
behalten. 

1B) Nach Voraussetzung gibt es zwei Vektoren e,,,;, und ¢,,,,, die 
linear unabhingig sind. Die beiden anderen Vektoren e,, und e,, sind 
linear abhingig. Es gelten die Relationen (26, 1a”): 





Cinig OC tr = ee oMpre’y. <0 
er 
(1 +2 d;,u u | 
K . 
Cinig OCss = K a a 0. 
.s 
[1 +7 6.,.u u | 
Da e,, und e,, linear abhingig sind, muB e,, = e,, sein. Die weitere 
Gleichung aus (26, 1”): 
K 
Crp OCs, = <0 





(2 + = b,,.u vl 


ist nun aber nicht durch reelle Vektoren lésbar. 

2) Fiir die Ableitung der notwendigen Bedingungen (57, 1) wurde nur 
der Hilfssatz (38) benutzt. Sie gelten daher auch fiir » = 4 und sind 
in unserem Falle nicht erfiillt. 

2) Ausnahmefall: 

Als ausgezeichnete Indizes i,k, wahle ich 12. Da die Vektoren e,, und e,, 
linear abhangig sind, ferner nach Gleichung (26, la”): 

K 
(1 + rca 





C3300, = 7< 0 


ist, bleibt fiir die Verteilung der Vektoren nur folgendes Bild: 





Aus ¢,,0e,, < 0 folgt: 
Der Vektor e,, befindet sich zwischen den Vektoren e,, und + e¢,,; 
aus ¢,,0¢,, <0 folgt: 
Der Vektor e,, befindet sich zwischen den Vektoren e,, und 4- ¢, . 
Auch hier fiihrt die Annahme k = 2 also auf einen Widerspruch. 
Irgendeine Realisierung eines Riemannschen Raumes gibt stets eine 


obere Grenze der Klassenzahl, da ja diese durch das Minimum aller 
Realisierungen bestimmt ist. 
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Wir nehmen folgende Verallgemeinerung einer Rotationsfliche im 
Eyy—1: 


z*'-! = rcos y, 


2 6=rsin 9, c=1, ... (n—1), 
gae—1— f(r). 
Aus der Differentialgleichung Rirvin = — FR ergibt sich fiir die 





Jit Jem — Jim Jui 


Funktion f(r): 








f(r) = j B=B-O > op. 


Damit haben wir eine reelle Einbettung eines Raumes konstanter negativer 
Kriimmung der Dimension n in einen euklidischen Raum der Dimension 
2n—1 gefunden”). 


Fiir die gesuchte Klassenzahl gilt daher die Ungleichung: 


k = n—1l. 
Im einzelnen ist: 


Fiir n = 2 ergibt sich k = 1 aus dem allgemeinen Einbettungssatz. 

Fir n= 3 ergibt sich k = 2 aus den Kriterien fiir die Klasse 
k=1 (k> 1!) und der Ungleichung: k =< n — 1. 

Fir n = 4 ergibt sich k = 3 aus den Kriterien fiir die Klasse 
k= 2 (k > 2!) und der Ungleichung: k < n — 1. 

Fiir n > 4 ergibt sich: 2< kon—1. 

Zusammenfassend : 





Die Klasse einer quadratischen Differentialform konstanter negativer 
Kriimmung ist: 


=n—Kkfirn=4; 2<koon—1 firn>4. 











§ 5. 


Die Einbettungsklasse in bezug auf ein System von Differentialformen 
konstanter Kriimmung. 


Wir nehmen nun als System der Einbettungsraume solche konstanter 
Riemannscher Kriimmung, deren Linienelement wir uns auf diese Weise 
geben: 
b;,¢ 2d 2k 





gfe fi+3 yet ak) 


18) Vergl. F. Schur, Math. Annalen 27 (1886), 8. 170. 





ie 


or 


se 


& 5 





Quadratische Differentialformen. 567 


[Die Eigenschaften eines Systems sind trivialerweise erfiillt, da jede 
Differentialform fiir N, < N aus der betreffenden fiir N hervorgeht durch 
identisch Nullsetzen einzelner Veranderlicher). 

Von einer beliebig vorgegebenen positiv definiten quadratischen 
Differentialform fragen wir nun, ob sie in einen gewissen Raum kon- 
stanter Kriimmung einbettbar ist, und, falls das geht, nach dem kleinsten 
derartigen N = N,. Nach §1 nennen wir dann N, — n die Einbettungs- 
klasse in bezug auf das vorgegebene System. 

Man berechnet: 


Kyxiu = K (az, Qxu — 474 Ox 1) 
und findet so fiir das System der Integrabilititsbedingungen (8a, b, c): 
(8 a’) K (9ixGim — JimG9er.) = Rirzim — & (25,25, _ 2. 2%), 








’ da, da, es ™ 
(8b’) Om 3 aa + 2F, TS, — 23, Top 
8c’ an ..e Ty Te — Tr Te + gi! 8 4 
(8c’) ee "SS + Ty, Te, — Tr, Te, + 95" (QF, Qf, — 2F,Q3,). 


Zu einem gegebenen Tensor g;, sind aus den Integrabilititsbedin- 
gungen KinbettungsgréBen Q*,, T?, so zu bestimmen, daB diese erfiillt 
sind. Nach allgemeinen Sitzen ist dann die Integration des Systems bei 
gegebenen Anfangsbedingungen fiir die Umgebung eines Punktes méglich. 


Kriterien fiir die Einbettungsklasse Nuil. 
Alle Einbettungsgré8en Q2,, T?, miissen verschwinden, da der Nor- 
malenraum nulldimensional ist. Daher erhilt man als notwendige und 
hinreichende Bedingungen dafiir, daB ein Raum die Klasse k = 0 im 
neuen Sinne hat, d. h. aber, daB er ein Raum konstanter Kriimmung K 
ist, das folgende Kriterium: 


(62) Ririm = K (9:1 Gem — Jim Jur) 





Kriterien ftir die Einbettungsklasse Eins. 
Die Integrabilitaétsbedingungen nehmen die spezielle Gestalt an: 
(8a”) Q41 Qem — Qim Qer = Rixim — K (Gir Gem — Jim Jur) 
dQ d2 
b” apt. ik 
(6b) du* du! 
Setzt man 


(63) Rizim = Rizim — K (Git Gum — Jim Jnr)» 
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so lassen sich die Kriterien des § 2 wértlich iibertragen, wenn man in 
den Gleichungen fiir R,,;,, stets Rj,,,, einsetzt. Es eriibrigt sich daher, 
nochmals eine ausfiihrliche Darstellung anzugeben. 

Von besonderem Interesse ist wiederum die Einbettung quadratischer 
Differentialformen konstanter Riemannscher Kriimmung. Setzt man also: 





i = — > 


so ergibt sich 
Ri, lm kK’ (Jit Ik nn qi m Jur) 
und damit 
Rinim = (K’ — K) (961 Fim — Jim Jur 
Aus den notwendigen Bedingungen (13c) folgt: 
K’— K >0. 

Das Gleichheitszeichen fiihrt zur Einbettungsklasse k = 0. Wie man 
durch Rechnung sofort nachpriift, sind die weiteren Bedingungen alle er- 
fiillt, so daB gilt: 





Notwendig und hinreichend fiir die Einbettungsklasse 
k=1 eines Raumes konstanter Kriimmung K’ in einen 
Raum konstanter Kriimmung K ist das Erfiilltsein der 
Ungleichung: 


K’ > K. 











Es sei jetzt 
K’ —K <0. 


Als System von Integrabilititsbedingungen erhalten wir 


(8a’’) 2 (2%, Oo. = Qe &) — (K’ “TH K) (Git Ge m — Jim Jur) 


Da, d0F, 











(Bb) — SF t+ OTs, — OF, T5, = 9, 
" oTe, oT J y J 
(Bo) —St — SR 4. Ty, Te, — Tr, Te, + 5" (5, Ot, — D5, 94.) = 0. 


Das ist aber formal das gleiche System von Bedingungen, welches bei 
der Einbettung eines Raumes konstanter negativer Kriimmung in einen 
euklidischen Raum erfiillt werden muBte. 

Wir kénnen daher die Ergebnisse iibertragen und finden so: 





Im Falle K'< K ist die Einbettungsklasse k = n — 1 
fir n= 4; 2<koon—1 fiir m> 4. 
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Oder ausfiihrlicher: 


In einen Raum konstanter positiver Kriimmung la8t sich nur eine 
Hyperkugel, deren Kriimmungsma8 gréfSer als das des umgebenden Raumes 
ist, einbetten. 

In einen euklidischen Raum laBt sich jede Hyperfliche konstanter 
positiver Kriimmung einbetten. 

In einen Raum konstanter negativer Kriimmung lassen sich alle 
Hyperflichen konstanter positiver Kriimmung, die euklidischen Hyper- 
flichen und diejenigen Hyperflichen konstanter negativer Kriimmung ein- 
betten, deren Kriimmungsma8 gréBer als das des umgebenden Raumes ist. 

Eine Ebene lat sich in einen dreidimensionalen Kugelraum einbetten; 
ein dreidimensionaler euklidischer Raum frihestens in einen fiinfdimen- 
sionalen Kugelraum; ein vierdimensionaler euklidischer Raum [friihestens 
in einen siebendimensionalen Kugelraum. Das Gleiche gilt fiir einen 
Raum konstanter negativer Kriimmung: Er lit sich in einen Raum 
konstanter positiver Kriimmung einbetten, der (n — 1) Dimensionen mehr 
aufweist usw. 

Nach dem allgemeinen Einbettungssatz laBt sich jede beliebige positiv 
definite quadratische Differentialform in einen euklidischen Raum von 
N =n-+hk, Dimensionen einbetten. Ein euklidischer Raum nun Ja8t 
sich wiederum in einen Raum konstanter Kriimmung von _ hdéchstens 
N — 1 mehr Dimensionen einbetten. Andererseits hat C. Burstin"’) nach- 
gewiesen, daf jeder Riemannsche Raum von » Dimensionen in einen 


gecigneten Riemannschen Raum von (" Py ') Dimensionen  eingebettet 
werden kann. 


Jede beliebige, positiv definite, quadratische Differentialform hat im 
System der Riume konstanter Kriimmung eine Einbettungsklasse: 


sxme {3 )-*=(9) 


2(n+k,)—l—n=n+2h,-—1, 
wenn k, ihre Klassenzahl in bezug auf ein System euklidischer Differen- 
tialformen bedeutet. 


Jena, den 15. November 1933. 
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Uber das Geschlecht von Knoten. 


Von 


H. Seifert in Dresden. 


Im dreidimensionalen euklidischen Raum liege ein Knoten f, das ist 
ein aus endlich vielen geradlinigen Strecken bestehender doppelpunktfreier 
geschlossener Streckenzug. Bekanntlich kann man in f eine singularitaten- 
freie orientierbare Fliche § einspannen, d.h. es gibt eine Fliche %, die 
der Kugel mit h Henkeln und einem Loch homéomorph ist, so daB der 
Lochrand gerade vom Knoten f gebildet wird. Unter allen Fliachen, die 
sich in f einspannen lassen, betrachten wir die mit einer méglichst kleinen 
Henkelzahl. Diese minimale Henkelzahl heiBt das Geschlecht des Knotens, 
das iibrigens nichts zu tun hat mit dem Geschlecht der unverknoteten 
geschlossenen Flichen, auf die sich f doppelpunktfrei legen lé8t und 
wonach man die Knoten in Torusknoten, Brezelknoten usw. einteilt 
(vgl. Satz 4). Dann und nur dann, wenn das Geschlecht 0 ist, ist f 
in eine Kreislinie deformierbar. Es ist ein ungeléstes Problem der 
Knotentheorie, das Geschlecht eines beliebig vorgegebenen Knotens zu 
bestimmen. 


Im folgenden sollen nun einige Beziehungen zwischen den Homologie- 
gruppen der Uberlagerungen des KnotenauBenraumes und dem Geschlecht 
des Knotens angegeben werden, die wenigstens untere Schranken fiir das 
Geschlecht des Knotens liefern (§ 1), und die in vielen Fallen, z. B. bei 
den Torusknoten sowie bei allen Knoten der Alexander- Briggsschen 
Knotentabelle eine genaue Bestimmung des Geschlechtes erméglichen (§ 2). 
Die Methoden des § 1 werden in §3 zur Untersuchung der Struktur der 
Alexanderschen Polynominvariante benutzt. Es wird die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir angegeben, daB ein ganzzahliges Polynom 
die Polynominvariante eines Knotens ist, und die Aufgabe gelést, zu vor- 
gegebener Polynominvariante alle méglichen Knoten zu konstruieren. Ins- 
besondere wird in § 4 ein Knoten angegeben, der in der Polynominvariante 
und in den Homologiegruppen der simtlichen zyklischen Uberlagerungs- 
mannigfaltigkeiten mit der Kreislinie tibereinstimmt und doch nicht in 
die Kreislinic deformierbar ist. 

37* 
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§ 1. 
Untere Sechranken fiir das Gesehlecht eines Knotens. 

Zuerst sei eine Methode angegeben, nach der man in jeden durch seine 
ebene Projektion gegebenen Knoten eine orientierbare Fliche einspannen kann‘). 
Wir markieren auf f die Punkte, die den Doppelpunkten (Uberkreuzungs- 
punkten) der Projektion entsprechen. f zerfallt hierdurch in 2d ,,Teil- 
strecken“, wenn d die Anzahl der Doppelpunkte der Projektion ist. Die 
Teilstrecken werden alle mit einer festen Orientierung versehen, die einer 
bestimmten Durchlaufung von f entspricht. Ferner werden je zwei zu- 
geordnete Teilpunkte auf f, das sind solche Punkte, die iiber demselben 
Doppelpunkt der Projektion liegen, durch eine geradlinige ,,Verbindungs- 
strecke“ verbunden. Der aus den Teilstrecken und Verbindungsstrecken 
bestehende Streckenkomplex wird nun auf folgende Weise in ,,Kreise“ 
eingeteilt. Man durchiauft eine Teilstrecke, wie es die festgesetzte Orien- 
tierung angibt, danach die an den Endpunkt der Teilstrecke angrenzende 
Verbindungsstrecke, darauf die von dem neuen Knotenpunkt ausgehende 
Teilstrecke, dann wieder eine Verbindungsstrecke und so fort. SchlieBlich 
kommt man einmal zum Ausgangspunkt zuriick. Gibt es danach eine 
noch nicht durchlaufene Teilstrecke, so gibt sie zu einem neuen Kreise 
AnlaB. So mégen sich im ganzen f Kreise bilden lassen. Jede Teilstrecke 





Fig. 1. Fig. 2. 


kommt in genau einem Kreise vor, jede Verbindungsstrecke dagegen in 
zweien, von denen sie in entgegengesetzten Richtungen durchlaufen wird. 
Diese Kreise projizieren sich in die Ebene in doppelpunktfreie Polygone, 
die einander offenbar nicht durchsetzen. Es wird nun in jeden Kreis ein 
Elementarflachenstiick eingespannt, wobei man annehmen kann, daB sich 
jedes Elementarflichenstiick, abgesehen von den Verbindungsstrecken, ein- 
eindeutig in die Ebene projiziert und da8 zwei verschiedene Elementar- 
flachenstiicke keinen mittleren Punkt gemeinsam haben. (Im Falle des 
Knotens der Fig. 1 ist f = 3, und die Elementarflachenstiicke sind in 
der Fig. 2 in der Projektion angedeutet.) 


1) Eine andere Methode findet sich bei F. Frankl und L. Pontrjagin, Ein Knoten- 
satz mit Anwendung auf die Dimensionstheorie. Math. Annalen 102 (1930), S. 785. 
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Die { Elementarflachenstiicke bilden zusammen eine in den Knoten 
eingespannte Fliche. Sie ist orientierbar, da jede Verbindungsstrecke 
von den beiden zugehérigen Kreisen in entgegengesetzten Richtungen 
durchlaufen wird. Die Eulersche Charakteristik der Flaiche ist offenbar 


WN = —24+3d-—/} = d-f, 


ihr Geschlecht (Henkelzahl) also, da es sich um eine Flaiche mit einem 
Loch handelt, 
» — N+) _ 4-/+1 


2 2 





So hat man in dem in der Fig. 1 gezeichneten Knoten d = 4, f = 3, 
also h = 1; die eingespannte Fliche ist somit eine gelochte Ringfliche, 
und das Geschlecht des Knotens ist, da es nicht = 0 ist, = 1. 

Wir wenden uns nun der Untersuchung der Knoteniiberlagerungen 
zu. Wir schlieBen den euklidischen Raum, in dem f liegt, durch einen 
unendlich fernen Punkt zur 3-Sphire S und bilden die g-blattrige zyklische 
Uberlagerung M, von S, die den Knoten f zur einzigen Verzweigungslinie 
hat. Uber jedem Punkte von © liegen dann g Punkte von M,, aus- 
genommen die Punkte von f, iiber denen je ein Punkt von M, liegt. Einem 
geschlossenen, f nicht treffenden Wege w von S entspricht dann und nur 
dann ein geschlossener Weg in M,, wenn die Verschlingungszahl von w 
mit £ durch g teilbar ist. Durch diese Eigenschaften ist M, eindeutig 
bestimmt’). Offenbar gestattet M, eine zyklische Deckbewegungsgruppe 
der Ordnung g, bei der sich die iiber einem Punkt von © liegenden 
Punkte zyklisch vertauschen. Wir zeichnen eine bestimmte Umschlingung 
des Knotens als die positive aus und bezeichnen die erzeugende Deck- 
bewegung, die einen Punkt in den nichsten iiberfiihrt, mit z und dem- 
entsprechend die iiber einem Punkte von S liegenden Punkte mit 


P, zP, ..., #-'P. 


Spannt man nun in den Knoten f eine orientierbare Fliche vom Ge- 
schlecht h (das gréBer als das Geschlecht des Knotens sein kann) ein, so 
entsprechen ihr in M, g homéomorphe Flachen 


F, wH, ..., 2-*§F, 


*) Vergl. H. Seifert u. W. Threlfall, Topologie (Leipzig 1934), § 77. Dort 
wird die unverzweigte Uberlagerung des ,,KnotenauBenraumes* betrachtet; hier 
handelt es sich um die verzweigte Uberlagerung, bei der der Knoten Verzweigungs- 
linie ist. Die Homologiegruppen der beiden Raume unterscheiden sich durch eine 
freie Erzeugende. — Die g-blattrige unverzweigte zyklische Uberlagerung, und daher 
auch die hier benutzte verzweigte, la8t sich ebenso gut wie mit Hilfe der Ver- 
schlingungszahlen dadurch charakterisieren, daB die Deckbewegungsgruppe zyklisch 
von der Ordnung g ist. Vgl. das angefiihrte Buch S. 281. 
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die als gemeinsamen Rand die iiber f liegende Kurve haben, die wiederum 
mit f bezeichnet sei. IM, zerfiillt durch diese Flaichen in g Teile, sog. Blatter, 


M, 2M, PM 29-1 TR, 


das sind berandete Mannigfaltigkeiten, die der Reihe nach von § und z §, 
x und 2%, ..., 27—!§ und § berandet werden. Ein einzelnes Blatt 
wird offenbar auch dadurch erhalten, daB man S lings der in f ein- 
gespannten Flache ,,aufschneidet™. 




























Wir berechnen jetzt die Homologiegruppe von MM, und wahlen zu 
dem Zwecke auf § 2h geschlossene Kurven 


Bay Bye o 005 Gas 

die auf § homolog unabhingig seien, also etwa h Riickkehrschnittpaare. 
BPO, Dba, 0+) BGor 

seien die entsprechenden Kurven auf x §. Wir ermitteln nun zuerst die 


Homologiegruppe des ersten Blattes M. M wird von den Flichen F 
und x § berandet, auf denen die 4h Kurven 


G,, Gy, ..-, Ben, TG,, TA,, ... LOgp 


liegen. Die Fig.3 zeigt die Oberfliche von M fiir h = 1. (M selbst 
ist nicht mit dargestellt; M ist also nicht etwa das Innere oder Aufere 





Fig. 3. 


der Doppelringfliche). Es ist leicht zu sehen, daB diese 4 Kurven die 
Homologiegruppe § von M erzeugen. Ist nimlich C eine beliebige ge- 
schlossene Kurve in M, so ist sie in der 3-Sphire S, die durch Identi- 
fizieren von § mit z ¥ entsteht, nullhomolog, also Rand einer Flache gq. 
In M erscheint g als eine Fliche, deren Rand aus C und einer (unter 
Umstiinden aus mehreren oder null Teilen bestehenden) Kurve C’ des 
Randes von % sich zusammensetzt. Also ist C ~ — C’ und somit homolog 
einer linearen Kombination der a, und za,. Da iibrigens C’ beim Identi- 
fizieren von & und x verschwindet, so besteht genauer eine Relation 
der Form 


2h 
C ~~ ae (a, — x a,). 
=1 
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Wendet man diese Uberlegung insbesondere auf die Kurven a,, a,; ..., @2, 
an, so ergeben sich die Relationen 


ah 

(1) a — 2 Mente — 2%) ~wO (§ = 1, 2, ..., 2A). 

Dafiir kann man auch schreiben 

E 2h 2h 

(1) & hin Wp + 2 Bin ZO ~0 (i = 1, 2, eoes 2h), 
k=1 k=1 


wobei die Summe der quadratischen Matrizen («;,) = A und (8,,) = B 
die Einheitsmatrix 
A+B=E 
ist. 

Wir behaupten, da8 die Relationen (1) bereits ein vollstindiges Re- 
lationensystem fiir die Homologiegruppe § des Blattes M bilden. Es sei 
namlich 


2h 2h 
(2) D» XO, +2 Bi, 2a, ~ 0 (6 = 1, 2, ..., m) 
=s1 =1 


ein vollsténdiges System unabhingiger Relationen, unabhaingig in dem 
Sinne, daB keine lineare Beziehung mit nicht simtlich verschwindenden 
Koeffizienten zwischen diesen Relationen besteht, oder was dasselbe ist, 
da8B die m-zeilige und 4h-spaltige Koeffizientenmatrix (A’, B’) den Rang m 
hat. Dann mu8 zunichst m < 2h sein, denn dio Homologiegruppe § hat 
mindestens so viele freie Erzeugende wie die Randfliche von I Henkel 
hat, also 2h*). Da anderseits die 2h Relationen (1) wegen A+-B=E 
linear unabhiingig sind, so ist m >2h, also m=2h. Wegen der Voll- 
stiindigkeit des Relationensystems (2) ist (1) eine Folge von (2); es gibt 
also eine quadratische Matrix =, fiir die giit 
=A’=A, =B = B, 
also 
=(A’+ B’)) = A+B=€E. 
Geht man zu den Determinanten iiber, so ergibt sich hieraus 
|=| = +1. 

und deshalb ist auch umgekehrt (2) eine Folge von (1) und damit von (1). 

Um hieraus die Homologiegruppe §, der g-blittrigen Uberlagerung 
M, zu erhalten, benutzen wir den Satz von der Homologiegruppe eines 
zusammengesetzten Komplexes. Er sagt: aus, daB die Homologiegruppe 
eines Komplexes &, der aus zwei Teilkomplexen &, und &, mit zusammen- 
hangendem Durchschnitt D besteht, die direkte Summe der Homologie- 
gruppen von S, und &, ist, in der man noch je zwei Elemente, die der- 





3) Vergl. das S. 573 angefiihrte Topologiebuch, S. 223, Satz IV. 
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selben Kurve in D entsprechen, zu identifizieren hat. Wendet man diesen 
Satz (g — 1)-mal auf die Teilkomplexe M, 2M, ..., 27-1? M an, aus denen 
M, besteht, so ergeben sich als Erzeugende von §, die 2hg Kurven 
Gy, «+3 Bghy oereee > w—'a,, nie ae eke 
wahrend die Relationen durch formale Multiplikation der Relationen (1) 
mit z, z’, ..., 27~' erhalten werden. Dabei ist 29a, = a, zu setzen. 
Bezeichnet man in (1) die Matrix (y,,) mit T, so ist hiernach die Ko- 
effizientenmatrix des Relationensystems die folgende g-reihige Matrix, deren 
Elemente selbst 2h-reihige Matrizen sind (Nullen stehen fiir 2h-reihige 
Matrizen aus lauter Nullen): 


—E-r ae 
ee i es ee 
(3) 0 0 E-f. 0 


r 0 0 .E-F 
Wir werden nun durch Umformungen der Matrix (3) ein aquivalentes 
Relationensystem zwischen denselben 2gh Erzeugenden z‘a, ableiten, aus 
dem hervorgehen wird, daB bereits die 24 Kurven a,, ..., a3, die Homo- 
logiegruppe , erzeugen. Dazu betrachten wir zuniichst die (g —n + 1)- 
reihige Matrix 


_ (y a 1)" y" 0 d 0 
0 i-s gg. S58 
(4") 0 0 l-y. 0 ; 
y 0 0 .l1l-y 
in der y eine Unbestimmte bedeutet. 
Wir addieren die mit dem Polynom Q = 1+y+...+ y"-! 
multiplizierte zweite Zeile zur ersten und erhalten: 
~= yy i. ae 8 
0 tS aa 
0 0 l-y. 0 
y 0 0 .l-y 


Addition der mit y — 1 multiplizierten ersten Zeile zur zweiten und Ver- 
tauschung der ersten beiden Spalten liefert 


i-¢@-i) a 
0 — (y—1)"*? y"*} k 0 


0 0 l-—-y. 0 


0 y 0 .l-y 








ee 











Ae ae 
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Streicht man darin die erste Zeile und die erste Spalte, so ergibt sich 
gerade die Matrix (4"*+"), auf die man dieselben Umformungen anwenden 
kann. So gelangt man, von der Matrix (4') ausgehend, schlieBlich zu der 
Matrix 


: ¢.7? * 
ee * 

(5) S¢4 * 
000 .—(y—lp+y 


Darin bedeuten die Sterne nicht niher zu bezeichnende Polynome. Jeder 
elementaren Umformung der Polynommatrix (4') entspricht nun in der 
ganzzahligen Matrix (3) eine Umformung, die zwar keine elementare Um- 
formung ist, sich aber aus elementaren Umformungen zusammensetzt. 
Dem Ubergang von (4') zu (5) entspricht so der Ubergang von (3) zu 
der Matrix 


E * * : * 

ae ee al 

(6) ae, de oe . 
0 0 0 , —(—ES+f 


Sie 148t sich ebenso wie die Matrix (3) als das Koeffizientenschema eines 
Relationensystems fiir die Homologiegruppe §, auffassen. Da bei dem 
Ubergang von (3) zu (6) neben den Zeilenumformungen nur Spalten- 
vertauschungen angewendet wurden, so stehen im oberen Eingang der 
Matrix (6) bis auf die Reihenfolge dieselben Kurven wie in der Matrix (3). 
Genauer sind es der Reihe nach die Kurven 


BGs, .0+y BAe (¢ = 1, ....g—1, 0). 
Aus der Matrix (6) geht hervor, daB die Erzeugenden z'a,, ..., 2a», 
(¢ = 1, ..., g—1) sich alle durch a,, ..., a3, ausdriicken lassen und 
daB die Relationen zwischen den letzteren durch die Koeffizientenmatrix 
ry—( — ey 


gegeben sind. 

Wir fassen das bisherige Ergebnis zusammen in den 

Satz 1: LaBt sich in einen Knoten t eine Fliche vom Geschlecht h 
einspannen und ist § eine von den g dariiberliegenden Flichen des g-bliittrigen 
zyklischen Uberlagerungsraumes M,, so ist eine Homologiebasis a,, ..., Gon 
von % zugleich ein System von Erzeugenden der Homologiegruppe H, von M,. 
Bezeichnet also m, die minimale Erzeugendenanzahl von $, und ist h das 
Geschlecht des Knotens t, so gilt die Ungleichung 


(7) m, < 2h. 
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Die Relationen der Homologiegruppe §, sind durch eine 2h-reihige 
quadratische Matrix der Form 


(8) e-G —o 


gegeben. Die von g unabhingige Matrix T wird dabei aus dem Relationen- 
system (1) der Homologiegruppe eines einzelnen Blattes erhalten und E be- 
zeichnet die 2h-reihige Einheitsmatriz. 


Da die Minimalzahl m, der Erzeugenden gleich der Summe aus der 
Bettischen Zahl und der Anzahl der Torsionskoeffizienten der Dimension 1 
der g-blattrigen Uberlagerungsmannigfaltigkeit ist, so ist die Ungleichung (7) 
gleichbedeutend mit dem 


Satz 2: Die Summe aus der Bettischen Zahl und der Anzahl der 
Torsionskoeffizienten der Dimension 1 einer beliebigen zyklischen Uberlagerungs- 
mannigfaltigkeit M, eines Knotens ist héchstens gleich dem doppelten Ge- 
schlecht des Knotens. 


Wiirde man an Stelle der g-blittrigen Uberlagerung die unendlich- 
blattrige betrachten, so wiirden sich als Relationen der Homologiegruppe 
diejenigen ergeben, die aus (1) durch Multiplikation mit einer beliebigen 
positiven oder negativen Potenz von x hervorgehen. FaBt man die Homo- 
logiegruppe als eine Gruppe mit Operatoren auf, wobei der Operatoren- 
bereich der Integritatsbereich der Polynome in x und z~' mit ganzzahligen 
Koeffizienten ist, so sind a,, ..., @:, die Erzeugenden und (1) die Re- 
lationen. Die Determinante der ,,Koeffizientenmatrix’ E—[-+2f ist 
dann (bis auf einen unwesentlichen Faktor + x", eine Einheit des Inte- 
gritatsbereiches) eine Invariante der Gruppe mit Operatoren und daher 
eine Knoteninvariante. Den Faktor + z" kann man so wiahlen, da8 keine 
negativen Potenzen von zx auftreten und das konstante Glied positiv aus- 
fallt: Die so normierte Determinante ist die von Alexander in die Knoten- 
theorie eingefiihrte ,,Polynominvariante“ A(z). Da die Determinante 
2h-reihig ist, so ist der Grad des Polynoms A(z) héchstens gleich 2h, 
und man hat den 


Satz 3: Der Grad der Aleazanderschen Polynominvariante A(x) ist 
héchstens gleich dem doppelten Geschlecht des Knotens. 


Die in diesem Paragraphen angegebene Ableitung der Homologiegruppe 
einer g-blittrigen Uberlagerungsmannigfaltigkeit kann auch zur praktischen 
Ermittlung der Homologiegruppe benutzt werden, was besonders bei Knoten 
mit hoher Uberschneidungszahl, aber niedrigem Geschlecht Vorteile bietet 
(vgl. § 4). 
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§ 2. 
Die Geschlechter spezieller Knoten. 

Die Polynominvarianten A(z) sind fiir die Knoten mit bis zu neun 
Uberkreuzungen ermittelt worden‘). Spannt man in diese Knoten nach 
dem in §1 angegebenen Verfahren Flachen ein, so zeigt es sich, daB das 
Geschlecht der eingespannten Flaiche bei 77 Knoten gleich dem halben 
Grad des Polynoms A(z) ist. Bei den Knoten 

8.5 ? 85, ’ Yo > %5 ’ Ie , 9,; , 94s 
ist dagegen das Geschlecht der eingespannten Fliche bzw. 

Ve Sa ee Se a ee 
wihrend der halbe Grad des Polynoms A (2) 

ie “oe ae ee See Se 
betriigt. 

Bei dem Knoten 9,, ist also der halbe Grad von A(z) gréBer als 
das Geschlecht der eingespannten Flaiche, im Widerspruch zu Satz 3. In 
der Tat erweist sich der in der Alexanderschen Tabelle verzeichnete 
Wert von A(z) als unrichtig fiir die Knoten 9,, und 9,,. Die richtigen 
Werte lauten 

9,,: A(z) = 1—427+4+ 62? -—52°+62* —427°+ 2, 
9,,.: A(z) = 1—T7r4+ll2#—T72+ 2. 

Es bleiben damit nur die fiinf Knoten 8,,, 8,,, 9,., 9455 9%» bei 
denen das Geschlecht der eingespannten Fliche um 1 grdBer ist als die 
halbe Gradzahl von A(z). In diesen Fallen kann man die Knotenprojektion 
so abindern, da8 sich das Geschlecht der eingespannten Fliche um eine 
Einheit erniedrigt®). Bei allen Knoten der Alexander-Briggsschen Tabelle 
ist somit auf Grund von Satz 3 das Knotengeschlecht durch die halbe Grad- 
zahl der Alexanderschen Polynominvariante A (x) gegeben. 


+) Man findet sie bei J. W. Alexander, Topological invariants of knots and 
links. Trans. Amer. Math. Soc. 30 (1928), S. 305, und (mit einer Verbesserung 
versehen) bei K. Reidemeister, Knotentheorie (Berlin 1932), S. 41. 

5) Hierauf machte mich Herr C. Weber aufmerksam. Die umgeformten Knoten- 
projektionen sind : 


SOVRS 


Fig. 4. 
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Bei den bisher angegebenen Knoten ist das Geschlecht in keinem 
Falle gréBer als 4. Knoten beliebigen Geschlechts finden sich dagegen 
unter den Torusknoten, die wir jetzt untersuchen wollen. Der Torus- 
knoten p, q ist eine auf einer Rotationsringfliche gelegene, doppelpunkt- 
freie geschlossene Kurve, die einen Meridiankreis 
der Ringfliche pmal und einen Breitenkreis 
qmal gleichsinnig durchsetzt. p und q sind also 
teilerfremd. In der iiblichen Projektion hat der 
Knoten (p — 1)q Uberkreuzungen. (Die Fig. 5 
zeigt den Fall p = 3, gq = 4). Die oben be- 

Fig. 5. schriebene Konstruktion einer eingespannten 
Flache fiihrt zu einer Zerlegung der Knoten- 
projektion in p Kreise und damit zu einer Flache vom Geschlecht 


ns )-4— Se! os es br | Wir behaupten, daB sich keine Flache 


niedrigeren Geschlechts einspannen lat, daB also der Satz gilt: 
Satz 4: Der Torusknoten p, q hat das Geschlecht point. 


Die Richtigkeit der Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 2 und der 
folgenden Tatsache : 

Die pq-blattrige zyklische Uberlagerung des Torusknotens p, q hat zur 
Homologiegruppe die freie Abelsche Gruppe von (p — 1) (q — 1) Erzeugenden. 

Um die pq-blittrige Uberlagerung des Knotens zu ermitteln, bedenken 
wir, da8 die dreidimensionale Sphire S, in der der Knoten f liegt, eine 
Faserung durch Torusknoten gestattet, in der f als gewdhnliche Faser 
auftritt®). Daher ist auch die pq-blattrige Uberlagerungsmannigfaltigkeit 
ein gefaserter Raum S = M,,. In S gibt es zwei Ausnahmefasern H, 
und H, mit den Vielfachheiten p und g. H bezeichne eine beliebige ge- 
wohnliche, vom Knoten f verschiedene Faser in S. Die Verschlingungs- 
zahlen von H, H, und H, mit f sind pq, q, p (Il. c. 8. 211). Somit muB 
man H einmal, H, p mal, H, q mal durchlaufen, um im Uberlagerungs- 
raum & einen geschlossenen Weg zu beschreiben. Es liegen daber iiber 
H, H,, H, baw. pq, q, p Fasern von S, wihrend iiber dem Knoten f, 
der ja Verzweigungslinie ist, eine einzige Faser liegt. Da nun die Fasern 
von S und © eineindeutig den Punkten der Zerlegungsflachen f und f 
entsprechen, so ist hiermit f als eine pq-blattrige Uberlagerungsfliche von 
f erkannt. Die den Fasern f, H,, H, entsprechenden Punkte von f sind 
die drei Verzweigungspunkte. Wir berechnen die Eulersche Charakteristik 


von f und wiahlen zu dem Zweck eine simpliziale Zerlegung von f, in 














®) Vgl. H. Seifert, Topologie dreidimensionaler gefaserter Raume, Acta math. 60 
(1933), S. 159. 
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der die drei Verzweigungspunkte als Ecken auftreten. Es seien «, Ecken, 
a, Kanten und a, Dreiecke vorhanden. Sehen wir zunichst von den drei 
Verzweigungspunkten ab, so liegen iiber jedem Stiick von f pq Stiicke 
von f. Uber den Verzweigungspunkten aber liegen bzw. 1, g, p Punkte 
von f. f hat daher 

& = pq (a, —3)+1+p-+q Ecken, 

&, = pq «, Kanten, 

&, = pq «, Dreiecke. 
Die Eulersche Charakteristik von f ist also 

N = —G,+ &— 0, = pq(—% + % — %) + 3pq—1—p—g. 

f hat als Kugelflache (1.c. 8. 161) die Charakteristik — «, + «, —a, = — 2, 
so da man erhilt 


# =2E-9-9- 
und folglich fiir das Geschlecht von [ 

N+2 _ (p—1)(q—}) 

2 2 i 
Die Homologiegruppe von © besitzt nun die Homologiegruppe von 
j zur Faktorgruppe (I. c. S. 201). Letztere ist eine freie Abelsche Gruppe, 
und die Zahl der Erzeugenden ist durch das doppelte Geschlecht von f, 
d. h. durch (p—1)(qg—1) gegeben. Die Homologiegruppe von & be- 
sitzt also mindestens (p— 1) (q—1) freie Erzeugende. Weitere Er- 
zeugende kann es nicht geben, da durch Satz 2 die Zahl der Erzeugenden 
héchstens gleich dem doppelten Geschlecht des Knotens ist, letzteres ist 


aber héchstens gleich eee da wir eine Fliche von diesem Ge- 


schlecht in den Knoten eingespannt haben. Damit ist alles bewiesen. 

Bei der pq-blittrigen Uberlagerung des Torusknotens p,q nimmt die 
Bettische Zahl den durch das Knotengeschlecht gegebenen maximalen Wert 
an. Es gibt aber auch Knoten beliebig hohen Geschlechts, bei denen die 
Anzahl der Torsionskoeffizienten einer passenden Uberlagerung das Maxi- 
mum erreicht und dementsprechend die Bettische Zahl gleich Null ist. 
Dies gilt fiir alle Torusknoten 2, 24+ 1. Es ist némlich das Geschlecht 
dieses Knotens, wie bereits bewiesen wurde, gleich h, wihrend die (2h +- 1)- 
blittrige Uberlagerung, wie wir zeigen werden, 2h Torsionskoeffizienten 
vom Werte 2 besitzt. 

Man kann dies beweisen, indem man die Fundamentalgruppe der 
Uberlagerungsmannigfaltigkeit nach dem Verfahren von Reidemeister be- 
rechnet’). Linen besseren Einblick in die Struktur der Uberlagerungs- 





7) K. Reidemeister, Knoten und Gruppen, Abh. math. Sem. Hamburg. Univ. 5 
(1926), S. 7—23. 
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mannigfaltigkeit gewinnt man aber, wenn man sie als gefaserten Raum 
konstruiert. ° 

Wir geben gleich das Ergebnis an und verifizieren nachtraglich, daB 
es sich um den (2h + 1)-fachen Uberlagerungsraum handelt. Man nehme 
eine Kugelfliche R und schneide aus ihr am Aquator in gleichen Abstiinden 
2h-+-1 gleich groBe kreisférmige Locher heraus. Ebenso soll ein kleines 
Loch um den Nordpol ausgeschnitten werden. Die Randkreise der Locher 
mégen der Reihe nach pe 

Qi, «++ Qeasa, Qense 

heiBen und mit gleichartigen Orientierungen versehen sein. Wir betrachten 
dann das topologische Produkt T aus dieser (2h + 2)-fach gelochten 
Kugelflache und einer Kreislinie H. Es ist eine dreidimensionale, von 
2h-+-2 Ringflichen berandete Mannigfaltigkeit. Auf die 2h + 1 Ring- 
flichen am Aquator wird je ein Vollring mit seiner Oberfliche aufgesetzt, 
und zwar so, daB der Meridiankreis des Vollringes 


M,~2Q,+H i = 1,2, ... 28+12) 
wird. Ebenso wird die Ringfliche am Nordpol mit einem Vollring ver- 
schlossen, dessen Meridiankreis 

Mons2~Qenee — hi 
sei. Die Homologiegruppe der entstehenden Mannigfaltigkeit S hat offenbar 
die Erzeugenden 
Q:, oceg Qenee, H, 
zwischen denen in F die Homologie 


(9) Qi t+... +Qertia~O0 

besteht. Hierzu treten durch die SchlieBung mit den Vollringen die 
weiteren Homologien 

(10) 20,+H~0 (¢§ = 1,2, ..., 24+1) 
(11) Qrns2—hH~O. 

Wir behaupten, daB S die (2h + 1)-blattrige Uberlagerungsmannigfaltigkeit 
des Torusknotens 2,24-+1 ist. © ist namlich, wie aus seiner Kon- 
struktion hervorgeht, ein gefaserter Raum mit 24+ 1 zweifachen Aus- 
nahmefasern und mit der Kugel & als Zerlegungsfliche. GS gestattet 
eine zyklische Gruppe der Ordnung 24+ 1 von fasertreuen Selbstabbil- 
dungen, bei der sich die 2h -+ 1 zweifachen Ausnahmefasern zyklisch ver- 
tauschen, wahrend die dem Nordpol und Siidpol entsprechenden gewéhn- 
lichen Fasern in sich tibergehen, und zwar bleibt die letztere punktweise 
fest. Um den gefaserten Raum WM zu erhalten, der durch Identifizieren 
aiquivalenter Punkte aus S hervorgeht, identifizieren wir zunichst die 
aiquivaienten Punkte in T. Es ergibt sich das topologische Produkt T 
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aus einem Kreis H und einer Kugel mit zwei Liéchern. Der eine Loch- 
rand ist das gemeinsame Bild der Kreise Q:, .--, Qenz1 und sei mit Q, 
bezeichnet. Der Rand Q,,.,. des anderen Loches dagegen wird von dem 
Kreis Qornse (2h +-1) mal iiberlagert. Die in S bestehenden Homologien 
(10) und (11) gehen daher auf M iiber in die Homologien 


(10) 2Q,+H~0, 

(11) (2h + 1)Qsn42—-hH~O. 
AuBerdem hat man offenbar 

(9) Q: + Qer+a~O. 


Die Homologie (11) besagt, daB die dem Nordpol entsprechende gewohn- 
liche Faser von & in eine (2h + 1)-fache Ausnahmefaser von M iibergeht. 
M hat also zwei Ausnahmefasern der Vielfachheiten 2 und 2h+ 1, und 
da die Determinante des Relationensystems (9), (10), (11) gleich 1 ist, so 
liegt die durch Torusknoten 2, 24 +- 1 gefaserte 3-Sphiire vor (l.c. § 11). Da 
iiberdies die Deckbewegungsgruppe die dem Siidpol von & entsprechende 
Faser punktweise festla®t, so ist S (2h + 1)-fache verzweigte zyklische 
Uberlagerung von M mit einer gewohnlichen Faser von M als Verzweigungs- 
linie, was zu beweisen war. (Vgl. FuBnote *) auf 8.573.) 

Um nun zum Zwecke der Berechnung der Torsionskoeffizienten die 
Relationen (9), (10), (11) der Homologiegruppe von S auf die Normalform 
zu bringen, eliminiert man H aus der letzten Homologie (10) 


20sn41+H~0. 
Fiihrt man dann an Stelle von Q, die Erzeugende 


Q ~O,; — Qenes (¢ = 1,2, ..., 2a) 
ein, so ergeben sich gerade die Relationen 
20, ~0, ..., 2Qi:, ~ 0. 


Es sind also, wie behauptet wurde, 2h Torsionskoeffizienten vom Werte 2 
vorhanden. 


§ 3. 


Charakterisierung der Alexanderschen Polynominvariante. 


Die Homologiegruppen der Uberlagerungsmannigfaltigkeiten eines 
Knotens f sind, wie wir in §1 sahen, durch die Matrix [ = (y,,) von 
8.576 bestimmt. Wir wollen jetzt die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafiir aufstellen, daB eine ganzzahlige Matrix die Matrix [ 
eines Knotens sein kann. Daraus wird sich dann eine Charakterisierung 
der Alexanderschen Polynominvariante ergeben. 

Wir bedenken zunichst, daB man eine berandete Fliche vom Ge- 
schlecht A auffassen kann als ein Elementarflaichenstiick Z, an das 2h 
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,,Bainder“ angesetzt sind. Diese Darstellung ergibt sich sofort, wenn man 
im Fundamentalpolygon der geschlossenen Fliche vom Geschlecht h, das 
in der ,,Henkelform‘**) vorgelegt sei, die Ecken abschneidet, was gleich- 
bedeutend mit einer Lochung der geschlossenen Flache ist. Die Fig. 6 
zeigt die gelochte Fliche vom Geschlecht 2. Man erhilt also den all- 
gemeinsten Knoten vom Geschlecht h oder kleineren Geschlechtes, wenn 
man ein solches gebindertes Flichenstiick auf alle méglichen Weisen in 
den Raum hineinlegt. Wir werden das gebinderte Flachenstiick in der 
ebenen Projektion betrachten und diirfen annehmen, daB das Elementar- 
flichenstiick Z sich als eine Kreisscheibe projiziert und daB die an- 
gesetzten Bander in der Projektion mit Z nur die Ansatzstellen gemein 














Fig. 6. Fig. 7. 


haben. SchlieBlich ist es keine Einschrinkung, anzunehmen, daB die 
Binder in der Projektion unverdrillt erscheinen, da eine Verdrillung 
immer durch eine Selbstiiberschneidung des Bandes ersetzt werden kann 
(s. Fig. 7). Es ist somit nur die eine Seite der Fliche, die ,,Oberseite“ 
sichtbar. (Beispiele sind die Fig. 6 und 9; in ersterer ist f in die Kreislinie 
deformierbar.) Schneidet man den Raum lings der Fliche auf, so spaltet 
sich die Fliche in zwei Exemplare, die lings f aneinanderstoBen. Hebt 
man sie voneinander ab (wie man etwa ein zusammengefaltetes Luftkissen 
aufblist) so entsteht aus dem Elementarflachenstiick EZ mit den 2h an- 
gesetzten Bandern eine Kugel mit 2h angesetzten Henkeln. Der Knoten f 
ist dann der scheinbare Umri8 dieser Flache vom Geschlecht 2h, und die 
Flache selbst wird durch f zerlegt in zwei Teile, die in §1 mit § und «¥ 
bezeichnet wurden, wahrend der AuBenraum M hieB. Die aus F und zF 
bestehende Fliche vom Geschlecht 2A bezeichnen wir auch mit § + 7%, 
und wir verstehen unter § immer den sichtbaren (oben liegenden) Teil 
der Fliche. In der Projektion sind §-+ 2 und § nicht zu unter- 
scheiden und kénnen daher durch dieselbe Figur dargestellt werden 
(s. Fig. 6 und 9). 


*) Vgl. das S. 573 angefiihrte Buch. 
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Zur Ableitung der Relationen (1) von 8.575 wihlen wir auf § 
h Paare von konjugierten Riickkehrschnitten, @,, @,; 45, @,; ...; @2r—1 
@,, von denen jeder ein angesetztes Band durchlauft (s. Fig. 6). Diese 
orientieren wir so, daB a,,;. von a3,;, in dem gemeinsamen Punkt von 
links nach rechts tiberkreuzt wird. Man hat also bei richtiger Orientierung 
der Fliche § die Schnittzahlen 


(12) S (42-415 %-r+2) = + 1, 
und daher 
(13) S (42742; A741) = — 1, 


Die a; bilden zusammen mit den entsprechenden Kurven za; auf der 
Fliche 2% eine Homologiebasis von ¥ + 2%. Mit A; sei der iiber a, er- 
richtete unendliche Halbzylinder bezeichnet, der senkrecht auf der Zeichen- 
ebene steht. Er stellt nach Hinzufiigung des unendlich fernen Punktes 
ein in a; eingespanntes Elementarflachenstiick dar. Wir betrachten nun 
den im AuBenraum M liegenden Teil A; von A;. Der Rand von A; besteht 
aus a; und einigen ,,Schnittkreisen“, nimlich denjenigen, in denen A; 
von den Henkeln der Fliche §% + x durchsetzt wird. Die Summe 
dieser richtig orientierten Schnittkreise heiBe aj, so daB gilt 


(14) Rd A; = a; — a; (in M). 

Die erwabnten Schnittkreise entsprechen den einzelnen Uberkreuzungen 
von a; durch die Kurven a, (k = 1,2,..., 2h). Betrachten wir z. B. 
den Fall, daB a; von a, an einer bestimmten Stelle 
von links nach rechts iiberkreuzt wird (Fig. 8). a 
Der Schnittkreis C von A; mit der iiberkreuzenden Ai 





Stelle des zu a, gehérenden Henkels durchsetzt 
dann a, von links nach rechts. Also ist 
(15) 5 (C, a,) = 1, d(C, a)=0 (j =) 
und auf 2 analog 

(16) S(C,2aq)=1, S(C, xa) =0 (j +b). 
Die Vorzeichen der Schnittzahlen kehren sich um, Fig. 8. 

wenn a, von rechts nach links iiber a; hinweggeht. 

Es bezeichne nun v,, die ,,Uberkreuzungszahl“ von a; und a, d. h. 
die Anzahl der Uberkreuzungen, bei denen a, von links nach rechts iiber 
a; geht, vermindert um die Anzahl der Uberkreuzungen, bei denen a, von 
rechts nach links iiber a; geht. Man findet dann durch Addition der 
simtlichen Schnittkreise des Halbzylinders A; mit dem zu a, gehdérigen 
Henkel aus den Formeln (15) und (16) 

(17) S(4;, Ox) = Vix, 


(18) S(a;, Fa,) = Vip. 
Mathematische Annalen. 110. 38 
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Die Relationen (1) von 8. 575 ergeben sich nun sofort, wenn man 
die auf § + 2% liegenden Kurven (1-Ketten) a; durch die Basisketten 
G,, «++ Gn, LG,,..., Gq, ausdriickt: 

2h 2h 
aj~ 2 Vind, — L Vi, TO, (auf F + x §H). 
1 

Aus (12), (13) und (17) folgt: 

Yi,er+1 = S (aj, Gar+2) = M%,or+2, 
Vi,2r+2 = — FS (ai, G@ar41) = — Maren 


Das gibt zusammen mit der aus (14) folgenden Homologie a;~a; (in M): 


(19) Ay ~ Ug 4, — Vi, 4, + ... + Uj, snGan—1 — Vi, 2n—14%9n 
— (Vig FA, — V4, LA, + ... + Uj, on LOgn—1 — Uj, 2n—-1 £44) 
(in Wt). 


Die Uberkreuzungszahlen v;, sind nicht unabhingig voneinander. Sind 
erstens a; und a nicht konjugierte Riickkehrschnitte, also punktfremd, 
so ist v;, die Verschlingungszahl von a; und a, vj, = V(a;, a), und da 
fiir die Verschlingungszahlen die Symmetriebeziehung 

P (a;, ax.) = D(a, a;) 


besteht, so gilt 
; t 2r+l1 2r+2 
(20) t= (7, For 9 und + 9,41) 
a; und a, seien zweitens konjugierte Riickkehrschnitte, etwa i = 1, k = 2. 
Dann hat es keinen Sinn, von einer Verschlingungszahl von a, und a, 
zu reden, da sich beide Kurven in einem Punkt P treffen, und zwar 
wird gem&8 unserer Festsetzung a, von a, von links nach rechts durch- 
setzt. Wir denken uns dann a, in der Umgebung des Punktes P etwas 
von der Fliche § losgelést und in den AuBenraum M hinein deformiert. 
Die so deformierte Kurve sei a*. Es wird dann die algebraische Summe 
der Uberkreuzungen von a, durch a,* — wobei eine Uberkreuzung von 
links nach rechts mit dem Zeichen+, eine von rechts nach links mit 
dem Zeichen — in die Summe eingeht — gleich V(a,, a*) = v,, +1, die 
algebraische Summe der Uberkreuzungen von a* durch a, dagegen 
YP (a*, a,) = v,,, so daB man wegen der Symmetrie der Verschlingungs- 
zablen erhilt: 

%3 =%,+ 1. 
Allgemein ist 
(21) Vertiart2 = Yer oerga t lL. 


Wegen (20) und (21) kann man héchstens die Zahlen v,, fiir i <-k 
willkiirlich vorgeben. Tatsichlich sind diese Zahlen voneinander un- 
abhingig. Um einen Knoten zu vorgegebenen Zahlen v,, (¢ << k) zu 
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konstruieren, hefte man der Reihe nach die Bander an das Elementar- 
flichenstiick E an, so daB der Reihe nach die Zahlen v,,; 0,5, 453 
Vr gs Uggs Uggs «+3 Ur2h» Va,0n) «++» UV2h—1,2n die vorgeschriebenen Wzrte 
annehmen. Zuletzt bringe man noch in jedem Band so viele Selbst- 
iiberschneidungen (Fig. 7) an, daB auch die Zahlen »,; (i = 1, ..., 2h) 
stimmen. Wir fassen das Ergebnis zusammen in dem 

Satz 5. Ist die in den Knoten t eingespannte Fliche als Elementar- 
flichenstiick mit 2h. angesetzten Béindern dargestellt (S. 584) und bezeichnet 
v;,, die Uberkreuzungszahl des i-ten Bandes durch das k-te, so bestehen 
zwischen den v;, die Beziehungen (20) und (21), und die in dem Relationen- 
system (1) auftretende Matrix T = (y,x) lautet: 


V9 — VN, * U,ah — %;, sh—1 
Ye9 — U5, * Usan — U2, 9h—-1 
Van—1,2 — Ven—1,1 * Van—12h — V2na—1,2h—-1 
Von, 2 — Vgra1 * Van,eh — Vgn,2h—1 


Umgekehrt tritt jede ganzzahlige Matrix, deren Elemente die Bedingungen (20) 
und (21) erfiillen, als Matrix T eines Knotens auf. 


Aus der Matrix [ ergibt sich die Alexandersche Polynominvariante 
(S. 578) bis auf einen Faktor + z”" als die Determinante 
(22) JE—PF+aP|=eo,+e,2+... +¢g,2%". 


Beispielsweise lautet diese Determinante fiir h = 1 und 2, wenn 


man die Uberkreuzungszahlen 0;, (i >) vermége (20) und (21) durch 
die v,, (r <8) ausdriickt, folgendermaBen: 


1+%,(¢-1) —4%,(%7—1) on 
sa tag(@—1) 2—0,4(e—1) fis: 
1+v,,(z—1)  —v,,(z—1) v,,(z—-1) —v,,(z—1) 
? %,(z—1) z—v,,(z—1) v,,(z—1)  —,; (2-1) 
24) | os(@—1) —0,,(e-1) 14%,(e-1) —2,(2—1)| =? 
,(z—1)  --v,,(z—1) %,(@—1) 2—v,4(x—]) 


Aus dieser Gestalt der Determinante erkennt man leicht, da8 das 

Polynom (22) immer die folgenden beiden Eigenschaften hat: 
I. Es ist co, +e, +... +¢:, = 1. 

Il. Es ist c; = ¢,,_; (i = 0, 1,..., 4 — 1). 

Die (bereits bekannte) Eigenschaft I der Polynominvariante ergibt 
sich, wenn man in (22) z = 1 setzt. Um die ,,Symmetriebedingung“ II 
zu beweisen, miissen wir zeigen, daB c, + c,2+ ... + ¢:, 2°" ungeindert 

38 * 
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bleibt bei Ersetzung von z durch z~* und nachtrigliche Multiplikation 
des Ausdruckes mit 22"; d. bh. es muB 

(25) JE—f+eP| =|c(E—f)+T | 

sein. Die Matrix «(E—T)+ fF geht nun durch die folgenden Trans- 
formationen in die Matrix E—f +20 iiber: 

1. Vertauschung der (27+ 1)-ten mit der (27+ 2)-ten Zeile und 
ebenso der (27 + 1)-ten mit der (27 + 2)-ten Spalte (r = 0, 1, ..., A—1). 

2. Vertauschung von Zeilen und Spalten (Umklappung um die Haupt- 
diagonale). 

3. Multiplikation aller geraden Zeilen und Spalten mit: — 1. 

Da sich bei diesen Operationen die Determinante nicht Andert, so 
ist damit die Beziehung (25) bewiesen. 

Aus den beiden Eigenschaften I und II folgt, daB man hédchstens 
die ersten A Koeffizienten c,, ..., c,_, willkiirlich vorgeben kann. Die 
Koeffizienten ¢,4,,...,¢,, sind dann durch II bestimmt, wiahrend sich 
der ,,mittlere“ Koeffizient c, aus I ergibt. 

Wir zeigen nun, da8 c¢,, ...,¢,—, voneinander unabhingig sind, d. h. 
da8B man die Uberkreuzungszahlen Vx(* =) so wihlen kann, da8 die 
Koeffizienten ¢,,..., ¢,—, willkiirlich vorgegebene ganzzahlige Werte er- 
halten. Man wihle namlich alle v;, = 0 bis auf 

42 Uses Uses - +r Ush—s, 2h UNA pp, 
die man = | setzt, wahrend 
Vis» Uss: Us7> -- +> Vsa—s,sa—1 UNA ¥,, 


unbestimmt bleiben. Der Wert der so spezialisierten Determinante 
}E—f +2f | sei A,. Aus (23) und (24) erhalt man z. B. 


1 — %,(z— 1) 
A, = 

z—l x 

1 —%,,(z7—1) z—1 —4,,(2—-—1) 
a z—l1 x 0 0 
v= ae —v,,(z—1) 1 0 

0 —(z—1) 0 x 





Mit A, bezeichnen wir die (2h — 1)-reihige Unterdeterminante, die 
aus A, durch Streichen der letzten Spalte und vorietzten Zeile entsteht. 
Wir entwickeln A, nach der letzten Zeile, in der nur —(z—1) als 
einziges von 0 verschiedenes Element steht, und finden: 

A, = —(z—1)*A'-,, 
also wegen A; = zx — 1 
(26) A, = (—1P—*(@ — 174-'. 
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A, berechnen wir durch Entwicklung nach der letzten Spalte, in 
der — s,—s,an—1(2— 1) und a als die einzigen von 0 verschiedenen 
Elemente stehen: 

Aj = Vga—s, an—i (2 — 1) [(27— 1) A,~-,) 
+ 2[Ap—, + (2 — 1) {— as, 2a—1 (2 — 1)} Aj—1), 
oder mit Benutzung von (26) 
(27) Ay = tAg—1 + (—1)°—* Man—s, 2n—1 (2 — 1)**. 


Unsere Behauptung, daB jedes beliebige Polynom c, + c,a-+ ... + ¢:, 2°" 
mit den Eigenschaften I und II in der Form einer Determinante A, (in der 
die unbestimmt gebliebenen Koeffizienten noch geeignet zu spezialisieren sind) 
geschrieben werden kann, ist offenbar richtig fir h = 1. Sie sei fiir 
den Index h — 1 bereits bewiesen. Insbesondere kénnen wir also durch 
passende Wahl der in A,_, auftretenden unbestimmten Koeffizienten 
Vi3> Vrg> Uggs ++» U2h—s, 2a—s €8 erreichen, daB A,_, gleich dem Polynom 
vom formalen Grade 2h — 2. 


Cte, 2+... +0¢,,2°"—e,(2—1)"" 





x 


wird, dem offenbar die (fiir den Index h — 1 zu formulierenden) Eigen- 

schaften I und II zukommen. Ferner setzen wir v3,~5,9,-1, tiber das 

noch nicht verfiigt wurde, gleich (— 1)*—'c,. Dann folgt aus (27) sofort: 
Ay = 6 +O, +... + gn 2’. 

Damit ist der Induktionsbeweis beendet. 

Den willkiirlichen Faktor + 2", mit dem die Alexandersche Polynom- 
invariante behaftet ist, pflegt man so festzulegen, daB das Absolutglied 
der Polynominvariante 4(z) positiv ausfallt (8.578). Dementsprechend 
tritt bei 4(z) an Stelle der Eigenschaft I die Kigenschaft I’: c, > 0, 


2c¢;= +1. Wir haben damit die folgende Charakterisierung der 
Alexanderschen Polynominvariante: 


Satz 6: Ein ganzzahliges Polynom c,+c¢,c+...+¢:,2°" ist 
dann und nur dann die Polynominvariante eines Knotens, wenn die Be- 
dingungen cg > 0, eo +¢,+...-+G,= 41, G = Ga-:(t=0,1,..., 
h — 1) erfiillt sind. 

Ist ein solches Polynom A(z) vorgelegt, so laBt sich die Aufgabe, 
alle méglichen Knoten mit der Polynominvariante 4(z) zu konstruieren, 
folgendermaBen lésen: Man ermittelt ein System von Uberkreuzungs- 
zahlen v;,, so daB |E—f +2f |= +2" A(x) wird, und konstruiert 
nach dem Verfahren von S. 587 eine gelochte Fliche vom Geschlecht 2h, 
deren Rand ein Knoten von der gewiinschten Beschaffenheit sein wird. 
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§ 4. 

Beispiel eines Knotens, der sich von der Kreislinie nicht durch die 
Homologiegruppen der zyklischen Uherlagerungen und durch die 
Alexandersche Polynominvariante unterscheiden laBt, 

Wir fragen jetzt insbesondere nach den Knoten, deren Polynom- 
invariante A(z) = 1 ist. Sicher gehért die Kreislinie zu ihnen. Wir 
werden sehen, daB es auSer der Kreislinie noch andere Knoten mit 
dieser Eigenschaft gibt. 

Wir miissen dafiir sorgen, daB in dem Polynom |E—f +21 |, 
dessen formaler Grad 2h ist, alle Koeffizienten verschwinden bis auf 
den mittleren, der dann nach I, S. 587 gleich 1 sein mu8. Die defi- 
nierenden Relationen (1) 8.575 der Homologiegruppe der unendlich- 
blittrigen Uberlagerungsmannigfaltigkeit lassen sich nun als ein homogenes 
lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten a,,...,a,, und der 
Koeffizientenmatrix E—[-+<2f auffassen. Da die Determinante des 
Systems gleich x’, also eine Einheit des Integrititsbereiches ist, so folgt 
(Cramersche Regel), daB a,,...,@,, samtlich in der unendlichblattrigen 
Uberlagerungsmannigfaltigkeit, also erst recht in jeder endlichblattrigen 
nullhomolog sind. Sobald sich also |E—f-++2f| auf die Potenz z* 
reduziert, reduzieren sich die Homologiegruppen der samtlichen zyklischen 
Uberlagerungsmannigfaltigkeiten des Knotens auf das Nullelement, d. h. 
die Uberlagerungsmannigfaltigkeiten sind entweder die 3-Sphire oder 
Poincarésche Riume. 

Betrachten wir den einfachsten Fall h= 1. Es ist zu verlangen, 
da8 in dem Polynom |E —f +21] vom formalen Grad 2 der Héchst- 
koeffizient 


ae %s — %, | 
% —% +1 
verschwindet. Das ist z. B. der Fall fiir v,, = —1, v,, =1, %, = 2. 


Ein Elementarflichenstiick mit zwei angesetzten Bandern, die sich diesen 
Uberkreuzungszahlen gema8 iiberschneiden, ist in Fig. 9 gezeichnet. 


Um zu zeigen, daB der Knoten nicht in die Kreislinie deformierbar 
ist, berechnen wir seine Fundamentalgruppe und bringen zu dem Zwecke 
den Knoten zunichst in eine iibersichtlichere Gestalt. Wir verwandeln 
die Selbstiiberschneidungen der Bander gema8 der Fig. 7 in Verdrillungen. 
So entsteht der Knoten der Fig. 10. SchlieBlich werden die gegenseitigen 
Uberschneidungen der Bander durch eine Verdrillung des Elementar- 
flichenstiickes E um 32 beseitigt. Dabei wird jedes der beiden Bander 
noch um 32 verdrillt, so da8 dann das linke Band im ganzen um 7 2, 
das rechte um 572 tordiert ist (Fig.11). Nunmehr bezeichnen wir die 
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Gebiete, in die die Ebene durch die Knotenprojektion zerlegt wird, mit 
A, B, C, b,, b,,...,b,;, 80 wie es die Fig. 11 zeigt. Mit den gleichen 
Buchstaben wird ein von einem festen Ausgangspunkt ausgehender ge- 
schlossener raumlicher Weg bezeichnet, der das betreffende Gebiet einmal 
von oben nach unten und das Auiengebiet einmal von unten nach oben 
durchsetzt. Die geschlossenen Wege A, B, C, b,,..., 6,, erzeugen dann 


e 


Fig. 9. Fig. 10. Fig. 11. 

















die Fundamentalgruppe, und die Relationen, die den einzelnen Uber- 
schneidungen entsprechen, lauten: 

AC*=b, AC'*=b, B* C = Bb;' 

Abji'=b, Ab’ =6b B" 6b = Boy 

Abj'=b, <Abs'=6;,B" by = Bb; 


Ab;' = b, b, = Bboy 
Ab;' =); by, = Bo;}. 
Ab;' = b, 
Ab," _ bis 


Aus jeder dieser drei Reihen laBt sich 6,, durch Elimination der 
iibrigen 5, berechnen. Es ist z. B. 


b,, = 4b;' = Ab, A“ = Ab; A“ = A*b, A“*§ = A*b;' A 
= A*b, A = A‘C"' A“. 
Analog wird 
b;= AB'*AC"*BA'B und b,,= B*C" B’, 
also schlieBlich 
(28) A‘C*A*C=AB'*AC*BA'*BC=B°*C' BC. 
Ware unser Knoten in die Kreislinie deformierbar, so wire (28) die 


freie zyklische Gruppe. Das kann nicht sein, da die Relationen (28) von 
einer nichtzyklischen Gruppe starrer Bewegungen der hyperbolischen Ebene 
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erfiillt werden. Man konstruiere nimlich in der hyperbolischen Ebene 
ein Dreieck ABT mit den Winkeln 2/7, 2/5, 2/3 und verstehe unter A 
eine Drehung um die Ecke A durch den Winkel — 22/7, unter B die 
Drehung um B durch den Winkel + 22/5, unter C die 
44% = Spiegelung an der Seite AB (Fig. 12). Dann bedeuten 
A‘ C-1A-*C = A*(C-1 A-! Cs 
und 
B-*C-1 BFC = B-*(C-1 BC) 
offenbar die identische Transformation’). Den mittleren 
Ausdruck in (28) schreiben wir so: 
[A B-*][A (C—! BC)] [(C-! A-? C) (C-! BO)}. 
= Alle drei eckigen Klammern bedeuten dieselbe hyper- 
Fig. 12. bolische Bewegung, nimlich die Drehung um F durch den 
Winkel 22/3, so daB der ganze Ausdruck wiederum die 
identische Transformation ist. Die Gruppe, die von den hyperbolischen 
Bewegungen A, B, C erzeugt wird, erfiillt also die Relationen (28). Somit gilt 
Satz 7: Es gibt Knoten, bei denen sich die Homologiegruppen der 
similichen zyklischen Uberlagerungen auf das Nullelement reduzieren und 
die sich demgemiB weder durch die Alexandersche Polynominvariante noch 
durch die Torsionskoeffizienten und Bettischen Zahlen der zyklischen Uber- 
lagerungsmannigfaltigkeiten von der Kreislinie unterscheiden lassen. 





®) Das Produkt U V zweier Abbildungen wird erhalten, wenn man erst V und 
dann U ausibt. 


(Eingegangen am 27. 6. 1934.) 








Dreidimensionale euklidische Raumformen. 
Von 
W. Hantzsche und H. Wendt in Dresden. 


Unter einer dreidimensionalen, geschlossenen euklidischen Raumform 
versteht man eine dreidimensionale, geschlossene Mannigfaltigkeit'), der 
durch eine quadratische Differentialform eine Metrik aufgeprigt ist, so, 
daB jeder Punkt eine der euklidischen Vollkugel kongruente Umgebung 
besitzt. 

Wir stellen im folgenden alle geschlossenen euklidischen Raumformen 
auf und bestimmen ihre Fundamentalgruppen, Bettischen Zahlen und Torsions- 
koeffizienten. Dazu dient uns ein Satz des Herrn H. Hopf*), nach dem die 
Menge aller Raumformen mit der Menge aller Diskontinuititsbereiche 
fixpunktloser Bewegungsgruppen des euklidischen Raumes _ iiberein- 
stimmt. Unsere Aufgabe ist es daher, alle fixpunktlosen Bewegungs- 
gruppen des euklidischen Raumes mit endlichem Diskontinuititsbereich 
zu finden. Nun sind alle Bewegungsgruppen des euklidischen Raumes 
iiberhaupt, soweit sie endlichen Diskontinuitatsbereich haben, aus der 
Kristallographie bekannt. Man kénnte sich daher darauf beschrinken, 
aus den 230 kristallographischen Gruppen die fixpunktlosen herauszu- 
suchen. Da indessen die Fixpunktlosigkeit fiir die Ableitung der Gruppen 
wesentliche Vereinfachungen mit sich bringt, so werden wir die fixpunkt- 
losen Gruppen ermitteln, ohne auf die kristallographische Literatur‘) 
Bezug zu nehmen. 

Wir stellen zuerst die Bewegungsgruppen 1. Art auf, die uns die 
orientierbaren Raumformen geben, danach die 2. Art, die nichtorientier- 
bare Raumformen zu Diskontinuititsbereichen haben. 


§ 1. 
Fixpunktlose Gruppen 1, Art. 


Sei G eine beliebige Gruppe von Bewegungen 1. Art des dreidimen- 
sionalen Raumes ®*, den wir durch ein kartesisches Koordinatensystem 


1) Eine dreidimensionale, geschlossene Mannigfaltigkeit ist ein dreidimensio- 
naler, zusammenhangender, endlicher homogener Komplex, vgl. H. Seifert und 
W. Threlfall, Lehrbuch der Topologie, § 59 (Teubner 1934). 

2) H. Hopf: Zum Clifford-Kleinschen Raumproblem, Math. Annalen 95 (1925), 
8S. 315. 

3) Vgl. z. B. A. Schoenflies: Kristallsysteme und Kristallstruktur, Leipzig 1891 
(1. Aufl.}; Theorie der Kristallstruktur, Berlin 1923 (2. Aufl.). P. Niggli: Geo- 
metrische Kristallographie des Diskontinuums, Leipzig 1919. 
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x, y, z in bestimmter Weise orientieren. Eine Bewegung 1. Art ist ent- 
weder eine Translation oder eine Schraubung um eine bestimmte Schraub- 
achse, die wir uns stets mit einer festen Richtung versehen denken. Bei 
der Schraubung wird die Schraubachse um eine bestimmte Strecke r, 
die ,.Verschiebungslinge“, die positiv, negativ oder Null sein kann, in 
sich verschoben, wahrend sich gleichzeitig der R* um die Schraubachse um 
einen bestimmten Winkel g dreht. Das Vorzeichen des Drehwinkels wird 
dabei folgendermaSen bestimmt: Man verschiebt das 2, y, z-Koordinaten- 
kreuz so, daB die positive z-Achse mit der gerichteten Schraubachse zur 
Deckung kommt. In der zy-Ebene gilt dann der Drehsinn als der posi- 
tive, der die positive z-Achse durch den Drehwinkel $ in die positive 
y-Achse iiberfiihrt. Man kann so jede Schraubung in einen ,,Translations- 
anteil und einen ,,Drehanteil‘ zerlegen. Ist der Translationsanteil gleich 
Null, so ergibt sich eine Drehung, die wir als eine spezielle Schraubung 
auffassen wollen. Unter dem Schraubwinkel der Schraubung verstehen 
wir den Drehwinkel des Drehanteils. 


Die simtlichen Translationen, die in © vorkommen, bilden einen 
Normalteiler T von G. Wir zeichnen im * einen festen Anfangspunkt O 
aus und ordnen jeder Schraubung G aus © die ,,parallele‘ Drehung g 
mit dem gleichen Drehwinkel zu, deren Achse parallel zur Schraubachse 
von @ durch den Punkt O geht. Einer Translation wollen wir dagegen 
die identische Abbildung zuordnen. Diese Zuordnung ist offenbar eine 
homomorphe Abbildung von © auf eine Gruppe g starrer Drehungen um 
den Punkt O. Der Normalteiler von 6, der dem Einselement von g 
entspricht, ist gerade die Translationenuntergruppe T, so daB g isomorph 
der Faktorgruppe ©/T ist. 


Da es uns nur auf die geschlossenen Raumformen ankommt, 
beschrinken wir uns nun im folgenden auf Gruppen © mit endlichem 
Diskontinuitatsbereich: In einer solchen Gruppe hat nach einem Satz 
von Herrn Bieberbach*) der Normalteiler I drei linear unabhiingige 
Erzeugende T,, T,, T;,, wahrend die Faktorgruppe ©/T = g endlich ist. 
Wahlt man nun endlich viele Schraubungen 4,,..., A, aus © derart aus, 
da8 die parallelen Drehungen a,,...,a, die Gruppe g erzeugen, so sind 
T,, T,, 7, Ay, Ay, ..., A, offenbar Erzeugende von ©. Man kann hiernach 
zur Konstruktion aller Gruppen G den folgenden Weg einschlagen. Man 
geht von einer endlichen Drehgruppe g aus, wahlt ein System von Er- 
zeugenden a,,..., ad, und dazu irgendwelche parallele Schraubungen 
A,, ..., A,, sowie drei linear unabhangige Translationen T,, 7,, T;. Die 


*) L. Bieberbach, Uber die Bewegungsgruppen der euklidischen Raume, Math. 
Annalen 70, S. 297. 
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von diesen Schraubungen und Translationen erzeugte Gruppe © besitzt 
dann, falls zwischen den Schraubungen und Translationen noch gewisse 
Beziehungen bestehen, gerade die von T,, T,, T, erzeugte Gruppe T als 
gréBte Translationenuntergruppe und als Faktorgruppe ©/T die vorge- 
gebene Gruppe g. Welches diese Beziehungen sind, ergibt sich aus dem 
folgenden °) 

Satz I. Damit die aus den Schraubungen A, (k = 1,...,n) und 
den Translationen T, (i = 1, 2,3) erzeugte Bewegungsgruppe © die von 
den T, erzeugte Gruppe I als gréBte Translationenuntergruppe und die 
vorgegebene Drehgruppe g als Faktorgruppe nach XT hat, ist notwendig und 
hinreichend, daB folgende Bedingungen erfiillt sind: 


(1) R,(A,, ..-, Ag) = TO (oe = 1, 2,..., #), 

a i (y = 1,..., #), 
(2) <a = Be) (« = 1, 2, 3), 
(3) T,T;= T,T;. (4, 7 = 1, 2, 3) 


Dabei sind die T® und T Produkte aus T,, T,,T;, und Ro (a,,...,4_) = 1 
die definierenden Relationen von g. Die Relationen (1) bis (3) sind iiber- 
dies definierende Relationen von ©. 

Beweis: 

a) Die Notwendigkeit der Bedingungen ist klar. 

b) Wir zeigen, daB unter diesen Bedingungen T die gréBte Trans- 
lationenuntergruppe von © ist. 

t = {{A,,..., A», T,, T,, T;) sei eine beliebige Translation aus ©. 
Ist unsere Behauptung richtig, so muB ¢ sich als Produkt von T7,, 7,, T, 
darstellen lassen. Mit Hilfe von (2) kénnen wir ¢ iiberfiihren in 
t= f, (A,, ..., An) fy (7;, T,, T;). Da t eine Translation ist, mu8 
f, (@, ---, @) = 1 sein. f,(a,,...,@,) muB sich also mit Hilfe der Re- 
lationen R,(a,,...,@,) = 1 zu 1 machen lassen. /,(A,,...,A,) wird 
sich unter Verwendung der entsprechenden Relationen R,(A,, ..., A,) = 1 
und den Relationen (2) dann in ein Produkt der 7, iiberfiihren lassen. 
Also gilt ¢ = f,(7,). I ist demnach die gréBte Translationenuntergruppe 
von ©. Da dann G/T die von a,, a,,...,@, erzeugte Drehgruppe, also 
die Gruppe g ist, wurde bereits oben allgemein bewiesen. 

c) (1), (2), (3) sind die definierenden Relationen von 6. Denn sei 
h(A,,..., An, T,, T,, 7;) = 1 eine weitere Relation, so laBt sie sich nach 
dem unter b) beschriebenen Verfahren in h,(7,, T,, T;) = 1 iiberfiihren. 
h, = 1 ist also eine Relation von T, lat sich also mit (3) zur Identitat 
machen. Damit ist Satz I bewiesen. 


5) BA bezeichnet die Bewegung, die entsteht, wenn man erst A und dann B 
ausfibrt. 
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Die Relationen (2) gestatten die folgende geometrische Deutung. 
Die Schraubung A, unterscheidet sich von der parallelen Drehung a, 
durch eine Translation t,, d.h. es ist A, = a,17,. Aus (2) folgt somit: 

Tay % = &T, T*, 
also wegen der Vertauschbarkeit der Translationen: 

a-' T,a, = T® (¢ = 1, 2, 8). 
Hieraus leitet sich fiir eine beliebige Translation T aus T, d. h. fiir ein 
beliebiges Potenzprodukt der Erzeugenden 7, T,, T, die Gleichung: 
a;' Ta, = T’ 

ab, wo TZ” ebenfalls eine Translation aus T ist. Wendet man diese 
Gleichung insbesondere auf den Punkt O an, so ergibt sich: 

az’ T [a, (0)| = 7’ (0) 
und wegen a, (0) = O: 

a, T(O) = T’(0). 

T(O) und 7’(O) sind Punkte des Gitters T, das aus den zu O hin- 
sichtlich T aquivalenten Punkten besteht. Die letzte Gleichung sagt aus, 
daB bei der Drehung a;' ein Gitterpunkt wieder in einen Gitterpunkt 
iibergeht, d. h. das Gitter T gestattet die Gruppe g. Da man die 
SchluBkette offenbar in der umgekehrten Reihenfolge durchlaufen kann, 
so hat man damit den 

Satz II: Die Relationen (2) sind gleichbedeutend mit der Tatsache, 
daB das Gitter T der zu O hinsichtlich I dquivalenten Punkte die Dreh- 
gruppe g gestattet. 

Weiter beweisen wir den 

Satz III: Gestattet das riumliche Gitter T eine Drehung a durch den 
Winkel p (y + 0) um eine durch O gehende Achse «, so ist die senkrecht 
auf « stehende, durch O gehende Ebene E Gitterebene, d. h. die in E liegen- 
den Gitterpunkte bilden ein ebenes (nicht nur ein lineares) Gitter. 

Beweis: Seien P und Q zwei Punkte von T, die nicht beide in ein und 
derselben durch « gehenden Ebene liegen. Sie gehen durch die Drehung a 
nach Satz II in zwei Gitterpunkte P’ und Q’ iiber. Die Translationen 


PP’ bzw. QQ’ sind dann linear unabhingig und fiihren die Ebene E in 
sich iiber. Sie erzeugen somit in E ein ebenes Punktgitter, w. z. b. w. 

Da das in E liegende Punktgitter bei der Drehung a in sich iiber- 
gehen muB, so kommen als Drehwinkel nur 22/2, 22/3, 22/4, 22/6 
und als Drehgruppen g nur die folgenden platonischen Gruppen in Frage’): 

1. Zyklische Gruppen der Ordnungen 1, 2, 3, 4, 6; 

2. Diedergruppen der Ordnungen 4, 6, 8, 12; 

3. Tetraedergruppe; 

4. Oktaedergruppe. 


*) Vgi. Hilbert Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie (Berlin 1932), S. 75. 
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Zur Ermittlung der fixpunktlosen Bewegungsgruppen, auf die es uns 
allein ankommt, dient weiter der 

Satz IV: Bei einer fixpunktlosen Gruppe © enthilt eine zu einer 
Schraubachse parallele Gitterebene ein Rechteckgitter, in dem eine Seite des 
Grundrechteckes parallel zu dieser Schraubachse ist. 

Beweis: Man kann annehmen, daB die Schraubachse’) von © durch 
den Punkt O geht und mit der positiven z-Achse zusammenfillt. Es sei A 
die Schraubung um diese Achse, die um eine méglichst kleine Trans- 
lation verschiebt. Ihr Drehwinkel betrigt 2~k/n, wobei k und n teiler- 
fremd sind. A® ist dann eine Translation in Richtung der z-Achse. Ihre 
Verschiebungslinge machen wir zur Lingeneinheit. A” ist die kiirzeste 
Translation in Richtung der z-Achse, da andernfalls A nicht die Schrau- 
bung mit der kiirzesten Verschiebungslinge wire. Die xz y-Ebene ist nach 
Satz III eine Gitterebene E,, ebenso die parallele Ebene E, durch den 
Punkt (0,0,1). Wir zeigen nun, daB zwischen diesen beiden Ebenen 
keine Gitterpunkte vorhanden sind. Wenn dies doch der Fall wire, so 
gibe es eine Translation 7, die O in einen Gitterpunkt mit der z-Koordi- 
nate c (0<( ¢ <1) iiberfiihrt. Dann betrachten wir die Bewegung A T. 
Sie ist offenbar eine Schraubung um eine zur z-Achse parallele Achse. 
Ihre Verschiebungslinge ist c+ 1/n, wahrend der Drehwinkel derselbe 
wie bei A ist. Folglich ist (A T)" eine Translation in Richtung der 
z-Achse mit der Verschiebungsliinge nc +1. Da die Lange der kiirzesten 
Translation lings der z-Achse gleich 1 ist, so muB nc+1 eine ganze 
Zahl, also c gleich p/n(p =1,...,%—1) sein. Dann wird aber die 
Ebene E, bei der Bewegung A~-”-T in sich gedreht, namlich um den 
Drehwinkel der Schraubung A~?, so da in E, ein Fixpunkt liegen mu&. 
© sollte aber fixpunktlos sein. 

Wir wollen nun von den einzelnen Drehgruppen ausgehend die zu- 
gehérigen Punktgitter und dann die Bewegungsgruppen © aufstellen, indem 
wir von vornherein Riicksicht darauf nehmen, da8 wir nur die fixpunktlosen 
Gruppen suchen. 

§ 2. 


Fixpunktlose Gruppen 1. Art, deren Drehgruppe zyklisch ist. 

Ist g die Identitit, so ist offenbar 6 = T die von drei unabhingigen 
Translationen erzeugte Gruppe. 

Ist g zyklisch von der Ordnung n (n = 2, 3, 4, 6), so sind nach 
Satz I die Erzeugenden von G drei unabhangige Translationen 7’, T,, 7, 
und eine Schraubung A mit dem Drehwinkel 22/n. Man kann annehmen, 
da8 die Schraubachse von A die z-Achse ist. Dann ist nach Satz III 
die x y-Ebene eine Gitterebene, wenn wir den Ursprung zum Gitterpunkt 








7) Drehachsen schlieBen wir von vornherein der Fixpunkthaltigkeit wegen aus. 
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nehmen. Die Beziehungen zwischen 7,, T,, T, und A ergeben sich aus 
Satz I. Die Relationen (3) sind stets erfiillt. Die Relationen (2) be- 
sagen nach Satz II, daB das Gitter T die Drehung um die z-Achse durch 
den Winkel 22/n gestattet. Somit ist das in der zy-Ebene liegende 
Gitter mit den Erzeugenden 7,, 7,, T, fiir n = 2 beliebig, fiir n = 3,6 
hexagonal, fiir n = 4 quadratisch. Nach Satz IV kann man dann die 
dritte Translation 7, parallel zur z-Achse annehmen. Nun besagt die 
Relation (1), daB A" = Tt. m und k miissen teilerfremd sein. Ware 
nimlich n = an’ und k = ak’, so folgte (A" T>*)* = 1. A” T>* hat 
nun einen von Null verschiedenen Drehwinkel, und weil die «-te Potenz 
die Identitét ist, muS es also eine Drehung sein. Die Gruppe sollte 
aber fixpunktlos sein. Uberdies kann man 0 << nm annehmen, da 
man andernfalls A durch eine geeignete Schraubung A 7% ersetzen kann. 

Fir n = 2 ist k= 1. 

Fiir n = 3, 4, 6 gibt es auBer kK = 1 noch k = 2 bzw. k = 3 baw. 
k=5. Aber der weitere Wert von k liefert jedesmal nur eine Gruppe, 
die zu der des Wertes k = 1 spiegelbildlich ist, also nichts wesentlich Neues. 

Alle diese Gruppen sind fixpunktlos, denn die Restklassenzerlegung 
von © nach T lautet: 

6 =T+TA+...4+7A*-1. 

TA* (q = 1,...,~—1) enthalt lauter Schraubungen, deren Achsen 
parallel zur z-Achse sind und deren Verschiebungslinge q/n + ganze Zahl 
ist. Die Verschiebungslinge Null tritt auBer bei der Identitat nicht auf. 

Wir berechnen jetzt die Fundamentalgruppen und Invarianten der zu 
den Gruppen gehérigen Raumformen. Nach einem Satze der Topologie ist die 
Fundamentalgruppe einer Mannigfaltigkeit 1-isomorph der Deckbewegungs- 
gruppe der universellen Uberlagerungsmannigfaltigkeit*). Bei einer eukli- 
dischen Raumform ist die universelle Uberlagerungsmannigfaltigkeit gerade 
der euklidische Raum und die Deckbewegungsgruppe die zur Raumform 
gehérige euklidische Bewegungsgruppe. Die in Satz I angegebenen defi- 
nierenden Relationen der Bewegungsgruppe sind damit zugleich die defi- 
nierenden Relationen der Fundamentalgruppe. Die Homologiegruppe der 
Dimension 1 erhilt man dann durch Abelschmachen der Fundamental- 
gruppe. Aus den Homologiegruppen bestimmen wir die Bettische Zahl p* 
der Dimension 1 und die Torsionskoeffizienten c,,...,c, der Dimension 1. 
Wir fassen die numerischen Invarianten in das Symbol®) (p'lc,. ..., ¢,). 
Wir stellen nun die 5 Gruppen zusammen: 


8) Vgl. das eingangs zitierte Lehrbuch der Topologie §§ 57 und 48. 

%) Durchgefihrte Beispiele zur Ermittlung der numerischen Invarianten aus 
der Fundamentalgruppe finden sich bei W. Threlfall und H. Seifert, Bewegungs- 
gruppen des dreidimensionalen spharischen Raumes, Math. Ann. 104 (1930), §9 u. 11. 
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Fixpunktlose Gruppe 1. Art G,, die von 3 Translationen erzeugt wird. 
Erzeugende: 3 beliebige unabhingige z é 4 


Translationen 
F., Te Zo 





(Fig. 1). 
Definierende Relationen : 
T;,T, = 7,7; (i, k = 1, 2, 3). 
Numerische Invarianten: 


xz 
(31 —). Fig. 1. 











Fixpunktlose Gruppen 1. Art G2, ...,@;, die von 3 Translationen und einer 
Schraubung um den Schraubwinkel 2x/n(n = 2, 3, 4, 6) erzeugt werden. 

In jeder dieser Gruppen befinden sich unter den Erzeugenden 3 Trans- 
lationen T,, T,, 7’, und eine Schraubung A"). T, und T, erzeugen ein 
in der x y-Ebene gelegenes Gitter, das fiir n = 2 beliebig, fiir n = 3,6 hexa- 
gonal und fiir n = 4 quadratisch ist (vgl. Figuren 2 bis 5). TT, verschiebt 
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10) In Figuren bezeichnen wir eine Schraubung A mit der Verschiebungslange r 
und dem Schraubwinkel g mit dem Symbol A(r, yg). Die das Gitter T auf- 
spannenden Vektoren sind in den Figuren stark gezeichnet. 
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die z-Achse um die Liingeneinheit, withrend A die z-Achse als Schraubachse 
mit der Verschiebungslinge 1/n und dem Schraubwinkel 2 2/n besitzt. 
Definierende Relationen und numerische Invarianten: 


6,: A® = f,, 
AT,4—° = T;', AT,4-'*= Tz, AT,4—' = Tf, 
I, T, = T, Tf, (i, E = 1, 2, 3), 
(11 2,2). 
6;: A’ = T,, 
AT,4—‘°=T,, AT,A-' =Ty'T;', AT,A— = T,, 
T,T, = 7, T, (i, k = 1, 2, 3), 
(113). 
®,: A‘ = f,, 
AT,4o wt, At,4f-'*= T;', AT,4— = f,, 
T,T, = 7;T, (st, = 1, 2, 3), 
(112). 
©: AS = T,, 
AT,A—' =f, AT,A-' = Tr'T,, AT,A—' = T,, 
T,T, = T, fT, (3, & = 1, 2, 3), 
(11—). 


Die Diskontinuititsbereiche der Gruppen sind leicht zu finden. Bei 
©, ist der Diskontinuitétsbereich ein Parallelepiped (Grundmasche des 
Gitters T). In ihm sind gegeniiberliegende Seiten je durch eine Trans- 
lation zugeordnet. 

Bei den Gruppen 6,,...,@,; kann man als Diskontinuititsbereich 
ein gerades Prisma von der Hoéhe 1/n nehmen (n = 2, 3, 4, 6). Die 
Grundflache ist fiir n = 2 ein Parallelogramm, fiir n = 3, 6 ein regel- 
maBiges Sechseck, fiir n = 4 ein Quadrat. Gegeniiberliegende Seiten des 
Prismas sind durch Translationen zugeordnet, Grund- und Dachfliche durch 
eine Verschraubung um 22/n. 


§ 3. 
Die Drehgruppe ist eine Diedergruppe, die Tetraedergruppe 
oder die Oktaedergruppe. 

Die Dieder-Drehgruppe 9 denken wir uns so orientiert, dal die Haupt- 
achse des Dieders in die positive z-Achse und eine Nebenachse in die positive 
z-Achse fallt. Da das Gitter T, in der zy-Ebene nach Satz II die Dre- 
hung um die Nebenachsen des Dieders gestatten mu8, so kann T, kein 
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beliebiges Parallelogrammgitter sein. Nach Satz IV ist es ein Rechteck- 
gitter, in dem eine Seite des Grundrechtecks parallel der z-Achse ist. 
Hiermit scheiden die Diedergruppen der Ordnungen 6 und 12, fiir die 
das Gitter T, hexagonal ist, fiir die weitere Untersuchung aus. Auch 
die Diedergruppe der Ordnung 8 ist nicht brauchbar. In diesem Falle 
sind auBer der z- und y-Achse noch die Linien c = + y Nebenachsen 
des Dieders. Das Rechteckgitter T, mu also noch die Symmetrie an 
diesen Linien gestatten und ist daher quadratisch. Dann ist aber der 
Satz IV verletzt, wenn man unter der dort genannten Gitterebene die 
zy-Ebene und unter der Schraubachse eine zur Linie z = y parallele 
Schraubachse versteht. 

Es sei nun g die Diedergruppe der Ordnung 4 (Vierergruppe). 

Ihre Zweierachsen legen wir in die z-, y-, z-Achsen und wihlen als 
Einheiten auf den Achsen die Abstinde von O bis zum nichsten Gitter- 
punkt. Wir sahen schon, daB T, ein rechteckiges Gitter sem mu8. An- 
dererseits bilden die Translationen von © und die Schraubungen parallel 
zur z-Achse eine Untergruppe vom Typus ©, des vorigen Paragraphen, 
so daB8 das riumliche Gitter T aus T, durch Translation lings der z-Achse 
um alle ganzzahligen Lingen entsteht. T ist also ein Rechtkantgitter 
und wird erzeugt von drei Translationen 7, T,, T,, die die Koordinaten- 
achsen um die Lingeneinheiten in sich verschieben. Die zur Vierergruppe 
gehérigen Gruppen © bestimmen wir nun nach Satz I. 

Die Relationen der Vierergruppe g sind: 

@=-1 8%=1 e=1 cha=1. 
a, b, ec bezeichnen dabei Drehungen um die Koordinatenachsen z, y, z. 

Wir miissen nun zu a, 6, c drei parallele Schraubungen A, B, C so 
hinzufiigen, daB die Relationen (1), (2), (3) von Satz I erfiillt sind. Die 
Relationen (1) lauten: 

A=-T™, P= ™, O=7T, CBA=T™., 

Die Drehwinkel von A, B, C sind 2. Die Verschiebungslingen 
kann man auf das Intervall 0 < <1 beschriinken. Ware z. B. die 
Verschiebungsliange von A gréBer 1, so brauchte man nur A mit einer 
passenden Potenz von 7, zu multiplizieren. um eine Schraubung zu er- 
halten, deren Verschiebungslinge zwischen 0 und 1 liegt. Da 7 eine 
ganzzahlige Verschiebungslinge hat, mu8 A wegen A? = JT als Ver- 
schiebungslange ein Vielfaches von 1/2, also genau 1/2 haben, da Null 
wegen der Fixpunktlosigkeit nicht in Frage kommt. Ebenso sind die 
Verschiebungslingen von B und C gleich 1/2. 

Damit haben wir die ersten drei Gleichungen (1) ausgenutzt. 

Wir nehmen nun an, die Schraubachse von A falle in die z-Achse, 


die Schraubachse von B laufe parallel zur y-Achse durch den Punkt 
Mathematische Annalen. 110. 39 
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(0, 0, 8), die von C parallel der z-Achse durch (0, a, 0). Durch geeignete 
Wahl des Koordinatensystems kénnen wir dies ohne Einschrankung der 
Allgemeinheit tun. 

Man rechnet nun leicht nach, daB der Punkt (x, y, z) durch die 
Bewegung CBA in den Punkt (20+4-$+ 2, 20—}+y, 28+4+4+2) 
iibergeht. Dieser Punkt mu8 aber wegen der vierten Gleichung von (1) 
aus (xz, y, z) durch Translation hervorgehen. Da jede Translation des 
Gitters die Gestalt «’ T, + 6'T, +’ T, (a, B, y’ ganze Zahlen) hat, 
miissen 20+4, 20—4, 28+4 ganze Zahlen sein. op, 06,8 k6nnen 
mithin die Werte + 1/4, +3/4, +5/4,... annehmen. Wahlen wir 
B = 1/4 und 9 = o = 1/4 und lassen auf die Schraubungen B bzw. C 
die Translationen »T, bzw. uw T,+AT, (v, uw, A ganze Zahlen) folgen, 
so entstehen parallele Schraubungen, fiir die 6 = (2+ 1)/4 bzw. 
o = (24+1)/4, o = (244+ 1)/4. Mit 6 = 9 =o = 1/4 kommen dem- 
nach auch alle iibrigen méglichen Schraubungen vor, so daB die Annahme 
B = 0 =a = } keine Einschrankung bedeutet. 

Damit sind die Schraubungen A, B, C bestimmt und die Relationen 
(1) erfiillt. Da die Relationen (2) und (3) bereits durch die Wahl des 
Gitters erfiillt sind, so erzeugen die Translationen 7,, T,, T,; zusammen 
mit den Schraubungen A, B, C eine Gruppe G,, deren Faktorgruppe die 
Vierergruppe ist. Sie ist fixpunktlos, denn die Restklassenzerlegung von 
© nach T lautet: 

6=T+TA+TB+TC. 


<A, IB, IC sind Schraubungen, deren Achsen parallel zur z-, y-, z-Achse 
sind und deren Verschiebungslinge 1/2 + ganze Zahl ist; die Verschiebungs- 
lange Null tritt auBer bei der Identitét nicht auf. Wir fassen zusammen: 


Fixpunktlose Gruppe G, 1. Art, die von 3 Translationen und 3 Schraubungen 
mit senkrecht aufeinanderstehenden Achsen erzeugt wird. 


Die Erzeugenden sind die 3 Translationen T,, T,, T,, die die z-, y-, 
z-Achse um die Léngeneinheit verschieben, sowie die 3 Schraubungen A, B, C 
mit dem Schraubwinkel x und den Verschiebungslingen 1/2, deren Achsen 
aus der Figur 6 hervorgehen. Die Relationen ergeben sich aus Satz I: 

4=f7, BP=fT, C=f, CBA=f,f, 
AfT,A—“=T,, AT,4-*=T;', AT,A—' = T;', 
BT,B-'=T;', BI,B-'=T,, BT,B' = T;', 
CT,C-'=Tr1, CT,C-*=T;', CT,C— = f,, 
T,fT,=1,7T, (¢,& =1, 3, 9). 


Numerische Invarianten: (0|4, 4). 
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Der Diskontinuitatsbereich der Gruppe la8t sich leicht finden, wenn 
die Translationen ein Wiirfelgitter erzeugen. Das Netz wird dann durch 
die Figur 7 dargestellt, aus der man auch die Zuordnungen ersieht. 
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Fig. 6. Fig. 7. 


Da die Tetraedergruppe die Vierergruppe zur Untergruppe hat, so 
mu8 das riumliche Gitter T ein Rechtkantgitter sein und zwar ein ku- 
bisches, da nur dieses die Dreierdrehung gestattet. Dann ist aber der 
Satz IV fiir die Schraubachsen parallel zur Diagonale des Grundwiirfels 
verletzt. Um so weniger kommt die Oktaedergruppe in Frage, da sie 
die Tetraedergruppe zur Untergruppe hat. 


§ 4. 
Fixpunktlose Bewegungsgruppen 2, Art. 

Zu den Elementen der Bewegungsgruppen 1. Art: Schraubung und 
Translation, treten bei den Bewegungsgruppen 2. Art noch die Dreh- 
spiegelung und die Gleitspiegelung. Eine Drehspiegelung besteht aus einer 
Spiegelung an einer Ebene (Spiegelanteil), der eine Drehung um eine im 
Endlichen gelegene und zur Spiegelebene senkrechte Achse folgt (Dreh- 
anteil). Ist insbesondere der Drehanteil die Identitaét, so erhalten wir 
eine reine Spiegelung, ist er eine Drehung um 2, so ergibt sich die In- 
version an einem Punkte. Der einzige Fixpunkt der Inversion ist der 
DurchstoBpunkt der Drehachse mit der Spiegelebene, das Zentrum. Bei 
einer Gleitspiegelung folgt auf eine Spiegelung an einer Ebene (Spiegel- 
anteil) eine Translation parallel zu dieser Ebene, die nicht die Identitiat 
sein darf (Translationsanteil). 


Wir zeigen nun, daB jede fixpuntthaltige Bewegung 2. Art eine Dreh- 
spiegelung und jede fixpunktlose Bewegung 2. Art eine Gleitspiegelung ist. 
Durch die fixpunkthaltige Bewegung 2. Art B gehe ein Kéorper K in 
einen dazu spiegelbildlichen K’ fiber, wobei ein Punkt P von K fest bleibe. 
Die Inversion J mit dem Zentrum P fiihrt K’ in K” iiber. Die Be- 

39* 
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wegung JB bringt K nach K”. Dies ist eine Bewegung 1. Art, und 
weil dabei P fest bleibt, eine Drehung G, deren Drehachse « durch P 
geht. Wir finden also: 


B=J-'G. 
Die Inversion J—' zerlegen wir in eine Spiegelung an einer Ebene, die 
senkrecht zu « liegt, und eine Drehung um 2 um eine Achse, die mit « 
zusammenfallen mu8. J~'G und damit B ist also eine Drehspiegelung. 


Eine fixpunktlose Bewegung 2. Art S fiihre den Punkt A in den 


Punkt A’ iiber. Bezeichnen wir die Translation A’ A mit 7, so ist 7-S 
eine fixpunkthaltige Bewegung 2. Art mit dem Fixpunkt A. Sie ist also, 
wie wir eben gesehen haben, eine Drehspiegelung. Ihr Spiegelanteil sei 
= und ihr Drehanteil ’. Es gilt mithin: 
T-S=T 2, 
8 = TT. 

Wenn I’ nicht die Identitét ist, so ist T-'I eine Schraubung, die 
auch eine Drehung sein kann, um eine zur Spiegelebene von Y senkrechte 
Achse. T~!I'S ist also fixpunkthaltig entgegen der Voraussetzung iiber S. 
Ist J’ die Identitét und 7 senkrecht zur Spiegelebene, so haben wir 
ebenfalls eine fixpunkthaltige Bewegung. Liegt TJ nicht senkrecht, so 
erhalten wir eine Gleitspiegelung, deren Spiegelebene parallel zur Spiegel- 
ebene von & liegt. 

Jede Gruppe 8 2. Art besitzt einen Normalteiler 1. Art © vom 
Index 2. Ist S ein Element aus 8, so gilt alo 8B = G+ 6-S. Da 
der Diskontinuitatsbereich der Gruppe 1. Art doppelt so groB ist wie der 
der Gruppe 2. Art, so hat die Gruppe 1. Art endlichen Diskontinuitits- 
bereich, falls die Gruppe 2. Art endlichen hat und umgekehrt. Sicher 
finden wir die fixpunktlosen Gruppen $8 mit endlichem Diskontinuitits- 
bereich unter den Gruppen, die durch Einbau einer Gleitspiegelung S in 
die fixpunktlosen Gruppen 1. Art erhalten werden. Die Gleitspiegelung 
war ja das einzige fixpunktlose Element 2. Art. Wir beweisen zu dem 
Zwecke den 

Satz V: Fiigt man zu einer Gruppe G 1. Art mit den Erzeugenden 
B,, ..., B, und den Relationen: 

(1) R,(B,,.--, B) =1 (9 =1,.:.7) 

eine Gleitspiegelung S hinzu, so enthilt die von B,,..., B, und S erzeugte 
Gruppe ® dann und nur dann © als Normalteiler vom Index 2, wenn 
aufer (1) noch die folgenden Relationen gelten: 

(2) S* = f, 

(3) S'*3B.S=B, ¢=—1,..., 8). 
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T, B,,..., B, sind dabei Elemente aus G, insbesondere ist T eine Trans- 
lation. 

Die Relationen (1), (2), (3) bilden ein System definierender Relationen 
von B. 

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingungen ist klar. 

Ist eine Verbindung 9(B,, ..., B,,S) gleich einem Elemente 1. Art G’ 
aus %, so kann man dieses mit Hilfe von (2) und (3) auf die Gestalt 
bringen: 

y(B,,...,B,)-S'=G’ (e =0,1). 
e = 1 kann nicht auftreten, da G’ von der ersten Art sein sollte. Es 
ist also G’ gleich p(B,,..., B,), d. h. G ist die gréBte Untergruppe 1. Art. 

Ist speziell G’ = 1, so ist auch w(B,,...,B,)=1. yw lat sich 
dann mit Hilfe der Relationen (1), p(B,,..., B,, S) also mit Hilfe der 
Relationen (1), (2), (3) in die Identitaét iiberfiihren. (1), (2), (3) bilden 
daher ein System definierender Relationen. 

Es bezeichnet im folgenden immer % die zu untersuchende fixpunkt- 
lose Gruppe 2. Art, © den Normalteiler 1. Art vom Index 2, T die Unter- 
gruppe aller Translationen von 8. T7,, T,, T, seien 3 erzeugende Trans- 
lationen von T, S eine feste Gleitspiegelung aus 8, Sp die Gleitspiegelebene 
von S. Von S setzen wir noch voraus, daB es keine andere Gleitspiegelung 
gibt, bei der Sp um eine kiirzere Strecke in sich verschoben wird als bei S. 

Uber die méglichen Lagen der Gleitspiegelebene von S gibt folgender 
Hilfssatz AufschluB8: 

Hilfssatz: Ist T eine Trans- 
lation aus X und sind T, und T, die 
Komponenten von T parallel und senk- 
recht zur Gleitspiegelebene Sp, so ist 
T, eine Translation aus T. 

Beweis: Es ist T} = TSTS- 1 
(siehe Fig. 8). ei 

Liegt ein Punkt O des zur Untergruppe T gehérigen Gitters T in 
Sp, so folgt aus dem Hilfssatz, daB Sp eine Gitterebene von T ist. 

Bei der Konstruktion der Gruppen 2. Art unterscheiden wir 2 Fille. 
I. Die Untergruppe © 1. Art ist eine Translationengruppe, 

Il. @ besitzt auch Schraubungen. 
I. ©& ist eine Translationengruppe © = T. 
Wir wahlen einen Gitterpunkt O in der Gleitspiegelebene Sp. Wie ge- 
zeigt, ist dann Sp eine Gitterebene des von T erzeugten Gitters T. Ist 
t die Translation, die Sp bei S erfahrt, so gehért + wegen der Fixpunkt- 
losigkeit von 8 nicht zu %, wohl aber t* = S*. Gabe es nun in 8 eine 





gs 
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Translation 7’, die O in derselben Richtung, aber um eine kiirzere Strecke 
verschiebt als r*, so ware der Translationsanteil der Gleitspiegelung S 7’—1 
kleiner als der Translationsanteil von S, was der vorausgesetzten Be- 
schaffenheit von S widerspricht. Man kann daher r* = 7, als erste er- 
zeugende Translation der Gruppe © wahlen. 

Die zweite erzeugende Translation 7, wihlen wir parallel zu Sp so, 
daB 7, und T, das in Sp liegende Parallelogrammgitter erzeugen. O werde 
von 7, nach P, von T, nach Q gebracht. OP RQ sei das Grundparalielo- 
gramm. Es sind folgende Fille zu unterscheiden. Die Parallelkomponente 
von 7’, fihrt den Punkt O 

a) in den Mittelpunkt von OP, 

b) ” ” ” ” Og, 

. ee ” » OR iiber, oder 

d) 1aBt O fest. 

Andere Méglichkeiten bestehen auf Grund des Hilfssatzes, da man 
T, mod T, und mod 7, reduzieren darf, nicht. 

Der Fall d) fihrt zu einer Gruppe %,, die die von T7,, T,, T, er- 
zeugte Translationengruppe vom Index 2 enthilt. Die Relationen (2) und 
(3) des Satzes V lauten dann nimlich 


§ = f,, 
8T,8=fT,, 87,8 ‘=f, 8T,8'* = T;'. 
a) scheidet aus, weil bei ST>* eine zu Sp parallele Ebene punkt- 
weise fest bleibt. Der Fall b) geht in c) iiber, wenn man OP und PQ 


zu den Seiten eines neuen Fundamentalparallelogrammes macht. Im Falle 
c) erhalten wir eine Gruppe %,, deren Relationen (2) und (3) lauten: 
S$ = f,, 
8T,8-'=T7,, 87T,8-'=f7,, 8T,8-' = T,T, T>'. 

Wir zeigen nun die Fixpunktlosigkeit von 8, und %,: 

Eine allgemeine Bewegung einer Gruppe 2. Art hat die Form 
GS*(e = 0.1), wo G eine Bewegung aus © ist. Weil G fixpunktlos ist, 
brauchen wir die Bewegungen, fiir die « = 0 ist, nicht auf Fixpunkt- 
losigkeit zu untersuchen. G@ ist im Falle von %,, 8, eine Translation, 
die wir allgemein ansetzen mit T = T¢7?Ts. Man betrachte nun die 
Schar aller Parallelebenen derjenigen Ebene, die den Vektor der Trans- 
lation T, und den der Translation 7,7, enthilt. Diese Ebenen stehen 
senkrecht auf der Gleitspiegelebene und werden bei der Bewegung TS 
untereinander vertauscht, ohne da8 dabei eine der Ebenen in sich iiber- 


ginge. Damit ist die Fixpunktlosigkeit auch fiir die Restklasse GS be- 
wiesen. 
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Es haben sich somit die folgenden beiden Gruppen ergeben: 


Fixpunktlose Gruppen 8, und ®, 2. Art, die von 3 Translationen 7, 72, 7; 
und einer Gleitspiegelung S erzeugt werden. 
B,: T, und T, erzeugen in der Gleitspiegelebene Sp ein Par mm- 
gitter. T, steht senkrecht auf Sp (Fig.9)**). 



































Fig. 9. Fig. 10. 


Definierende Relationen und numerische Invarianten: 


F= 7, 
ST,S-'=T,, ST,S-1=T7,, ST,S-' =T; 
f,f, = 7,7, (i,j = 1, 2, 3) 
(212) 


B,: T, und T, erzeugen in Sp ein Parallelogrammgitter. Der End- 
punkt des Vektors von T, projiziert sich orthogonal auf Sp in den Mittel- 
punkt des Fundamentalparallelogrammes (Fig. 10). 

Definierende Relationen und numerische Invarianten : 


F=f, 
ST,8-1=T,, ST,8-'=T7, ST,8-' = 7,7, T>? 
?,f, = f,f, (i,j = 1, 2, 3) 


(21—). 

Il. 6 enthalt Schraubungen. 

1. Die Gruppe G ist eine der Gruppen 6,, ..., G;. 

A sei eine Schraubung, bei der die Schraubachse « um eine méglichst 
kleine Strecke in sich verschoben wird. Die mit S transformierte Schraubung 
A hat als Schraubachse eine Gerade, die parallel zu der an Sp gespiegelten 
Geraden « ist. Daher mu8 « entweder senkrecht oder parallel zu Sp 
sein, denn alle Schraubachsen sind untereinander parallel. 





11) In den Figuren sind die Gleitspiegeleb schraffiert. 
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A) «a sei senkrecht zu Sp. 

Da AS die zu Sp parallelen Ebenen untereinander vertauscht und zwar 
in umgekehrter Reihenfolge anordnet, so gibt es eine solche Ebene, die 
in sich iibergeht. Sie erfahrt eine Drehung in sich und hat daher einen 
Fixpunkt. 

B) « ist parallel zu Sp. 


Dann ist « notwendig eine Zweierachse. Andernfalls ist némlich A~'S A 
= S’ eine Gleitspiegelung, deren Gleitspiegelebene mit Sp den Winkel 22k'n 
(k prim zu n, n> 2) einschlieBt. SS’-* ist somit eine Drehung um den 
Winkel 2-22k/n, also fixpunkthaltig. Wir brauchen uns mithin nur mit 
dem Fall einer zu Sp parallelen Zweierachse zu beschiftigen. y sei die 
Orthogonalprojektion der Achse « auf Sp. Nach Satz IV 
ist das in Sp liegende Gitter ein Rechteckgitter, und 
man kann von dem Grundrechteck OPRQ annehmen 
(Fig. 11), daB eine Seite OQ auf y liegt. Die Gleitung r, 
die Sp bei S erfahrt, fiihrt dann O entweder nach dem 
Fig. 11. Mittelpunkte von O P oder von OQ, oder von OR, denn 

t*, nicht aber rt, ist eine Translation der Gruppe. Man 
braucht nur den Fall zu betrachten, daB + senkrecht auf y steht, 
also O nach dem Mittelpunkt von OP fiihrt. In den beiden anderen 
Fallen ist niimlich S’ = A-'S eine Gleitspiegelung, deren Ebene senk- 
recht auf der Ebene Sp steht und parallel zu y ist. Da aber A~'S = S* 
die durch O gehende auf y senkrechte Ebene in sich iiberfiihrt, so folgt, 
da8 der Translationsanteil von S* senkrecht zu y liegt. Man braucht also 
nur S durch S* zu ersetzen. 7, und 7’, seien die beiden Translationen O P 
und OQ. 

Wir unterscheiden 2 Fille. 

a) Die Achse « liegt in Sp. 

Da nach Satz III jede Gitterebene parallel zu y ein Rechteckgitter 
enthalt, kann man 7, so wahlen, da8 sich der Vektor von T, orthogonal 
auf Sp in die Gerade OP projiziert; nach dem Hilfssatz geht dabei sein 
Endpunkt entweder in O oder in den Mittelpunkt von O P iiber. Letzteres 
kommt der Fixpunktlosigkeit wegen nicht in Frage, da ja die Gleitspiegelung O 
ebenfalls in den Mittelpunkt von O P fiihrt. Das Gitter T ist also ein Recht- 
kantgitter. Die Gruppe © ist dann vom Typus ©,. Da8 G, in der durch 
Hinzunahme von S enthaltenen Gruppe 2. Art 8, vom Index 2 enthalten 
ist, folgt aus den untenstehenden Relationen nach Satz V. 

b) In der Gleitspiegelebene Sp liegt keine Schraubachse. Dann ver- 
stehen wir unter « eine Schraubachse mit méglichst kleinem Abstand d 
von Sp. ASA-' = S' ist eine Gleitspiegelung, deren Ebene parallel zu 
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Sp im Abstand 2d liegt. S/S’ ist somit eine Translation senkrecht zu Sp 
mit der Verschiebungslinge 4d. Wir kénnen diese Translation als dritte 
erzeugende Translation 7, benutzen und erhalten so die Gruppe 8,. Gabe 
es namlich eine Translation T,, die die Ebene Sp in eine Ebene Sp 
iiberfiihrt, deren Abstand « von Sp kleiner als 4d wire, so kann man 
€ <2d annehmen, da sonst 7,7; eine solche Translation ist. «e < 2d 
ist unméglich, da dann AT, eine Schraubung wire, deren Achse eine 
Entfernung <d von Sp hitte. 

Die Fixpunktlosigkeit weisen wir wie bei 8, bzw. 8, nach. Die Be- 
wegungen G sind hier die Translationen, die bereits bei 8, untersucht 
worden sind, und eine Schar paralleler Schraubungen mit zur Gleitebene 
parallelen Achsen. Ein beliebiger Punkt (zx, y,z) geht durch eine solche 




















Fig. 12. Fig. 13. 

Schraubung A, (vgl. die in me 12 und 13 eingezeichneten Koordinaten- 

systeme) in einen Punkt (2’, y gest, 2’) tiber. Uben wir nun noch S 
2n Set 1 


aus, so wird (2, y, z) iibergefiihrt in a y+—>5—, 2”). Die Annahme, 
da8 (x, y,z) ein Fixpunkt von SA, ist, fiihrt i & auf den Widerspruch 


guy poets 2n att 1 
Wir kites unter 1. also folgende Gruppen gewonnen: 


Fixpunktlose Gruppen 8, und %,, die von 3 Translationen 7, 7:2, 73, 
einer Schraubung A und einer Gleitspiegelung S erzeugt werden. 
Das von T,, T,, T,, erzeugte Gitter ist ein Rechtkantgitter (Fig. 12 und 13). 
%,: Definierende Relationen und numerische Invarianten: 

A=T,, 17,7, = T,T, (s,7 = 1, 2, 3), 
AT,4-!=T7', AT,4—° =T,, AT,A—' = Tz, 
8T,8=f7,, 8s17,8'=17, 87,8" = T;', 

S=T7,, SAS-=T,A 

(11 2,2) 
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%,: Definierende Relationen und numerische Invarianten: 
A= f,, 17,7, = T,T, (3, j = 1, 2, 3), 
Af,4-' = Tr!, AT,4-—'° = f,, AT,4— = T;', 
S=17,, SAS“ = 17, TFA, 
ST,8-'=fT,, 8T,8"'=—T,, 8T,8-' = T;' 
(114). 


2. Die Gruppe © ist die Gruppe 6,. 

Hat der Normalteiler die Vierergruppe zur Faktorgruppe, so treten bei 
ihm 3 Scharen aufeinander senkrecht stehender Schraubachsen auf. Die 
Spiegelebene muB8 so gelegt werden, daB keine neuen Schraubungen auf- 
treten (Satz V, Relation (3)). Die médglichen Lagen der Gleitspiegelebene 
kénnen also sein: 

1. Sie liegt senkrecht zu einer Schar von Schraubachsen. Dieser Fall 
schied der Fixpunkthaltigkeit wegen aus (vgl. S. 608). 

2. Sie geht parallel zu einer Schar von Schraubachsen und ist im Winkel 
von 45° gegen die beiden anderen Scharen geneigt. Wir transfor- 
mieren hier die Gleitspiegelung durch eine Schraubung, deren Achse 
um 45° geneigt zur Spiegelebene liegt. Setzen wir die erste Gleit- 
spiegelung mit der transformierten zusammen, so erhalten wir eine 
Drehung um 2, also einen Fixpunkt (vgl. 8. 608). 


Als Ergebnis fassen wir zusammen: Es gibt 6 orientierbare und 
4 nichtorientierbare geschlossene euklidische Raumformen. Die nume- 
rischen Invarianten der orientierbaren sind: 

G,: (31—); G,: (112,2); G,: (113); 

G,: (112); G,: (L1—); G,: (014,4); 
die der nichtorientierbaren: 

B,: (212); B,: (21—); By: (112,2); 

B,: (114). 

Die fixpunktlosen Bewegungsgruppen, die diese Raumformen zu Dis- 
kontinuitatsbereichen haben, sind unter den 230 euklidischen Bewegungs- 
gruppen mit endlichem Diskontinuitatsbereiche in der Bezeichnung der 
Kristallographie (Schoenflies-Niggli) die folgenden: 

6,=C€,, 6,=—€, G6, =—C€:, bzw. C3 (Spiegelbilder), 

6,=@3 baw. C, 6,=C3 baw. C3, 6 = B,; 
8, = C}, (in alterer Bezeichnung €}), 

BS, = Ci, (oder Ci), B= C},, B, = C,. 
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Die geschlossenen euklidischen Raumformen unterscheiden sich hiernach 
topologisch schon durch den Orientierbarkeitscharakter oder die numerischen 
Invarianten, und keine zwei sind also homéomorph. Die geschlossenen 
euklidischen Raumformen sind damit bestimmt. Die offenen werde” in 
einer Arbeit von W. Nowacki: ,,Die dreidimensionalen geschlossenen und 
offenen euklidischen Raumformen“, Comm. Math. Helv. 1934, aufgezahlt, 
in der alle aus der Kristallographie bekannten fixpunktlosen Bewegungs- 
gruppen, auch diejenigen mit unendlichem Diskontinuitatsbereich, zur 
Konstruktion der Raumformen angewandt werden. Offene euklidische 
3-dimensionale Raumformen gibt es vier orientierbare und vier nicht- 
orientierbare. Das euklidische Raumformenproblem ist hiermit, das 
sphiarische durch die in FuBnote °) angefiihrte Arbeit sowie durch deren 
Fortsetzung in Math. Annalen 107 vollstandig erledigt. Weit schwieriger 
ist die Frage nach den hyperbolischen Raumformen, von denen man 
nur wenige Beispiele kennt. 


(Eingegangen am 20. 4. 1934.) 








Uber den Zusammenhang der verschiedenen Begriffe 
der rekursiven Funktion. 


Von 


Rézsa Péter (Politzer) in Budapest. 


Einleitung. 
I. 


1. Die wichtigste Eigenschaft der Gesamtheit der natiirlichen Zahlen 
ist, daB man iiber eine noch so groBe Zah] » immer noch um | weiter- 
gehen kann. Dieses Um-1-noch-weitergehen bildet daher auch die wichtigste 
Methode der elementaren Zahlentheorie. So beweist man die Behauptungen 
liber ganze Zahlen im allgemeinen durch Schlu8 von n auf n+ 1, und 
man definiert die zahlentheoretischen Funktionen meistens so, da8 man den 
Funktionswert y(n -+- 1) aus Funktionswerten aufbaut, die an niedrigeren 
Stellen angenommen werden. 

Skolem') hat gezeigt, daB sich die iibliche Arithmetik finiterweise 
— also ohne Benutzung der Begriffe ,,alle“‘ und ,,es gibt“ — aufbauen laBt, 
wenn man sich auf diese ,,rekurrierende Denkweise“ stiitzt. Die Klasse 
der rekursiven Funktionen ist demnach ein auch vom Standpunkt des 
Intuitionismus unanfechtbares Gebiet der Mathematik und enthilt alle 
gebrauchlichen Begriffe der Zahlentheorie. Es scheint also lohnend, die 
rekursiven Funktionen auch an und fiir sich, von den Anwendungen ab- 
gesehen, zu untersuchen. Dies erfordert ausschlieBlich solche Hilfsmittel, 
die zu den ersten Elementen der Zahlentheorie gehéren; daher setze ich 
keinerlei besondere Vorkenntnisse, insbesondere nichts aus der mathema- 
tischen Logik, voraus. 


2. Die rekursiven Funktionen wurden auch 6fters als Hilfsmittel zu 
verschiedenen Untersuchungen herangezogen, namentlich von Hilbert’) 
und Ackermann*) zum Kontinuumproblem und vor kurzem von Gédel*) 
zu seinen wichtigen Untersuchungen iiber die Unbeweisbarkeit gewisser 


1) Th. Skolem, Begriindung der elementaren Arithmetik durch die rekurrierende 
Denkweise, Videnskapsselskapets Skrifter (Kristiania) I. Mat.-Naturv. Kl. (1923), Nr. 6. 

2) D. Hilbert, Uber das Unendliche, Math. Annalen 95 (1916), S. 161—190. 

3) W. Ackermann, Zum Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen, Math. Annalen 
99 (1928), S. 118—133. 

*) K. Gédel, Uber formal unentscheidbare Satze der Principia Mathematica 
und verwandter Systeme I., Monatshefte fiir Math. und Phys. 88 (1931), S. 173—198. 
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Widerspruchsfreiheitssitze. Die bei diesen Untersuchungen zugrunde ge- 
legten Rekursionsbegriffe zeigen gewisse Abweichungen voneinander. 

3. Der Begriff der Rekursion la8t sich auf viele verschiedene Weisen 
abgrenzen. Ich beschrinke mich im folgenden auf solche Rekursionen, 
die zahlentheoretische Funktionen definieren, nur Zablenvariublen ent- 
halten und ein wirklich durchfiihrbares Verfahren zur Berechnung der 
Funktionswerte fiir gegebene Zahlenwerte der Argumente liefern. Die 
einfachste Form einer solchen Rekursion ist jene, die Gédel in seiner 
zitierten Arbeit verwendet; diese werde ich im folgenden als ,,primitive 
Rekursion“ bezeichnen. © 

Eine einstellige Funktion g(n) entsteht durch primitive Rekursion 
aus einer Konstanten k und aus einer zweistelligen Funktion f (a, b), wenn 

p(0) =k 
p(n + 1) = B(n, y(n). 

AuBer den Variablen n, nach welcher die Rekursion lauft, kénnen in 
der Funktion auch andere Variablen als Parameter auftreten. Allgemein 
werde ich sagen, daB eine r + 1-stellige Funktion (n, a,, a, ...,@,) durch 
primitive Rekursion aus der r-stelligen Funktion «(a,, a,,...,@,) und aus 
der r + 2-stelligen Funktion f (n, a,, a,, ...@,, 4,4 ,) entsteht, wenn 

y (0, a,, ..., @p) = a(a,, ..., ay) 
p(n+1,4,,...,a¢,) = B(n,a,, ..., a,, p(n, a,,..., Gy). 

Die primitive Rekursion ist also dadurch charakterisiert, daB der 
Funktionswert an der Stelle »+ 1 von der Stelle und vom Funktions- 
wert an der vorangehenden Stelle n, bei unverainderten Parametern, abhingt. 

Ich betrachte folgende Verallgemeinerungen der primitiven Rekursion: 

1. Die Wertverlaufsrekursion. Diese ist eine Definition, nach welcher 
der Funktionswert g(n-+ 1) nicht aus dem unmittelbar vorangehenden 
Wert ¢(n), sondern aus mehreren der vorherigen Werte @ (0), y (1),..., p (m), 
also aus dem vorangehenden Wertverlauf der Funktion aufgebaut wird. 


(Z. B. die rekursive Formel von Euler fiir die Summe der Teiler von n, 
bezeichnet mit o(n): 


eis) = yt 1-1 lo(n ag a t)+ o(n «Sosy 
i 


wobei i solche positive Zahlen durchliuft, fiir die die vorkommenden 
Argumente von o nicht negativ sind und statt o(0) stets » zu setzen ist.) 

2. Die eingeschachtelte Rekursion. Diese ist eine solche Definition 
einer mehrstelligen Funktion, bei welcher die Parameter nicht festgehalten 
werden, vielmehr Einsetzungen fiir sie erfolgen; hier mu8 man zum Auf- 
bau des Funktionswertes p(n + 1,4,,...,@,) nicht bloB den Funktions- 
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wert p(n, a,,...,@,), sondern die Funktion p(n, a, ...,a,), als Funktion 
von 4,,4,,...,@, kennen. Eine solche Rekursion hat die Form 
yp (0, a,, @,, ..., 4) = a(a,, Gy, ..., Gy) 

p (m + 1, @,, dy, .--, Bp) = ford, ... d, (M, Oy, Bay - + +> Be, Y (m, b,, by, ..., by), 
wobei der ,,Term™ fy,5,... 0, (n, a,, dy, --.@,, p(n, b,, b,...,5,)) aus den 
Variablen ,a,,...,@,, ferner gewissen schon eingefiihrten rekursiven 
Funktionen und der Funktion p(n, a,,...,a,) — aufgefaBt nur als Funk- 
tion der Argumente a,,...,a,, d.h. bei Festhaltung von m in der ersten 
Argumentstelle — durch Substitutionen aufgebaut ist®). Eine solche 
Rekursion ist z. B. die bekannte Definition der Binomialkoeffizienten: 


(°) 1, falls a = 0 


a) 0 sonst, 
1, falls a= 0 
+1 : 
Co 1?) +(”) mae 


Es kénnen auf der rechten Seite sogar eingeschachtelte Funktions- 

werte vorkommen, z. B. 
p (0, a) = a (a) 
y(n +1, a) = B(n, a, p(n, y(n, a, p(n, a)))). 

Diesen Rekursionsbegriff verwendet Hilbert in seiner zitierten Arbeit. 
Bei Hilbert werden zur Herstellung des Terms auch héhere Funktionen- 
typen zugelassen, deren Argumente nicht nur natiirliche Zahlen durch- 
laufen (was fiir seinen Ansatz zum Kontinuumproblem unerlaBlich ist); 
solche Funktionentypen will ich hier von vornherein ausschlieBen. 

3. Die mehrfache Rekursion — im Gegensatz zu der bisherigen ein- 
fachen — d. h. die gleichzeitige Rekursion nach zwei oder mehreren 
Variablen. 

4. Unter rekursiven Funktionen verstehe ich jene, die aus gewissen 
einfachen Ausgangsfunktionen durch eine endliche Kette von Substitu- 
tionen®) und Rekursionen entstehen. Als Ausgangsfunktionen wahlt man 





5) Der Index b, b,...6, von f weist darauf hin, daB 
fo, bg... by (n, a; eet Ge g(n, b, bs, eet, b,)) 
von der Funktion g, und nicht von den Argumenten 6,, hy, ...,b, abhangt, diese 
dienen vielmehr nur zur Numerierung der ,,freien‘‘ Leerstellen von g, die in f durch 
Einsetzungen ,,gebunden“ werden sollen. 

6) Statt der allgemeinen Substitution wiirde es geniigen, die Substitution 
von 1 (und zwar in die erste Leerstelle einer Funktion) zuzulassen. In der Tat ist 
8 (x(a)) = ¢(1.a), falls p(n, a) folgendermaBen definiert wird: 

¢ (0, a) = « (a) 
p(n + 1,a) = B(y (m, a)), 
Analoges gilt auch fiir mehrstellige Funktionen. 
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zweckmaBig die Funktionen 0 und n+ 1, die schon bei Peano als die 
Grundbegriffe der Arithmetik (auf die alle iibrigen Begriffe zuriickgefiihrt 
werden) dienen. 

Man kénnte glauben, daB die rekursiven Funktionen bei verschiedener 
Wahl des Rekursionsbegriffs verschiedene Klassen von zahlentheoretischen 
Funktionen bilden; die engste, wenn nur die primitive Rekursion zugelassen 
wird (es ist trivial, daB die iibrigen Rekursionen diese als Spezialfall ent- 
halten). Ich werde aber beweisen, da8 die Hinzunahme der Rekursionen 
1. und 2. die Klasse der durch primitiven Rekursionen definierten rekur- 
siven Funktionen nicht erweitert. Man kann sogar zur selben Klasse auch 
so gelangen, daB man nur die einfachste primitive Rekursion, von der 
Form 

y(0)=1 
y(n +1) = B(n, y(n) 
zula8t, worin keine Parameter vorkommen, dafiir aber auch noch einige 
zweistellige Funktionen als Ausgangsfunktionen hinzunimmt. 

DaB die mehrfache Rekursion dagegen aus dieser Klasse hinausfiihrt, 
hat Ackermann in seiner zitierten Arbeit bewiesen. Sein Beweis lat sich 
durch die eben angedeuteten Resultate wesentlich vereinfachen. 

Auf die mehrfache Rekursion will ich in einer spiteren Arbeit zuriick- 
kommen; in derselben werde ich auch die Behauptung beweisen, daB 
man sich auf Rekursionen ohne Parameter beschrinken kann. 


II. 


5. Von jetzt an werde ich nur jene Funktionen rekursiv nennen, die 
aus den Ausgangsfunktionen 0 und n-+-1 durch eine endliche Kette von 
Substitutionen und primitiven Rekursionen entstehen. Bekanntlich sind 
n, a+n, a-n, a", n! rekursive Funktionen’). Von Skolem') und spiter 
unabhingig von ihm von Gédel*) wurde von einem grofen Teile der 
zahlentheoretischen Funktionen bewiesen, daB sie in diesem Sinne rekursiv 
sind. Ich setze die Kenntnis dieser Arbeiten nicht voraus, daher werde 
ich fiir die Funktionen, deren Rekursivitaét ich benutze, je eine rekursive 
Definition angeben. 

6. Erstens ist es klar, daB samt a+ n und a-n auch die mehr- 
gliedrige Summe und auch das Produkt von mehreren Faktoren: 


7) Genau genommen mu8 man, um a+ und a-n definieren zu kénnen, 
auch die triviale Operation der VergréBerung der Anzahl der Leerstellen einer Funk- 
tion durch Hinzunahme von ,,fiktiven‘’ Variabeln, von denen die Funktion in 
Wirklichkeit nicht abhangt, zulassen.. Besitzt man bereits die Funktionen a+ 1 
und a-n, 80 1é8t sich diese Operation auf Substitutionen zuriickfiihren (némlich 
durch Addition der Nullfachen der fiktiven Variablen zur fraglichen Funktion). 
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a,+a,+...+a, bzw. a,-a,...a, rekursiv sind; diese lassen sich 
namlich aus a+ bzw. a-n durch Substitutionen aufbauen. 

Auch das ist leicht einzusehen, da8 mit «(n,a,,...,a,) zugleich auch 
die Funktionen 


42 


y (%, @,,..., @) = J a(t, a,, ..., ay) 
und = 
py (mn, a,, ..., Gy) =H a (t,@,, . «+5 Gy) 
rekursiv sind; w(n,a,,...,@,) laBt sich z. B. folgendermafen definieren: 
y (0, a,,...,@,) = «(0, a,, ..., a,) 
y(n+1,a,,...,@,) =a(n+1,a,,...,@,).p(m, @,, ..., a). 


7. Unter an verstehe ich die Funktion, welche gleich a — n ist, 
wenn a>n, und gleich 0, wenn a <n. Der Spezialfall n—1 abt 
sich durch 

0o—-1=0 
(n+1)—l=n 
definieren, und wenn man diese Funktion anwendet, ergibt sich a +n 
wie folgt: 
a-O=a 
a—(n+1) = (a—n)—1. 
a—-n ist also auch rekursiv. Ferner sind sgn und sgn, wo 


{ 9, falls n = 0 
sgn = 


it, « wee 
und 
a (1, falls n = 0 
ee = lo, ,, n+0, 
obne weiteres als rekursive Funktionen zu erkennen. 
8. Die Funktion [F] laBt sich auch rekursiv definieren. Darunter 


will ich im Falle 6 = 0 Null verstehen, in jedem anderen Fall die gréBte 
a 


ins enthaltene ganze Zahl. 


Es sei namlich 
a=q-b+r (r <b), 
so ist 6(> 0) in a+ 1 dann und nur dann q+ 1-mal enthalten, wenn 
r=b—1. Da nung= [F<]. also r=a —[$]-6 ist, ist 


b—r=([F]+1)-b-a. 
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Die Bedingung 6 — r = 1 kann also durch 

(§]+1)9-e+1 <0 
ausgedriickt werden. Es ist nun 


sg b- se (([F] + 1)-b—(a+ 1)) = ‘ge lat und b—r = 1, 


also laBt sich (F] definieren wie folgt: 


[s]=9 
[$4] = [5] + 20-ie((F] +1)9~ e+ 0), 
Den bei der Teilung auftretenden Rest r = ¢ (a, 6) erhalt man aus [5] 
folgendermaBen: d 
o(a,b) = a+|¢]-b. 


9. Gédel nennt eine Beziehung zwischen den Variablen a,, a,, ..., a, 
rekursiv, wenn es eine rekursive Funktion «(a,,a,,...,@,) gibt, die fiir 
solche und nur solche a,,a,, ...,a, verschwindet, fiir welche die fragliche 
Beziehung besteht. Es sind z. B.a=6, a+b6 und a< 6b rekursive 
Beziehungen, da a = b mit (a—b) + (b—a) = 0,a+b mit sg [(a — b) 
+ (b—a)} = 0 und a<b mit (a+ 1)— 6b = 0 gleichbedeutend ist. Ist 
ferner das Bestehen der Beziehungen B, (a,, @,, . .., @,) und B, (a,, a5, ..., @,) 
mit £,(a,, 4,,..-, 4) = 0 bzw. B, (a,, ay, ...,@,) = 0 gleichbedeutend, wo 
6, und f, rekursive Funktionen sind, so besteht B, und B, dann und 
nur dann zu gleicher Zeit, wenn 


B, (@,, Gg, -.-, @) + By (a,, a, ...,a,) = 0. 
Wird das gleichzeitige Bestehen von B, und B, symbolisch durch B, & B, 
ausgedriickt, so ist also diese Beziehung 
B, (a@,, 5, .. -, @,) & B, (a,, ay, .. ., ay) 

zugleich mit B, und B, rekursiv. 

Es la8t sich auch die Rekursivitaét einer aus rekursiven Funktionen 
,,zusammengeflickten“ Funktion beweisen: Sind 

B, (G,, Gg, -- +» Bp), By (G,, Gg, . - +» By), «+ 29 By (G,, Bq, -- -» By) 
solche rekursiven Beziehungen, da8 fiir eine jede Kombination a,, ay, ...,a, 
eine und nur eine von ihnen besteht, sind ferner «, (@,, a, ..., @,), 
Hy (G,, Gy, ---, Gy), «.-5 Oy (@,, Gy, ..., @,) rekursive Funktionen, so ist auch 
die folgendermaBen definierte Funktion 9 (a,, a,, ...,a,) rekursiv: 
|® (a,, ,,...,@,), falls B, (a,, a,, ..., @,) besteht, 

_. J &y(G,, Gy, ~~. Gy), 55 By (G,,4,---5 47) 5, 

Wy (Gy, Bge 2 0p Belo np By yp Bg -- 20 Be) — os 
Mathematische Annalen. 110. 40 


p (@,, Gy,..-, G,) 
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Es sei namlich £,(a,, a,,.-.,@,) fiir i = 1,2,...,% eime Funktion, die 
dann und nur dann verschwindet, wenn B, (a,, a,, ..., @,) besteht, dann ist 


P ah 
P (Gy, Gy, « « «5 Gy) = 2% (a,, @y, .. -, @) +88 (By (4,, Gy, .- +5 Gy); 


~ (@,, 45, ..-, @,) entsteht also durch Einsetzung aus rekursiven Funktionen. 
Durch Anwendung der ,,zusammengeflickten Funktion“ ergibt sich 
insbesondere, daB samt a(n,a,,...,@,) auch (n,m, a,,..., G,) 
= Dy a (i,@,,...,@,) rekursiv ist, indem man diese Funkticn folgender- 
maBen erklart: 
| 0, falls m > n, 


p(n, m, a,,...,4,) = mm Sp «+0 Or), Ss m = ®, 


n m—1 
dD «(i,a,,.-.,4,)> LY a(i,a,,...,@,), falls O< m= n. 
i=0 i=0 


Ahnlich laBt sich auch [7 « (i,q, ...,a,) definieren. 

10, Mit Hilfe des Vorherigen ist es leicht zu beweisen, daB auch die 
Funktionen #(n, a), p, und 2, (a) rekursiv sind, wobei 
(0, falls » durch a teilbar ist, 
\1 sonst; 


p, die der GréBe nach n-te ungerade Primzahl und fir n=O die 
Zahl 2 bedeutet; und 2, (a) fiir a + 0 der Exponent von p, in der Prim- 
faktorzerlegung der Zahl a, und fiir a = 0 Null ist. 

Es ist namlich *) 


O(n, a) = 


# (n, a) = sgo(n, a). 
Um p, zu definieren, zeige ich erst, daB die (eingliedrige) Beziehung I" (n): 
,® ist Primzahl*‘, rekursiv ist. J’(n) ist namlich gleichbedeutend damit, 
daB (m — 1)!* durch n nicht teilbar und n > 1 ist, also mit 
b((n—1)?,n) + Ok&n>1, 
Wird nun die Funktion p(n, a, 6) folgendermaBen definiert: 


a, falls n< a, 
y(n, a, b) = jn, falls n >a, I’(n) besteht, und 6 = a, 
b sonst, 
so bedeutet die durch 
y(0,a)=a 


y(n + l,a) = p(n + 1,4, y(n, a)) 


8) Die rekursive Definition der Funktionen p, und x, (a) lieBe sich durch An- 
wendung der Zeichen der theoretischen Logik etwas verkiirzen. 
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definierte Funktion fiir n >a die kleinste Primzahl zwischen a (excl.) 
und » (incl.), falls eine solche existiert. Demnach kann p, folgender- 
maBen definiert werden: ~ 
Po = 2 
Pati = v (Pn! + 1, Pn)- 
Sei endlich 
0, falls # (a, p+") = 0, 
gy (n, a, b,c) = jn, falls O(a, p?) = 0 & O(a, prt?) + 0, 
c sonst 
und 
y(0, a,b) =0 
y(n +1, a, 6) = y(n+ 1,4, b, p(n, a, )), 
dann bedeutet p(n, a,b) + 1 den kleinsten derjenigen Exponenten i< n + 1, 
fiir welche a durch pi nicht teilbar ist, falls ein solcher existiert. Durch 
p* ist a, falls a + 0, gewiB nicht teilbar, also ist*) 
x, (a) = p(a, a, n). 

Wegen einer spiteren Anwendung bemerke ich noch, daB beim Auf- 
bau der Funktionen a-n, a", p, und 2,(a) bei festem r aus den Ausgangs- 
funktionen 0 und n+ 1 nur solche Rekursionen benutzt werden, die ein- 
oder zweistellige Funktionen definieren. 


Il. 


11. Im folgenden werde ich durch Rekursion nur héchstens zweistellige 
Funktionen definieren. Das ist keine Einschrankung der Allgemeinheit; 
denn in der rekursiven Definition einer mehrstelligen Funktion lassen sich 


%) Weitere Beispiele rekursiver Funktionen, und zwar solche, die eher vom 
Gesichtspunkt der Analysis, als der elementaren Zahlentheorie, von Interesse sind, 
gewinnt man beim Studium der Funktion g,(m) = [&-m] (mit positiv reellem £). 


b 
kursiv; ich habe gezeigt, daf® das gleiche fiir algebraisches £ zutrifft. Ferner habe 
ich bewiesen, daB P¢ (”) dann und nur dann rekursiv ist, wenn in der (bekanntlich 
stets existierenden und fiir irrationales £ eindeutigen) Entwicklung von :: 


Fir rationales £ ist diese Funktion (wegen der Rekursivitat von (FI) offenbar re- 


. % , % , 
(wobei x, 2,, Z2, %3,-.. positive ganze Zahlen sind und z, < n fir n = 1, 2, 3,...), x, 
eine rekursive Funktion von n ist. Z.B. sind wegen 
eo wt 
e=2+Rtatat:: ° 


2 4 6 
ee ee aH 
Ratatat 
[e. ] und [=] rekursive Funktionén von n. Auf den Beweis dieser Behauptungen, 


die im folgenden nicht benutzt werden, gehe ich hier nicht ein. 
40* 
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jene Variablen, die an der Rekursion nicht teilnehmen, durch eine einzige 
Variable ersetzen. Wenn nimlich die Definition von (Mm, @,, ay, ..., Gy) 
7 (0, @,, ay, ..-, @) = a(4,, ay, ..., Gy) 
p(m + 1, @,, Gy, ..., Gp) = fore, ...0, (M, @, Gy, -- +, Gy, (Mm, b,, by, ..., by)) 
ist’*), so kann man folgende neuen Variablen einfiihren: 
= Pi: pe? cos Pr, 
b = phi-phe ... per. 
Dann bekommt man aus der zweistelligen Funktion: 
y(n, a) = p(n, x, (a), 2, (2), .-., 2, (@)) 
die urspriingliche r + 1-stellige durch Substitution: 
@(M, A, yy... Gy) = y(n, pht-pee ... por). 


Diese zweistellige Funktion y(n,a) li8t sich wieder durch Rekursion 
definieren: es sei 


&(a) = a(x, (a), 2, (a), ..., 2, (a) 
Ge (n, a, h (5)) = fo, bg... bp (n, 7, (a), seey Uy (a), h (ph Pp? eee per), 


dann ist 


und 


y (0, a) = &(a) 
y(n+ 1, a) = g,(n, a, p(n, 5)). 

Nach einer friiheren Bemerkung sind zum Aufbau der hier verwendeten 
Funktionen x,(a) und p%.p%:...p% nur rekursive Definitionen von 
héchstens zweistelligen Funktionen notwendig. 

Dasselbe Verfahren l48t sich auch auf die Wertverlaufsrekursion 
anwenden. 


§ 1. 
Die Wertverlaufsrekursion. 


12, Von Wertverlaufsrekursionen gibt es verschiedene Arten. Als 
einfachster Typus einer Wertverlaufsrekursion kann 


1. p (0, a) = a(a) 
p(n + la) = B(n, a, p(y, (n, a), a), p(y. (m, @), a), ..., O(¥e(n, @), @)) 
bezeichnet werden, wobei «a, 8, 7,, 7,..-.Yx Yekursive Funktionen sind 


und fiir i= 1, 2,...,k 

¥i(n,a) S10. 
Man sieht aber, daB es viel allgemeinere Arten von Wertverlaufsrekur- 
sionen gibt. So ist z. B. die in der Einleitung erwahnte Eulersche Re- 


1°) Zur Bedeutung des Index }, b, ... b, von f, und des spiter vorkommenden 
Index 6 von g siehe FuBnote °). 
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kursionsformel fiir die Teilersumme nicht vom Typus 1.; ebenso nicht 
die folgende Definition: 


3. ¢ (0, a) = a (a) 
g(n+1,a)=8 (n, a, ITB; (oy (i, a))), 


wo «, 8, 8, rekursive Funktionen sind. 

Ich werde zeigen, daB die Wertverlaufsrekursion in allgemeinem 
Sinne — also darunter auch die vom Typus 1. — auf einen dem Typus 2. 
ahnlichen Fall, und dieser auf primitive Rekursionen zuriickfiihrbar ist. 

Sei p(n + 1,a) auf irgendeine Weise so definiert, daB es rekursiv 
von vorhergehenden Funktionswerten abhingt. Sein Wertverlauf wird 
durch die ,,Wertverlaufsfunktion“: 


y(n, a) = pro. pre... pea — FT pre” 


i=0 


vollstandig charakterisiert. Ein jeder Funktionswert vor g(n-+ 1, a) 
kommt in der Primfaktorzerlegung von y(n, a) als Exponent einer Prim- 
zahl vor: fir i <n ist 

y (i, a) = 2, (p(n, a)). 

Da nun die Funktion 2,(n) rekursiv ist, wird g(n + 1,a), das von 
den Ausdriicken g(t,a) rekursiv abhangt, eine rekursive Funktion der 
Stelle und des Wertes y(n,a). Fiir die Funktion g(n,a) gelten also 
Gleichungen der Form: 

p (0, a) = a (a) 
9 (n +1, a) =¥(n, a, y(n, a), 
wo « und y rekursive Funktionen sind. 

Im Spezialfalle 1. ist 


¥ (n, a, b) = B (n, @, Ny, (n. a) (0), ys (n, a) (5), ery Ny, (n, a) (5)), 

und im Spezialfalle 2. 
Y (n, a, b) — B (n, a, I B, (x, (6))). 
=0 
Nun 1a8t sich die Funktion y(n, a) folgendermaBen durch eine primitive 
Rekursion definieren: 
y (0, a) = 279 = Qe@ 

y(n +1, a) = y(n,a)- pee to = y(n, a)-pZ (orm, 

y(n, a) ist also rekursiv, und zugleich auch y(n, a), da 
9 (n, a) = My (yp (n, a)). 


Die Wertverlaufsrekursion la8t sich also tatsichlich allgemein auf 
primitive Rekursionen zuriickfiihren. 
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§ 2. 
Die eingeschachtelte Rekursion. 
13. In diesem Paragraphen werde ich beweisen, daB eine eingeschach- 
telte Rekursion 
w) (9 (0,a) = « (a) 
\p (n + 1, a) = (n, a, (n, b)), 


wobei a und die in den Term g,(n,a,p(n,a)) eingehenden Funktionen 
rekursiv sind, ebenfalls zu einer rekursiven Funktion fihrt. 

Zu diesem Zweck ist es zunichst nétig, die Struktur des Terms 
G» (n, a, p(n, 6)) naher zu analysieren, um die allgemeine Form der Defi- 
nition (D,) explizit aufschreiben zu kénnen. 

Zum Aufbau eines Terms der Art g,(n, a, p(n, 6)) geht man von 
den rekursiven Funktionen aus, die ich auch als ,,Terme nullter Ord- 
nung’ bezeichnen werde. Setzt man eine rekursive Funktion fiir 6 in 
¢(n, 6) ein, so entsteht ein ,,Term erster Ordnung“; auch jede rekursive 
Funktion von n,a@ und beliebig vielen solchen Termen gilt als Term: erster 
Ordnung. Mit diesen verfaihrt man analog, um Terme zweiter Ordnung 
zu bilden und so fort. Allgemein: es sei der Begriff eines Terms erster, 
zweiter, ..., m-ter Ordnung bereits definiert; dann bezeichne ich als 
Term m-+- 1-ter Ordnung eine rekursive Funktion von n,a und beliebig 
vielen Ausdriicken, die durch Einsetzung von Termen héchstens m-ter 
Ordnung — von denen aber wenigstens einer genau m-ter Ordnung sein 
soll — fiir b in p(n, 6) entstehen. Nun kann g,(n, a, y(n, b)) in (D,) 
ein Term von beliebiger (natiirlich endlicher) Ordnung sein. 

Die beim Aufbau von g = g,(n, a, p(n, 6)) auftretenden Terme von 
niedrigerer Ordnung, die also in g als zweite Argumente von ¢ figurieren, 
nenne ich die ,,Bausteine‘‘ von g. Die Bausteine dieser Bausteine sind 
ebenfalls Bausteine von g. Ein jeder Term g hat die Form 


B (n, a, y (n, 9’), P (n, 9”), eee P (n, 9”), 


wobei g’,g9”,...,9® einige der Bausteine von g (seine ,,unmittelbaren 
Bausteine“) sind. 

Ordnen wir alle Bausteine von g, auch g selbst hinzugenommen, nach 
wachsender Ordnungszahl (diejenigen mit gleicher Ordnungszahl beliebig, 
etwa in der Ordnung, die ihre ersten Auftrittstellen in g besitzen). Die 
so entstandene Folge sei 


5’, 5”, ..., BY. 


Dann ist gewiB 6’ von noullter Ordnung, also bh’ = f,(n, a), wobei f, eine 
rekursive Funktion ist; ferner ist g = 5. Die Bausteine eines be- 
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liebigen 5, darunter auch die unmittelbaren, stehen in der obigen Folge 
vor }®; daher besitzt nach der obigen Bemerkung }® die Form: 


5° — B, (n, a,@P (n, 5h“), EP (n, bh), sere @ (n, bh“), 


mit 1 > 4,, t,,.--»t, 2&1, wobei die #; rekursive Funktionen sind. Der 
einfacheren und einheitlichen Schreibweise halber erweitern wir ,, falls 
nétig, durch fiktive Variable (vgl. FuBnote’)) derart, daB hier sdmiliche 
bY mit 7 < + vorkommen. Dann lat sich die Struktur von g folgender- 
maBen aufschreiben: 


ie) (n, a, y (n, b)) = Bi {n, a, 9 (n, h¢- »), P (n, 5¢-), eeey yp (n, h’)), 
wobei fiir ¢ = 1, 2,...,—1 


5 = B,(n, a, p(n, H*—»), p(n, b¢—*), ..., p(n, 5’). 


Nennt man noch (n, 5) = g,(n, a), so kann man also der Definition 
(D,) die folgende explizite Form geben: 

p (0, a) = a(a) 

y(n + 1, a) = B, (n, a, Pi—1 (n, a), Pi—e2 (n, a), seen Dy (n, a)), 
(Ds) ) wobei fir i = 1,2,...,2—1 

y(n, a) = p(n, By (m, a, g—1(n, a), Gi—2(m, @), -.., 9, (m, @))), 
und a, £,, By, ..-, 6; rekursive Funktionen sind. 

14, Nun werde ich die Definition (D,) Schritt fiir Schritt auf immer 
einfachere und iibersichtlichere Spezialfalle zuriickfiihren, bis ich in einem 
verhialtnismaBig einfachen Spezialfall den rekursiven Charakter der defi- 
nierten Funktion beweisen kann. Zunichst JaBt sich die allgemeine Defi- 
nition (D,) in zwei Schritten auf ihren Spezialfall 1 = 3 zuriickfiihren. 

Der erste Schritt ist die ,,Auflésung“ der Rekursion: Von dem be- 
kannten Werte g (0, a) ausgehend werden die Werte (1, a), y (2, a), ... 
sukzessiv aufgebaut; die zwischendurch auftretenden Ausdriicke werden als 
nacheinander angenommene Werte einer Funktion y (n, a) betrachtet; dann 
1a8t sich diese Funktion y(n,a) durch den genannten Spezialfall der 
Definition (D,) definieren. Und man geht von y(n,a) durch Einsetzen 
einer rekursiven Funktion zu  (n, a) iiber. 

Sei 

y (0,2) = y(0,a) = a (a). 


Zum Aufbau von g (1, a) sind die Werte ¢, (0, a), y, (0,4), ..., g:—1 (0,4) 
notwendig. Diese lassen sich folgendermaSen sukzessiv aufbauen: sei 
y (1,4) = 9, (0,4) = 9(0, B, (0, a)) = y (0, B, (0, a)), 

y (2,4) = 9, (0,4) = 9 (0, B, (0, a, ¢, (0, a))) = 7 (0, B, (0, a, y (1, a))), 


e + w°@ £0 € OC. oe ee 3 eee. Se. eS 6 oe Se Se SD ee ee Se ee ee ee 
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allgemein fir i = 1, 2,...,4—1 y (i, a) = ¢, (0, a), also zuletzt 

vy (—1, 4) = gi: 0,4) = (0, B:_-1 0,4, gr—2(0, 4), pr—s (0,4), -.., 9, (0,@))) 
= y (0, B:-1 (0,4, y (@— 2,4), y (l—3,a), ..., y(1,4))), 


und aus diesen ergibt sich g (1, a) derart: 


y (I, a) = Pp (1, a) — Bi (0, a, Fi —1 (0, a), Pi-a (0, a), ee eg P, (0, a)) 
= B, (0, a, y (l— 1,4), y (J — 2, a), eee y (1, @)). 
g (1,a) wurde so in / Schritten aufgebaut. Entsprechend lassen 


sich der Reihe nach 9 (2, a), p (3, a), usw. in je / Schritten aufbauen. 
Diese Schritte entsprechen den weiteren Werten 


y (l+ 1,4), y(l+2,a@),..., p(2l, a); y(2l+1,¢), p(2l+2,a) ..., 
y (31, 4); . 

der Funktion y (n,a). Diese Funktion la8t sich also folgendermaBen 

definieren : 

a) Sei zuniichst » von Null verschieden und durch / teilbar, d. h. 
n = (d+ 1)-1; dann ist 

yY (n, a) = ¢@ (d + 1, a) = B, (d, a, Pi-1 (d, a), Pi-s (d, a), erry FP; (d, a)) 
= B, (d,a, y(n — 1,4), y(n — 2,a),..., p(n—1+1,a)). 

b) Sei nun n=d-l+r, woO<r<l; dann ist p(n,a) der r-te 
Wert, der im Aufbau von ¢ (d+ 1,a) auftritt, also analog zu dem bis- 
herigen 
¥ (n, a) = Pr (d, a) = y (4, B, (d, a, Pr—-1 (d, a), Pr—2 (d, a), eery Pi (d, a))) 

= yp (d-l, B, (d, a, y(n —1, a), p(n — 2,a), ..., p(n —r + 1,a))). 

Im Falle a) ist d = [7]=1, 


im Falle b) ist d = [7] und r = 9 (n, 1). 
Um noch die Fille r = 1, 2, ..., | — 1 in eine Formel zusammenzufassen, 
definieren wir eine Funktion # (m, n, a, b,, ..., b;-) wie folgt: 


0, falls 0 (m, l) = 0, 
B, (n, @), falls g (m, 1) = 1, 
B (m, n, a, b,, ..., 9-2) = 4 B, (n, a, 5,), falls o (m, l) = 2, 


=e. &. + oe. ¢ ie Ss SS > woe ee ae eee s @ © 


Bi—1(,@, b;2, 0-5, .++),), falls 9 (m,l) =1—1. 
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Demnach la8t sich p(n, a) folgendermaBen definieren, wenn man 
noch bedenkt, daB sich die Tatsache, daB n + 1 durch / teilbar ist, durch 
#(n +1, 1) = O ausdriicken léBt (siehe Nr. 10): 

y (0,4) = a (a) 
y(n+ 1,4) = d(n+ 1,1) 


PI) -y (24) 1,8 (n+, [24], @, pina), p(n, a), ..., p(n 143, a))) 
+ sg 0(n+1, 1) (te +1, a, p(n, a), y (n—1, a), ..., p(n—1+2, a)) 


Aus der inhaltlichen Definition der Funktion y geht hervor, daB 
y (n, a) = p(n-l, a) 

besteht. Es bietet keine Schwierigkeiten, das Bestehen dieser Gleichung 
auf Grund der Definition (D,) formal zu verifizieren. Daher entsteht 
gy (n,@) aus der Funktion y (n, a) durch Einsetzen einer rekursiven 
Funktion. 

15. In der Definition (D,) wird y(n +1, a) nicht nur mit Hilfe von 
y (, .), sondern mit Verwendung von mehreren der Werte yw (0, .), 
y(l,.), --.. y(m,.) definiert; diese Definition kann also als eine ein- 
geschachtelte Wertverlaufsrekursion aufgefaBt werden. Der zweite Schritt 
bei der Zuriickfiihrung von (D,) auf seinen Spezialfall 1 = 3 ist die Zuriick- 
fiihrung dieser Wertverlaufsrekursion auf eine gewéhnliche eingeschachtelte 
Rekursion. Diese Zuriickfiihrung geschieht genau so wie im Falle, wo 
keine Einschachtelung vorliegt. 

Zur Charakterisierung des Wertverlaufs von y verwende ich auch hier 
die Wertverlaufsfunktion 

E(n, a) = PS dale pyre af py”, 


Durch diese stellt sich py (k,a) dar mittels der fiir k< n bestehenden 
Gleichung 





y (k, a) = ™, (& (n, a)). 
& (n+ 1,4) laBt sich ausdriicken, wie folgt: 
E (m+ 1,0) = &(n,a)-pyf >”. 
y(n +1, a) ist aber nach (D,) mit Hilfe von # (n +1, )-y (A ]-1, a), 


sowie von y(n,a@), y(n—1,a), ..., y(n —1+3,.a), p(n —1 + 2, a) de- 
finiert, und diese lassen sich durch Verwendung der Wertverlaufsfunktion 
der Reihe nach ausdriicken wie folgt: 


b(n +1,])- *fees).. (€ (n, a));- 
Tn (E (nm, @)), Haar (E (Mm, @)), «.-) Taa~r4s (E (mM, @)), Haar 42 (E (m, @)). 
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Wenn man also, um einen besseren Uberblick zu haben, folgende 
Bezeichnungen einfiihrt: 
? (n, a, b) == B(n + 1, [” + -|, a, Ty, (6), An. (5), ooey Ma~1+3 (b)) 
und 
y (n, a,b,c) = O(n+1,))-2 





ce] 
+ O(n + 1,1)-fi([*F*] = 1,4, 25), ..-5 ta=142 0), 
(es ist klar, daB y und y’ rekursive Funktionen sind), so ist nach (D,) 


y (n+ 1,4) =y' (n, a, & (n, a), E(n, y(n, a, & (n, a)))). 
Sei noch 
7; (n, a, b,c) = be phe, 
so ist 
&(n+1,a)=y, (n, a, & (n, a), E(n, y (n, a, & (n, a)))). 
Wenn man noch beachtet, daB 
£ (0, a) = pf? = 2° 


auch rekursiv ist, so sieht man, daB sich & (m,a) durch eine Rekursion 
von der Form (D,) definieren l48t, worin | = 3 ist. 

Aus dieser Funktion é (n, a) entsteht y (m,a) dadurch, da8 man sie 
in eine Leerstelle einer rekursiven Funktion einsetzt; es ist namlich 


y (n, a) = 2, (& (n, a)). 

Man kann sich also auf eingeschachtelte Rekursionen der folgenden 
Form beschrinken (statt & (n, a) setze ich wieder ¢ (n, a), statt 2° wieder 
a (a) und statt y, wieder £): 

p (0, a) = a (a) 
a (n + 1, a) = B (n, a, Pp (n, a), Pp (n, Y (n, a, Pp (n, a)))), 


wo a, §, y rekursive Funktionen sind. 

16. Die Definition (D,) fiihre ich endlich auf primitive Rekursionen 
zuriick, 

Das Verfahren") ist sehr ahnlich demjenigen, mit welchem die De- 
finition (D,) auf ihren Spezialfall 1 = 3 zuriickgefiihrt wurde: ich baue 
den Wert  (n, a) sukzessiv aus ¢ (0, a), p (1, a), p (2, a), ... auf, und ich 


w | 


") Im einfachsten Spezialfall von (D,), wo keine eingeschachtelten Funk- 
tionswerte vorkommen (z. B. falls g (n+ 1, a) = 8 (n, a, @ (n, y (m, a)))), gelangt 
man viel einfacher zum Ziel. 
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betrachte die dazwischen auftretenden Werte als fiir n = 1,2,3... an- 
genommene Werte einer Funktion y(n, a). Doch darf ich jetzt — damit 
y(n,a) nicht wieder durch eingeschachtelte friihere Werte ausgedriickt 
wird — die Substitution g (n, y (n,a, y(n, a@))) nicht in einem Schritte 
durchfiihren; deshalb substituiere ich y (n, a, y (n, a)) sukzessiv in y (1,4), 
y (2, a), ..., endlich in g(n,a) an Stelle von a"). Ferner wird die ein- 
heitliche Behandlung erleichtert, wenn man von y (0, 4) = a ausgeht. 
Sei demnach 


y (0,4) =a, 
y (1,a) = 9 (0, a) = a (a) = « (py (0, a)), 
y (2,4) = y (0,4, » (0, a)) = y (0, y (0, a), y (1, a), 
yp (3, a) = @ (0, y (0, a, p (0, a)) = « (p (2, a)), 
v (4,4) = p(1,a) = B (0,4, 9 0, a), p (0,7 (0,4, (0, 4)))) 
= B(0, yp (0,4), (1,4), y (3, @)). 
Bisher hat die Substitution noch keine Schwierigkeiten verursacht. 


Doch bauen wir jetzt, von py (4,a@) = (1, a) ausgehend, den Wert 9 (2, a) 
auf. Sei 


y (5,a) = y (1, 4, y (1, 4)) = (1, y (0, a), y (4, @)). 
Wollte ich dies in einem Schritt an Stelle von a in » (1, a) substituieren, 
so miiBte ich p (6, a) definieren wie folgt: 

y(6,a) = p(1,y (1,4, p (1, @))) = (4, y (5, 2), 
y (n, @) wire also wieder aus eingeschachtelten friiheren Werten definiert. 
Ich fiihre deshalb die Substitution in mehreren Schritten durch. Sei 

y (6, a) = (1, y (5, 2)) = « (y (5, )), 

y (7,4) = p (2, y (5, a)) = y (0, y 5, a), y (6, a)), 

vy (8, a) = (3, y (5, a)) = a(y(7, a), 

y (9, a) = p (4, p (5, @)) = 8 (0, y (5, 2), yp (6, a), p (8, 2)), 
und damit ist die Substitution geschehen; sei endlich 


y (10, a) = y (2,a) = B (1,4, (1,4), (1, y (1,4, 9 (1, 4)))) 
= Bp (1, y (0, a) p (4, a), p (9, a)). 


Dieses Verfahren l4Bt sich automatisch fortsetzen. Sei allgemein 
y(n + 1, a) der yu, (n+ 1)-te Wert bei der Herstellung von o (yu (n + 1), a) 


12) Diese Methode hatte man auch unmitelbar auf die Definition (D,) an- 
wenden kénnen, das Verfahren ware aber wegen technischer Schwierigkeiten un- 
ibersichtlich gewesen. Die bisherigen Reduktionen dienen eigentlich bloB zur be- 

ichnungstechnischen Vereinfachung. 
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und g(n,a) = y(v(n),a@), so definiere ich y(n, a) fir n>1 wie 
folgt: 

y(n +1,4@)= y(u(n +1)—1, y (0, a), y(n, a)), falls #, (m+ 1) = 1, 
y(n +1,a) = B(u(n +1) —1, (0, a), y(n +1 —,(n + 1), 2), p(n,a)), 
falls 4, (n +1) = v(u(m +1) — »(u(m +1) —1), 
und sonst wird y(m-+ 1, a) so aufgebaut, daB der erste Ausdruck, 
der bei der Herstellung von g(u(n-+ 1), a) auftritt, namlich 
y(v(u(m + 1) — 1) +1, a), substituiert wird, d. h. dieser wird erst selber 
aufgeschrieben, dann der Reihe nach in y (1, a), y(2, a), ... an Stelle von a 
substituiert; der 4, (n + 1)-te unter den hier auftretenden Werten von y wird 
also eben derjenige sein, in welchem die Substitution in p(y, (n+ 1) —1, a) 
durchgefiihrt ist. Demnach mu8 y(n-+ 1, a), falls es weder der erste 
noch der letzte der Werte ist, die g(u(n-+ 1), a) aufbauen, folgender- 

maBen definiert werden: 


y(n+1, a) = p(u,(n+1)—1, p(>(u(n +1) — 1) +1, a). 
Hiermit ergibt sich zunichst noch eine eingeschachtelte Rekursion. 


Ich werde diese aber auf eine nicht eingeschachtelte Wertverlaufsrekursion 
zuriickfiihren. 


17, Zuvor muB ich erst die eingeschachtelte Rekursion, die vorliufig 
nur inhaltlich angegeben ist, wirklich aufstellen. 
Beim Aufbau von 


g(n+1,a) = 8 (n, a, y(n, a), p(n, y(n, a, p(n, a)))) 
tritt erst 
y(v(n) +1, a) = y(n, 2, p(n, a)) = y(n, y(0, a), y(r(n), a)) 
auf, dann ist dieses zur Bildung von y(n, y(n, a, p(n, a))), d.h. 
y(v(n), (v(m) + 1, @)) sukzessiv in y(1, a), y(2, a), ..., y(»(n), a) an 
Stelle von a zu substituieren, und das bedeutet »(n) Schritte; somit 
wird fir k = 1, 2, ..., »(n) 
yp (v(n)+-1+k, a) = y (k, y (» (n) +1, a)), 
insbesondere 
¥(»(n) +1+ »(n), a) = p(v(n), p(»(m) + 1, @)); 
endlich hat man 
y(v(n)+ 1+ v(m) +1, 4) = y(2-(n) + 2, a) = p(n + 1, a) 
= B(n, y (0, a), y(»(n), a), p(2-»(n) + 1,)) 
zu setzen, Demnach la8t sich die Funktion »(n), fiir welche g(n, a) 
= w(v(n), a) ist, durch die folgende Rekursion definieren: 
¥(0) = 1 
v(n+1) = 2-yv(n) + 2, 
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und somit ist — wie man durch vollstindige Induktion findet — 


y(n) = 3-2" —2 
und 


vy(n+1)— v(n) = 3-2". 


4 (n) 1aBt sich folgendermaBen definieren: y(n) ist die kleinste Zahl i, 
fiir welche v(t) > m ist. Wird also x,(n, a, b) folgendermaBen definiert: 
0, falls »(0) >a, das heibt a < 1, 

0, falls »(n) < a, 
n, falls y(n) >a &b=—O0ka>1, 


x, (n, a, b) = 
l; sonst ; 


ist ferner 
A, (0, a) = 0, 
A, (n+ 1, a) = x,(n +1, a, A, (n, @)), 
so ist, falls v(m) >a, A, (nm, a) die kleinste Zahl i unter n, fiir welche 
v(t) >a. Da nun jedenfalls »(n) > n ist, so ist 
p(n) = A,(n, n). 
Ferner kann yu, (n) definiert werden wie folgt: 
#4, (n) = 1 falls n = 1, 
My, (n) = n— v(u(n)—1), falls n > 2. 

In der Definition von ,(n) bedeutet das Zeichen — einfach sub- 
trahieren ; denn nach der Definition von yu (n) ist fir n >2 u(n) > 1 
und n > v(u(n) — 1). 

Gema&B diesen Definitionen ist fiir n > 2 

1S 4, (2) Sr(u(n)) — »(u(m) — 1) = 3-241, 
ferner sind y(n), u(m), u,(m) rekursive Funktionen. Mit Verwendung 
dieser Funktionen kann man y(n, a) folgendermaBen definieren: 


y(0, a) = a, 
y (1, a) = a(y(0, a)), 
und fiir n > 0 


(D,), 9" + 1,4) = 7 (u(n + 1) — 1, y (0,4), y(n, a)), falls w, (n + 1) =1, 
y(n +1, a) =B(u(n+ 1)—1, y(0,a), y(n +1— pm, (n+1), a), p(n, a)), 
falls wu, (mn +1) = 3-2ui+0-1, 


y(m+1, a) = p(w, (m+ 1)—1, v(»(u (m+ 1)—1) +1, a)) sonst. 





18. Nun wird der Ubergang zu einer nicht-eingeschachtelten Wert- 
verlaufsrekursion vollzogen. Hierzu mu8 ich zuerst einige Hilfsfunktionen 
rekursiv definieren. 








630 R. Péter. 


Es sei « (¢;), falls c = 
y (b, ¢,, ©), falls ¢ = 
B(b, ¢,, Cy, Cs), falls ¢ = 2, 
0, falls c > 3; 


diese Funktion wird zur Zusammenfassung der Funktionen a, 6 und y 
dienen. Ferner sei 


-_ © 


b(c, b, €,, Cy, 6.) = 


0, falls n= 1, 

1, falls n>2&yu,(n) = 1, 

2, falls n>2& pw, (n) = 3. 24-1, 

x (4, (n)— 1) sonst. 

x(n) ist also 0, 1 oder 2, je nachdem p(n, a) durch eine Substitution 


in a, y oder # entstanden ist; x (0) kénnte man nach Belieben definieren. 
Endlich sei 


x(n) = 


A(n) = be falls p,(n) = 1, oder pw, (n) = 3-2"—}, 
A(u, (mn) = 1) sonst, 
und ee be falls p,(n) = 1, oder p,(n) = 3-24=), 
71") = | 5. (a(n) 1) sonst, 
1, falls p,(n) = 1 
T, (n) = 3 - Qaim) =1, falls My, (n) = 3-241, 
T (4, (n)—1) sonst; 





diese Funktionen werden dazu dienen, um im Falle x(n) = 1 oder 
x(n) = 2 die Ausdriicke aufzustellen, die zur Bildung von p(n, a) in y 
bzw. 8 einzusetzen sind. 

Es ist leicht einzusehen, da8 nach diesen Definitionen fiir n + 0 
0 <1, (n), t,(n) < n besteht. (Denn fiir » = 1 bestehen diese Un- 
gleichungen, da u,(1) = 1 ist, und aus der Annahme, daB sie schon fiir 
kleinere Argumente als n bestehen, kann man leicht das Bestehen fiir n 
folgern.) 

t, x, A, T,, tT, sind ihren Definitionen nach alle rekursive Funktionen. 
Nunmehr werde ich beweisen, daB die Funktion &(n, a), die sich mit 
ihrer Hilfe durch die Rekursion 

&(0,a) =a 
(D,) { E(n +1, a) = e(x(n4+1), A(n+ 1), EM@+1—1, (n+ J), a), 
E(n + 1—1,(n + 1), a), &(n, a)) 
definieren l48t, mit der Funktion y(n, a) identisch ist. (D,) ist schon 
eine nicht-eingeschachtelte Wertverlaufsrekursion, da nach der vorigen 
Bemerkung 1, (n + 1) + 0, t,(n+ 1) + 0. 
19. Erstens ist evident, da8 


&(0, 4) = y(0, a). 
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Ferner ist, wegen 
x(1)=0 und (0, b, ¢,, cy, c;) = «(¢,), 
&(1, a) = a(&(0, a)) = a(a) = y(I, a), 
€(1, a) = y(l, a). 
Aus der Annahme: fiir i <= n, n > 1 sei schon 


&(%, a) = y(t, a) 
bewiesen, kann man auf 


E(n+1, a) = y(n+1, a) 


das heiBt: 


schlieBen wie folgt: 
a) Sei zunachst w,(n+1) = 1. Dann ist 
x(n+1)=1; ¢(1,6,¢,, ¢,,¢,) = y (b,¢,,¢,); A(n+ 1) = w(n4+1)—1; 


t,(n+1) =n+1, 
also 


E(n +1, a) = y(u(n+1)—1, yp, a), y(n, a) = pnt, a), qed. 
b) Sei nun wv, (n+ 1) = 3-2"@+0—-1, Dann ist 
x(n +1) = 2; ¢(2,6,¢,,¢,,¢,) = B(b,c,,¢,,¢,); A(n +1) = w(n+ 1) —1; 
t,(n+1) = n+1 und 1,(n4+ 1) = 3-24@+0)-1 = a (n+ 1) sSn+1, 
also 
&(n +1, 4) = A(u(n + 1)—1, p(0, a), y(n + 1— pu, (n+ 1), a), y(n, a)) 
= y(n+1,a), q.e. d. 
c) Sei endlich 1 < w, (n+ 1) << 3-2"@+—1, Dann werde zur Ab- 
kiirzung n, = v(u(n+ 1) = 1) oh 1, 
nm, = w,(n+1)—1 
mtn, =n+1 
ist. Ferner werde eine Funktion y(k,@) durch die Rekursion 
x~(0, a) = &(n,, a) 
x(k+1, 4) = e(x(k+1), Ak+1), ~R+1+1,(k +), @), 
~(k+1+1,(k+ 1), a), x(k, @)) 
definiert. GemaB8 dieser Rekursion ist x (k,a) = &(k, &(m,,a@)), da ja in 
der Rekursion (D,) der Parameter a nur als Anfangswert vorkommt. 
Andererseits ist nach (D,) 
E(n, +k, a) = u(x (n, +k), A(n, + k), E(n, +k—t,(m,+k), a), 
&(n, +k — 1, (n, +k), a), &(n, + & —1,4)). 
Gema&8 der Definition von ,, ,, ~ und y, ist fiir k = 1, 2,..., m, 
#(m, +k) = w(n+ 1); a(n, +k = 2, +k —v(u(n+))—1) =k +1, 
und daher auf Grund der Voraussetzungen des Falles c) 
Ll< yu, (2, +h) Su, (n+ 1) << 3- 2040-1, 


gesetzt, so daB 
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Also ist x(n, +k) = x(u,(n,+k)—1) = x(k) 
und entsprechend 

A(nm, +k) = A(R); 1,(m, +k) = 1, (8); (nm, + %) = 1, (4), 
folglich fir & = 1, 2,..., mn, 

E(n, +k, a) = «(x (k), A(k), &(n, + & — 1, (kb), a), E(n, +k — 1, (k), @), 
E(n, +k —1,a)). 
AuBerdem ist E(n, + 0,a) = &(m, a). ) 

Dies bedeutet aber, daB & (nm, + k, a), als Funktion von k, fir 
0= k= 1%, denselben Rekursionsgleichungen geniigt, wie z(k, a); also 
stimmen die beiden Funktionen insbesondere fiir k = n, iiberein. Somit ist 

E(n+ 1,4) = &(n,+n,,4) = x(n, a) = E(n,, E(n,, a)) 
= &(u,(n+ 1)—1, &(v»(u(n + 1)—1) + 1,a)), 
und hieraus folgt auf Grund der Annahme é(i,a) = yp(i,a) fir i < n, 
der Voraussetzung von c), und der letzten Gleichung aus (D,): 
E(n+-1,a) = y(n+1,a), q.e.d. 
Die Funktion y(n, a) wurde eben derart definiert, daB die Gleichung 
y(n, 4) = y(v(n), a) 
bestehe. Das tatsichliche Bestehen dieser Gleichung kann ohne Schwierig- 
keiten verifiziert werden. Demnach ist auch 
p(n, a) = &(»(n), a), 
und damit ist die Rekursivitét von g(n, a) bewiesen. 

20. In Nr. 15 wurde die spezielle eingeschachtelte Wertverlaufsrekursion 
(D,) behandelt. Es macht keine Schwierigkeit, mit derselben Methode 
auch die allgemeine eingeschachtelte Wertverlaufsrekursion auf eine ge- 
wohnliche eingeschachtelte Rekursion zuriickzufiihren. 

Im ganzen ergibt sich somit, daB die Klasse der rekursiven Funk- 
tionen durch Zulassung der Wertverlaufsrekursion und der eingeschachtelten 
Rekursion nicht erweitert wird. — 

Zum Schlu8 spreche ich den Herren P. Bernays (Géttingen) und 
L. Kalmar (Szeged) fiir mehrere Vereinfachungen meiner urspriinglichen 
Gedankenginge meinen Dank aus; dem letzteren besonders auch dafiir, 
daB er meine Aufmerksamkeit auf die rekursiven Funktionen gelenkt hat. 


(Eingegangen am 16. 4. 1934). 


[Zusatz, 21. September 1934.] Auf Anregung des Herrn L. Kalmar (Szeged) 
habe ich den Beweis des §2 weiter vereinfacht, indem ich die kombinatorischen 
Schwierigkeiten mit Hilfe des Satzes von der eindeutigen Primfaktorenzerlegung 
der Zahlen umgehe. Der vereinfachte Beweis wird in einer ungarischen Arbeit mit 
deutschem Auszug: ,,Zur Theorie der rekursiven Funktionen“ demnichst in den 
Matematikai és Fizikai Lapek (Budapest) erscheinen. 
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0. 


Einleitung und vorbereitende Sitze. 


In der Note I dieses Titels (Math. Annalen 109, S. 161— 190) zeigte 
ich als Satz 3 auf 8.176: 


Dann und nur dann lift sich der Kreiskérper K° = ke . kK’ zu einem 


rein verzweigten Zweigkérper') K vom Typ (I, ;1*) mit einem Primzahl- 
fiihrer q erweitern, wenn in K° die Hauptirrealitat*) 
pho) oe ox ¥ gl" 
(r = N(t); 0 Zahlidealpotenz von x) 
fiir irgendein Ideal t aus K° besteht. 

Hierbei \aren | und p Primzahlen, und es bedeutete A), den Unter- 
kérper n-ten Grades der p-ten Einheitswurzeln. 

Notwendig fiir die Giiltigkeit der Hauptirrealitét war, daB p, und p, 
gegenseitige /-te Potenzreste sind. Wir zeigen jetzt, daB diese Bedin- 
gungen fiir / + 2, h, = h, = 1 auch schon hinreichend sind. Damit er- 
halten wir sogar folgendes scharfe Kriterium fiir die Erweiterbarkeit von K° 
zu einem Zweigkérper vom Typ (I, 1; l*): LaBt sich die Konstruktion 
iiberhaupt fortsetzen, wenn K° schon fest gewahlt ist — und dazu ist 
schon notwendig, daB p, und p, gegenseitige |-te Potenzreste sind —, so 
1aBt sich die Konstruktion auch vollenden. 

Ahnlich liegt es hiermit fiir die Zweigkérper vom Typ (I, I"; I*), 
Notwendig und hinreichend fiir die Giiltigkeit der Hauptirrealitiét im 
Falle 1 + 2 ist hier, daB 

(Fa ee (2). ge 
(Es geniigt hier nicht schon gegenseitiger /'*' Potenzrest, wie irrtiimlicher- 
weise im Zusatz bei der Korrektur am Schlu8 von I steht.) Auch hier 


1) I, 8. 162. 
2) Man beachte die Berichtigung Bd. 109, S. 764. 


Mathematische Annalen. 110. 11 
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gelten die Bedingungen schon fiir die meisten Teilkérper des Zweigkérpers. 
Fiir 1 = 2 geniigt wenigstens 


(2): " (B) +: =f. 


Da sich diese Potenzrestbedingungen fiir K° immer erfiillen lassen, ist die 
Existenz von Zweigkérpern mit zweistufiger Gruppe aus zwei Erzeugenden 
gesichert, zugleich mit der Existenz von Zweigkérpern; vgl. I, 8. 162. 

Diesen Existenzbeweis unter Heranziehung des genannten einfachsten 
Typus von Kreiskérpern K° bringt hier das Kap.1. In Kap.2 wird 
nun von beliebigem Grundkérper K, ausgegangen und K°® = K, K, als 
rein verzweigter Kérper von Abelschem Typus (I":, /2) betrachtet. Hier 
lauten im allgemeinen die notwendigen und hinreichenden Konstruktions- 
bedingungen, daB die in K, verzweigten Ideale in K, voll zerfallen und 
umgekehrt. Die Betrachtung dieses alJgemeinen Falles mit seinem pri- 
gnanten Kriterium ist einmal fiir die Existenzfrage von Kérpern mit be- 
liebig zweistufiger Gruppe und auch héherer Gruppe von Wichtigkeit, 
fiihrt ferner zu einem Uberblick iiber die Klassengruppe von K° und zum 
Begriff der ,,Kommutatorklasse“; schlieBlich stellt sie die einzelnen Uber- 
legungen, die in I zur Hauptirrealitaét und hier zu einer entsprechenden 
Ungleichung fiihren, deutlicher heraus. 

Die Lektiire von I wird hier nicht vorausgesetzt; wo etwas aus I 
benutzt wird, ist darauf verwiesen. Insbesondere wird hier die niahere 
Betrachtung der Einheitengruppe von K° ganz iiberfliissig, die wir in 
Kap. 3 von I angestellt haben, um zu zeigen, daB bei / + 2 die Haupt- 
irrealitét fiir r = p, gilt in dem besonders konstruierten Fall, da8 p, in 
der Grundklasse liegt. Dies ist insofern ein besonderer Fall, als die 
Hauptirrealitét, wenn sie fiir irgendein r gilt, zwar auch fiir jedes in K° 
voll zerfallene Primideal der Grundklasse gilt, nicht notwendig aber fiir 
verzweigte Primideale der Grundklasse. (Dies ist bei der Bemerkung 2 auf 
S. 176 in I nicht ausdriicklich hervorgehoben.) Gilt namlich r“~* = 9*¥o" 
fiir Potenzen eines voll zerfallenen r, so miissen bei Einsetzen dieser Po- 
tenzen links und rechts die Exponenten von r mod (S!"' — 1, S! — 1) 
einander kongruent sein, bei r = p, aber nur mod (S, — 1, S* — 1), 
und dann kénnte es sehr gut sein, daB die obige Gleichung fiir r = p, 
gilt, indem die Exponenten von p, nur der schwachen Kongruenz ge- 
niigen, nicht aber dann fiir r = ap, mit denselben Exponenten, wenn « 
eine erzeugende Zahl von K° ist. Tatsichlich kommt dies fiir 1 = 2 vor, 
wo p, = 1*Y. Vp,’ 


An Bezeichnungen verwenden wir wie friiher: {}¢ als Zeichen fiir 
die symbolische Erzeugung, (S, 7) fiir den Kommutator von S und 7; 
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ferner bedeutet A, = S, —1, speziell X = S, —1, Y=S,—1; f, = ZS}, 
gebildet iiber alle Elemente der zyklischen Gruppe {S,}; J bedeutet immer *) 
ein Polynom der Eigenschaft {A’}<¢ = {|A}¢. Potenzierungen symbolischer 
Potenzprodukte mit einem J, insbesondere mit zu / primen rationalen 
Zahlen sind fiir uns belanglos; wir kénnen uns daher alle Potenzprodukt- 
relationen, die hier auftreten, gleich so potenziert denken, daB alle end- 
lichen Ordnungen von Elementen Potenzen von / sind; insbesondere haben 
wir auch immer nur /-Klassenkérper zu betrachten. Das sei nie besonders 
erwihnt. 

SchlieBlich muB noch gesagt werden, daB wir die Erweiterung eines 
Abelschen Kérpers K® = K, x K, x... x K, zu einem Zweigkérper vom 
Typ qi", coughs I") immer so meinen, daB in K°® die Substitutionen 
S,, ..., 8, schon festliegen, und zwar S, als erzeugende Substitution von K,, 
die die iibrigen K, in Ruhe laé8t. Dann sollen fiir den Zweigkérper die 
Relationen gelten: 


Sh a... Mea]; AP = (8,,8)° = 1; 6 = 1°). 


Den Kérperkonstruktionen schicken wir noch einen Satz iiber die 
Zweiggruppe voraus, der uns nachher die notwendigen Konstruktions- 
bedingungen vermitteln wird. 

Definition. Wir nennen ein Element einer zweistufigen Gruppe © 


direkt, wenn die aus ihm erzeugte Gruppe zur Kommutatorgruppe 6’ 
fremd ist. Es gilt dann der 


Satz 0. In der Zweiggruppe G, die aus den Elementen S,,..., 8, 
mit den obigen Relationen erzeugt wird, sind die Elemente 
(0) 8S, IT Aj, IT A#° (4 = 1,...,%) 
“ e@,¢ 
und ihre Potenzen die einzigen direkten. Diese durchlaufen also mod ©’ die 
reinen Potenzen der Erzeugenden. 
Beweis. Die Elemente (0) sind bestimmt direkt. Denn durch Er- 
hebung in die 1”*-te Potenz erhalt man 
‘a Ff 6 4 f, 
8S, IT 4,02 IT 442", 
und diese Faktoren sind einzeln 1. Es muB hier aber auch der Exponent 
eines A,, mit 9,0 + A durch 4, teilbar sein, weil 


Ord Ago _ (H, hes i Az fer 0, 





3) eine Einheit im Operatorenbereich. 
4) Zweistufigkeiterelation. 
41* 
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Ferner ist jedes direkte Element = Sj mod G’ die a-te Potenz eines 
Elements (0), was fiir a + 0(l) trivial und nur fiir a = I’ eine wesent- 
liche Aussage ist. Soll namlich 


(sp a7 AP, iy Atty" = yy ab qy aba = 
sein, wo f, = fifi und fj = Z Sf, fi = FSi", so muB f;|F, G gelten, 


e< 
und dann ist obiger Klammerausdruck eine l-te Potenz. 
Wir brauchen jetzt also nur noch zu beweisen: alle direkten Elemente 
sind mod 6’ reine Potenzen der Erzeugenden. Dieser Beweis laBt sich 
sofort auf den Fall » = 2 zuriickfiihren; denn ist etwa 


S¢SsT mit T in {S,,...,5,, 6} 
ein direktes Element, so auch nach Hinzufiigen der Relationen S, = S, 
=...==:8,=1. So bleibt uns also der Fall 
S = S*S¢ AF (A = A,,) 
zu betrachten. Es ist da 
S! = Se'Se! A#, 
wo 
H = (14-8, +...+8%-')(1+ 8, +...+8¢-*)-V (Ss, Ss) 
I-11, 
+ 2 (SiSsy- F. 
i=0 
Hierbei ist die Funktion V durch 
(8, 8,)' = SiS} AMSvS9 
bestimmt, und es gilt 


Sew 
V (S,,8,) = 5'28,'~* = X* mod (t ¥), 


wie man leicht nachrechnet. 

Um zu zeigen, daB S = S*S¢ A’ kein direktes Element sein kann, 
ohne daB I"\\a oder /’2\c, diirfen wir a und ¢ als Potenzen von / an- 
nehmen und kénnen dann S so potenzieren, daB a|l~—', c = I~! wird 


fiir Ord (S3) <= Ord (St). Dann ist fiir das neue S 
AH = Xe-1ye-1. Xat—-® + Xel-vF mod (l, Y°), 


weil a und ¢ reine Potenzen von I, fir die S' —1 = (S—1)'miod/ gilt, 
somit hier 
V (St, S¢) = X*¢-® = mod (I, Y*) 
ausfallt. Man hatte dann 
S! = Se! A®, 
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und dies ist, ob nun S*! = 1 oder nicht, kein direktes Element, denn 
die obige Bedingung /,|H fordert hier bei /” = al, daB X*'—'| H mod (I, Y°). 
Damit ist auch S selbst kein direktes Element. 

Die aus den Elementen (0) erzeugten Gruppen sind dann iiberhaupt die 
einzigen zur Kommutatorgruppe fremden Untergruppen. 


1. 


Die Erweiterbarkeit der einfachsten Abelschen Kérper vom Typ 
(i, :) zu Zweigkérpern vom Typ (2":, 0"; U*). 

Es seien p, = 1 (Il), p, = 1() Primzahlen, K, und K, die Unter- 
kérper /\-ten und /":-ten Grades der Kérper der p,-ten und p,-ten Ein- 
heitswurzeln und K® = K,-K,. Dann gilt der 

Satz 1. Dann und nur dann laft sich der Kreiskérper K° fiir 1 > 2 
zu einem Zweigkirper K vom Typ (I, I; l*) erweitern, wenn p, ein l\-ter 
Rest mod p, und p, ein l-ter Rest mod p, ist, wenn also p, in K, und p, 
in K, voll zerfallt. 

Fiir | = 2 ist diese Bedingung im allgemeinen nur notwendig; hin- 
reichend jedoch, sogar fiir die Konstruktion eines reellen Zweigkdrpers ist, 
dap r= 1(2¢+ '), = 1 (2%) und Phas as (2): = I. 

(Die nicht schwer zu erganzende Méglichkeit p, = /* lassen wir einer 
einheitlichen Ausdrucksweise halber fort.) 

Wir wollen zuerst zeigen, da8 die genannten Bedingungen hinreichend 
sind, indem wir gem&8 Anfang der Einleitung zeigen, daB unter diesen 
Bedingungen die Hauptirrealitat °) 

rt? 4 oxY ot 
fiir ein in K° voll zerfallendes r = N(t) und beliebige Idealpotenzen 0 
von t gilt. Das war ja das Kriterium fiir die Existenz eines rein verzweigten 
Zweigkérpers mit Primfiihrer. Wir haben dann sogar etwas mehr be- 
wiesen: daB der Zweigkérper auf eine bestimmte Weise konstruierbar ist. 

Wir fiihren den Beweis vorerst fiir den Fall 1 > 2, vermerken dabei 
aber gleich, wo wir | > 2 benutzen, um ihn dann fiir / = 2 ver- 
vollstandigen zu kénnen. 

Angenommen nun, es gelte in Potenzen jedes r eine Gleichung 

t= otra, 
insbesondere auch fiir ein (Primideal) r der Grundklasse (symbolisch er- 
zeugenden Idealklasse, vgl. I, 8.171) von X°, dann hat man wegen 


r= N(@,) = Ort Si+..-+h- all ox t+ in Ki 


5) Vgl. auch die Ableitung der erweiterten Hauptirrealitét im zweiten Kapitel. 
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nach Division von r durch 9!/: eine Relation 
(1) Eten" en gt Fe". 
Aus dieser erhalten wir nacheinander durch Ausziehung der X-ten Wurzel, 


Erhebung in die /,-te Potenz (d. i. Normbildung N (a) = a’ nach K,) 
und Ausziehung der /*-ten Wurzel die Relationen 


(2) oxi 2#-* = oY SM. a,, 
(3) gx tA—tths = oth.t, 
(4) oy em N(8).2, 
wo 6* = 1, a, < K,, t = N(a,) = zt und z rational. 
In (1) ist namlich r“ eine X-te Potenz, also r“/ = 1 und dann 
(lL + 2!) auch r/ = 1, also tr = 6%. Setzt man dies in (1) ein und 


zieht formal die X-te Wurze] aus, so bleibt die Gleichung richtig bis auf 
einen Faktor «a, mit a¥ = 1, also a, < K,. So erhalt man (2) und 
daraus (3), wo mit der linken Seite auch ¢ eine /*-te Potenz und in (4) 
dann z ebenfalls rational ist (1 + 2!). 

Ein Widerspruch kommt nun fiir (4) dadurch zustande, daB die linke 
Seite kein Normenrest mod p, ist, wohl aber die rechte. Rechts kommt 
es nur auf das z an, das wir aber niaher bestimmen kénnen: t war in (1) 

x 


eine symbolische Potenz von r, und daher hat auch 6 = Yr die Gestalt 
6 = r?b mit bX = 1, d.h. bh = j,p¥, wo j, < K, und p, Primteiler 
von p,. Da aber in K, noch alles Hauptideal ist (zyklische K6érper mit 
Primfiihrer sind in der |-Gruppe einklassig!), diirfen wir j, = (y,) streichen; 
denn wir brauchen ja nur irgendeine Lésung 6 der Gleichung 6* = rt. 
Daher kommen in (2) und dann auch in (3), (4) nur symbolische Potenz- 
produkte von r und p, vor, und es ist auch z ein Potenzprodukt von r 
und p, (genau sogar nur eine Potenz von p,, ebenso wie a, nur von p,, 
wenn man die Exponenten von r links und rechts vergleicht). p, und r 
sind aber beides Normenreste mod p, sogar in K,/P, erst recht in K°/K,. 
Wegen der Vollverzweigtheit von p, in K°/K, ist Normenrest mod p, 
gleichbedeutend mit J":-tem Potenzrest mod 7,. 

Nun steht aber links kein /’-ter Rest; denn dann wire 0x'~° ein 
l-ter Rest mod p, und daher @, ein (1, X*)-ter Rest, d.h. 0, = a**y mod p,. 
Der zur Gruppe der (I, X*)-ten Reste gehérige Klassenkérper ist aber der 
normale Klassenkérper J-ten Grades iiber K’ = K},.K),, der bereits bei 
gegenseitigem l-tem Potenzrest von p, und p, existiert (I, 8. 169 u.), 
und in dem das Grundklassenideal t von K’ und daher auch seine Norm 0, 
in K), nicht mehr voll zerfallt. (Genau gilt 0, = «’* mod p,, wo « 
,»Primitivrest‘‘ mod p,, ein Rest, der alle Reste mod p, symbolisch erzeugt. 
Vgl. die ausfiihrliche Erklarung der Kommutatorklasse in Kap. 2 und Satz 4.) 








Konstruktion von Kérpern mit zweistufiger Gruppe. II. 639 


Somit ist (4) zum Widerspruch gefiihrt. Es gilt also die Haupt- 
irrealitat fiir 1 > 2. 

Fiir | = 2 erfahrt jetzt der Beweis der Hauptirrealitat, giiltig bei den 
schirferen Voraussetzungen 


(PDs _ PD ss = 1, 


nur an zwei Stellen eine Anderung: zuerst beim Ubergang von (1) nach (2), 
wo man aus t*/: = 1 nur r/1 = +1 schlieBen kann, und bei (4), wo 
rechts durch Wurzelausziehung Vp, auftreten kann. Jp, ist aber nach 
unserer verscharften Potenzrestbedingung fiir p, auch schon Normenrest 
mod p,. Fir tr: = +1 sind wir daher fertig. Ist nun ri = —1, so 
gilt doch aber r = 6* in V,K,, wo V, die quadratische Verlangerung 
von K,, die der Unterkérper 2"+1-ten Grades der p,-ten Einheitswurzeln 
ist; denn von dort aus hat dann rt die Norm + 1 in K,. Dann gilt auch 
(4) in V,K,, und weil p, als 2:+1-ter Rest mod p, auch in V, noch voll 
zerfallt, ist auch dort die linke Seite wieder kein Normenrest mod 7,, 
wohl aber die rechte. 

(Natiirlich liegt 6° in K,K, = K°; es gilt also 6 = 6,Vz,, wo 6, 
in K°, x, Primteiler von p, in K, und V, = K,(¥2,).) 

Da K° hier reell ist, kann auch der Zweigkérper reell ausfallen. Aus 
der Idealzerlegung von (2) erkennt man ferner, daB ri = —1 in K, 
erst fiir k > h, aulftreten kann. Also geniigt es fir k <= Ah, noch, wenn 
p, nur 2-ter Rest mod p, ist. Ebenso fiir imaginires K,, wo stets 
w/t = +1. Imaginires K, und reelles K, liefert itiberhaupt die einfachste 
Konstruktion. 

Die Notwendigkeit der Potenzrestbedingungen in Satz 1, die den Voll- 
zerfall von p, in K, und p, in K, bedeuten, werden wir im allgemeineren 
Rahmen des zweiten Kapitels beweisen. Hier wollen wir nur zeigen, 
daB sie fiir 1 = 2 nun wirklich nicht immer hinreichend sind, namlich 
schon fiir die Konstruktion eines Zweigkérpers vom Grade 16 (h, = h, = 1; 
k = 2). Und zwar gilt: 

Damit der reelle Kérper K° = P(Vp,,Vp,) zu einem Zweigkirper vom 
Grade 16 erweitert werden kann, miissen p, und p, gegenseitige biquadratische 
Reste sein. 

Damit der imagindre Kérper K° = P(Vp,,Vp,) mit p, <0, p, > 0, 
P, = Py = 1(4) such zu einem Zweigkirper vom Grade 16 erweitern lapt, 
muB p, biquadratischer Rest von p, sein. 

K, und K, diirfen nicht gleichzeitiy imagindr sein. (Das Ganze kommt 
darauf hinaus, daB die Klassenzahl von K° schon durch 4 teilbar sein 
muB8, der absolute Klassenkérper von K, also selbst einen Zweigkérper 
sechzehnten Grades enthilt.) 
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Beweis. Da wenigstens der eine quadratische Kérper, sagen wir A,, 
reell ist, ist trivial; es kénnten p, und p, sonst nicht einmal gegenseitige 
quadratische Reste sein. 

Fiir ein reelles K°, das nur einen imaginiren unverzweigten Klassen- 
kérper besitzt, faillt schon jeder K° enthaltende Zweigkérper achten Grades 
imaginar aus, laBt sich daher nicht mehr zu einem Zweigkérper sechzehnten 
Grades erweitern (der zyklisch biquadratisch iiber K° wire!). Dieser Fal! 
tritt dann ein*), wenn p, zwar in K, zerfallt, aber die Grundeinheit ¢, 
in K, nicht quadratischer Rest von p, ist, was sich rational dadurch aus- 
driickt, da8 nur die eine der Zahlen p, und p, biquadratischer Rest der 
anderen ist“). 

Es bleibt also zu betrachten: K, reell oder imaginiér, im ersten 
Fall ¢, quadratischer Rest fiir p,; K, reell; p, nur quadratischer, nicht 
biquadratischer Rest mod 7,. 

Wenn diese drei Bedingungen erfiillt sind, ]48t sich nun tatsiichlich 
zeigen, daB dann fiir jedes r der Grundklasse von K° eine Gleichung 
(5) fr = g* lo 
in Potenzen von r gilt, und damit ist dann bewiesen, daB es keinen rein 
verzweigten Zweigkérper sechzehnten Grades mit Primzahlfiihrer in K° 
gibt. DaB es dann iiberhaupt keinen K° enthaltenden Zweigkérper sech- 
zehnten Grades gibt, la8t sich unschwer zeigen; wir iibergehen dies. 

Fiir den zu betrachtenden Fall hat nimlich K°® nur die Klassen- 
zahl 2, wie ich in *) fiir reelles K, gezeigt habe, und die Primteiler p, 
und p, von p, und p, liegen selbst in der Grundklasse. Fiir imaginires K, 
ist der Beweis in dem fiir reelles K, enthalten. Nun darf man sich aber, 
wie schon in der Einleitung hervorgehoben, nicht mit dem Beweis von (5) 
fir r = p, oder p, begniigen, sondern mu ein anderes r = ap, nehmen, 
wo a bestimmt ein Idealbruch mit dem Nenner p, ist. Bilden wir in 
P (Vp, p,) die Norm von «: 


a = a+bYp,p,, 





so wird 
a Vp, = aVp, +p, Vp, = pits, 


r= +(aVp, + bp, Vp,) (a Vp, — bp, Vp,) 


die absolute Norm von r. Jetzt setzen wir 
o = «Vp, 
o** = 0! —Si— 82 + 5S: = (lt bnin) — e. 
aVp, —bp, Vp, , 


*) Uber die Lésbarkeit der Gleichung t#— Du? = —4, Math. Zeitechr. 39 
(1934), S. 97 ff. 


und 


und haben 
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2. 


Das Kriterium fiir die Erweiterbarkeit rein verzweigter bizyklischer 
Kérper vom Typ (/, l":) zu Zweigkérpern vom Typ (1, 7:; 7*). 

Wir werden jetzt Satz 1 so ausdehnen, wie wir ihn spiiter fiir die 
Konstruktion von Zweigkérpern von einem Typ (I, ... ln; l*) brauchen, 
indem wir irgendeinen Kérper K, zugrunde legen und fragen: 

Welche Bedingungen mu8 ein rein verzweigter bizyklischer Kérper 
K°/K, = K, x K, vom Typ (Il, I’) erfiillen, damit er sich zu einem 
Zweigkérper K/K, erweitern laBt, und zwar so, daB der Fiihrer von K/K° 
zu dem von K° teilerfremd ist ? 

Die Voraussetzung, daB K°/K, rein verzweigt, ist dabei fiir unsere 
Fragestellung wesentlich; ohne sie lassen sich allein aus der Idealzerlegung 
in K°/K, keine ausreichenden Erweiterungskriterien herleiten. Darauf 
werde ich spiter zuriickkommen. 

Die Voraussetzung der Fiihrer-, Diskriminanten- oder Verzweigungs- 
fremdheit von K°/K, und K/K° geschieht nur, um eine prignante Antwort 
auf unsere Frage geben zu kénnen; die dadurch ausgeschiedenen wenigen 
Méglichkeiten ergeben sich als unbedeutende Varianten des verzweigungs- 
fremden Falles. SchlieBlich ist es noch nétig, wie in Kap. 1 den Fall, 
da8 der Grundkérper die /-ten Einheitswurzeln enthilt, gesondert zu be- 
handeln; wir erhalten wieder nur fiir den wurzelfreien Fall zugleich not- 
wendige und hinreichende Bedingungen. Und zwar gilt der 

Satz 2. Dann und nur dann laBt sich, ausgehend von einem die 
l-ten Einheitswurzeln nicht enthaltenden Grundkérper, der Abelsche Kérper 
K°® = K, K, vom Typ (l,l) zu einem Zweigkérper vom Typ (V, V2; l*) 
verzweigungsfremd zu K° erweitern, wenn alle Diskriminantenteiler von K, 
in K, voll zerfallen und wmgekehrt. Vor allem miissen K, und K, ver- 
zweigungsfremd und alle Zerlegungsgruppen in K° zyklisch sein. 

Enthalt der Grundkérper hingegen die l-ten Einheitswurzeln, so sind 
diese Bedingungen im allgemeinen nur notwendig. Hinreichend ist fiir den 
Fall, daB gerade die l'-ten Einheitswurzeln noch vorkommen, aber sicher, 
daB sich K, und K, zu zyklischen Kérpern von den Graden I+" und [ate 
erweitern lassen und diese thre Diskriminantenteiler gegenseitig voll zerfillen. 

Die Notwendigkeit der angegebenen Bedingungen folgt so: Die Ver- 
zweigungsfremdheit der Erweiterung K*° + K bringt mit sich, daB alle 
Tragheitssubstitutionen von K° beim Ubergang K°® + K ihre Ordnung bei- 
behalten, daB es also direkte Elemente sind. Also haben nach Satz 0 der 
Einleitung alle Trigheitssubstitutionen von K° die Gestalt Si oder Si; 
die zugehérigen Primideale sind damit entweder in K, oder in K, un- 
verzweigt, also K, und K, verzweigungsfremd. 
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DaB ferner alle Zerlegungsgruppen zyklisch sind, was nur fiir die 
verzweigten Primideale in Frage steht, schlieBt man erst so: Ist {7} 
die Tragheitsgruppe eines in K° verzweigten Primideals (7 = Si oder S4) 
und {Z, 7} seine Zerlegungsgruppe in K°®, so muB T in K® eine Potenz 
von Z sein; denn sonst blieben JT und Z im Zweigkérper K (in der 
Zweiggruppe ©) nicht vertauschbar, und ihr Kommutator + EF gehérte 
zu {T} als invarianter Untergruppe von {Z, JT}, dementgegen, daB 7 ein 
direktes Element ist. — Nun ist auch Z direktes Element, w. z. b. w. 

Diese notwendige Existenzbedingung fiir Zweigkérper lehrt, daB die 
passende Wahl von K, zu K, um so schwieriger ist, je mehr Ideale sich 
in K, und K, verzweigen. (Wahrscheinlichkeit 1:/' bei ¢ Verzweigten). 
Der einfachste und aussichtsreichste Fall bleibt also der des Primfiihrers 
in K, und K,. 

Nun wollen wir zeigen, daB unsere notwendigen Bedingungen auch 
hivreichend fiir die Existenz von K° enthaltenden Zweigkérpern beliebig 
hoher Kommutatorordnung /* sind, wenn die /-ten Einheitswurzeln nicht 
im Kérper vorkommen. Und zwar beweisen wir, da$ unter diesen Be- 
dingungen eine erweiterte Hauptirrealitaét gilt, die, wie Satz 3 lehrt, das 
Kriterium fiir die Existenz sogar wieder eines iiber K° rein verzweigten 
Zweigkérpers mit Primidealfiihrer aus K, ist. Diese Hauptirrealitaét hat 
die alte Gestalt und la8t auch wieder die Transformationen (1) — (4) zu: 
sie sagt aber jetzt viel mehr aus, weil der Variabilititsbereich von 0 
nicht mehr auf Potenzen eines Grundklassenideals beschrinkt ist. Die 
Idealklassengruppe von K° besitzt hier im allgemeinen mehrere sym- 
bolisch Unabhangige, deren verschiedenen Charakter (Herkunft von ab- 
soluten Idealklassen in K,; Herkunft von zusammengesetzten Fiihrern in 
K,, K, (Geschlechter); Herkunft wie in Kap.1 durch Kommutator- 
bildung) wir noch betrachten werden. Dagegen weist in dieser Haupt- 
irrealitat r = N(r) einen bestimmten Charakter auf, wenn auch die Ideal- 
klassenuntergruppe der symbolischen Potenzen von r noch nicht festliegt. 
Eine giinstige Wahl von r erzielt man nun durch Einfiihrung des an sich 
wichtigen Begriffs der ,,Kommutatorklasse zweier Trigheitssubstitutionen. 
Wahlit man r aus einer solchen Kommutatorklasse, so bleiben alle Eigen- 
schaften von rt aus Kap. 1 erhalten, die die linke Seite von (4) zu einem 
Nichtnormenrest machen (Satz 4). Nun gilt aber die Hauptirrealitat fiir 
die Kommutatorklasse auch noch (Satz 5), wenn man og beliebig aus 
Primidealen ersten Grades zusammensetzt. In dieser allgemeinen Form 
ist sie auch fiir héhere Konstruktionen zweckmabBig. 

Genau ergeben die Konstruktionsbedingungen fiir K als rein ver- 
zweigten Klassenkérper iiber K° mit (in K° voll zerfallendem) K,-Prim- 
fiihrer folgendes: 
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Damit K rein verzweigt ist, muB je ein Reprisentant der absoluten 
Idealklassen von K° in der zu K gehérigen Idealgruppe H vorkommen. 
Es muB also H eine Untergruppe 8 = {p,,...0,,)¢ besitzen, wo D,,... 0, 
ein vollstandiges System von symbolisch erzeugenden Idealklassen durch- 
lauft. Die v, diirfen etwa Primideale ersten Grades sein oder sich aus 
solchen zusammensetzen. 

Die Kiassengruppe nach H wird beim rein verzweigten Klassenkérper 
durch Zahlideale reprisentiert und zwar hier wie in I durch symbolische 
Potenzen «” eines primitiven Restes mod q, dem Fiihrer von K/K°, und in 
der Hauptklasse H des Zweigkérpers K liegen alle und nur die (y) mit 


y* ¥ = a!" (mod q), 
und q muB8 in K° voll zerfallen, wenn K Zweigkérper werden soll. Diese 


Klasseneinteilung der Zahlideale ist mit der Festsetzung 8 < H dann 
und nur dann vereinbar, wenn fiir alle Zahlideale (9) aus & gilt: 


(6) oX¥ =a" (q). 
Unter die o fallen insbesondere wieder die Einheiten. 


Ist (6) erfiillt, so gehért zu der durch 8 < H bestimmten Klassen- 
einteilung mod q ein Klassenkérper A, dessen Gruppe operatorisomorph 
ist der Kommutatorgruppe einer Zweiggruppe. Damit nun die Gruppe 
von K/K, wirklich eine Zweiggruppe ist, ist auBerdem nur notwendig, 
daB K ein Wechselkérper von K°/K, ist, d.h. keine iiber K, Abelsche 
Erweiterung von K° mit sich bringt (I, S. 166). Dies liefert ent- 
sprechend I, 8. 175 wieder eine negative Potenzrestbedingung mod q, und 
zwar auch hier bei dem méglicherweise stark verzweigten K° nur eine 
Bedingung mod q, als Zusatz zu der schon erfiillten Bedingung, daB K,;K° 
fremd zum Geschlechterklassenkérper K°°, weil iiberhaupt zum absoluten 
Klassenkérper von K°. 


Der Geschlechterklassenkérper, den wir zur Aufstellung der Nichtrest- 
bedingung mod q brauchen, la8t sich auf verschiedene Weise definieren: 
einmal als maximaler iiber K, Abelscher Oberkérper von K°, der noch 
mit denselben Verzweigungen oder derselben Differente auskommt wie K°, 
und damit gleichzeitig als die maximale iiber dem Grundkérper Abelsche 
Erweiterung des absoluten Klassenkérpers’). Das Hawptgeschlecht, die 
zam Geschlechterklassenkérper gehérige Idealgruppe in K°, ist dann die 
Hauptklasse der schirfsten (absoluten) Klasseneinteilung in K°, die sich 
noch durch die Normen der K°-Ideale in K, mittels Kongruenzen charak- 
terisieren liBt. Durch diese Einteilung in Geschlechter entstehen also bei 


7) Tschebotarjow, Die Gruppentheorie der Klassenkérper. Journ. f. Math. 161, 
S. 185, 193. 
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Normbildung in AK, gerade noch lauter verschiedene Restklassen nach 
dem Fiihrer von K°/K,. (Diese Definition ist mit der im Hasseschen 
Klassenkérperbericht Ia, S. 296 gleichbedeutend, auch in der Ubertragung 
auf einen beliebigen Klassenkérper von K°, wo man sich an die Definition 
durch die maximale iiber dem Grundkérper Abelsche Erweiterung halten 
mu. SchlieBlich darf K° ein beliebiger Normalkérper sein, iiber dem 
eine absolut normale Klassenkérpererweiterung betrachtet wird). 

Unser Kérper K® = K,K, hat nun einen Fihrer f =f, f,, wo 
f, = P,P, P,... und f, = p,p,p,... die Fiihrer von K, und K, im ihrer 
Primzerlegung seien. Es mége hierbei p, in K°® genau in eine l-te 
Potenz zerfallen, wobei h, < A, fiir ungerades, < h, fiir gerades uw, vor 
allem also p, und p, in K, und K, voll verzweigt sind. Der Geschlechter- 
klassenkérper K°°, der insbesondere den absoluten Klassenkérper K,, von 
K,, enthalt, gehért dann in K, zur Idealgruppe 


hy 
(7) (y) mit y=al.” (p,), 


in K° also zur Gruppe der Ideale j, deren Normen solche (y) sind. Diese 
Normen sind — bei der obigen passenden Auswahl von y unter asso- 
ziierten Zahlen — die ,,totalen Normenreste“ in K°/K,, die nach jedem 
Ideal in K, einer Norm aus K° kongruent sind. Unter den Idealnormen 
sind es die Normenreste mod f°). 


La8t sich nun in der Gruppe B ein Ideal r des Hauptgeschlechts 


bestimmen, dessen Norm r die Kongruenzen (7) erfiillt, gleichzeitig aber 
Primitivrest. mod q ist, also 


h 
(8) r=a, (py); rea! (q), 


so durchlaufen jetzt, weil @ alle Geschlechter durchliuft, die Normen 
aus % alle Restklassen mod fq in K,, die tiberhaupt Normen aus K° 
enthalten, und dann -ist K° wirklich der maximale iiber K, Abelsche 
Unterkérper von K, dessen Idealgruppe aus 8 und den /*-ten Potenz- 
resten mod q erzeugt wird. 

Wenn nun (6) und (8) gleichzeitig durch ein q erfiillt werden sollen, 
mu8 fiir die darin vorkommenden r, g wieder die Hauptirrealitat gelten, 
und wir haben 


Satz 3. (Hauptirrealitatskriterium fiir bizyklische Kérper). Dann 
lapt sich K® zu einem rein verzweigten Zweigkdrper beliebig hohen Grades 
mit K.-Primfiihrer erweitern, wenn sich in K° eine alle Idealklassen durch- 


*) Hasse, Bericht II. 
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laufende Idealgruppe GB und in ihr ein totaler Normenrest r = N (tr) be- 
stimmen lapt, so dap die Ungleichung 

ptt + eX) Git 
fiir beliebiges @ aus B und beliebiges k erfiillt ist. 

Bemerkung. Es geniigt nicht zu sagen, daB r Norm eines Haupt- 
geschlechtsideals r sein soll, sondern es mu r in (8) unter assoziierten re 
als totaler Normenrest ausgewahlt werden, weil nur so die Ausbreitung von 
N(%) tiber alle in Frage kommenden Restklassen mod fq gesichert ist. 

Um die Hauptirrealitit des Satzes 3 unter den Bedingungen des 
Satzes 2 wie in Kap. 1 heweisen zu kénnen, treffen wir jetzt die schirfere 
Auswahl von r als Norm eines r aus der Kommutatorklasse von S, und S,,. 

Definition der Kommutatorklasse. Welche Idealklasse von K® 
sollen wir unter der Kommutatorklasse der Substitutionen S, und S, von 
K° verstehen? LaBt sie sich iiberhaupt eindeutig definieren? Das ist 
erst dann méglich, wenn wir S, und S, im absoluten Klassenkérper K° 
von K° fixieren, und zwar einer friiheren Verabredung gem (I, S. 164) 
als Tragheitssubstitutionen je eines in K, und K, voll verzweigten Prim- 
ideals p,, p, und ihrer Primidealteiler in K° und K°. Dem Kommutator 
dieser beiden Substitutionen entspricht dann eine absolute Idealklasse 
von K°, die die Kommutatorklasse heiBe. 

Eine Willkiir in der Auswahl der aus der Kommutatorklasse A sym- 
bolisch erzeugten Gruppe {A}¢ liegt nach der Erklirung von S, und S, 
als Tragheitssubstitutionen nur noch in der Auswahl der Primteiler 
P,|f,, Pelf, Charakteristisch bleibt fiir sie aber, daB A Kommutator 
zweier Zahlidealklassen in der Gruppe von K°°/K,, ist. 

(In einer Abelschen Galoisgruppe entsprechen ja den Tragheitselementen 
in der zugehérigen Klassengruppe des Grundkérpers immer die Klassen, 
die sich durch Zahlideale reprisentieren lassen; denn diese Klassen bilden 
zusammen die Idealgruppe des absoluten Klassenkérperteils — hier in K® 
der ganze absolute Klassenkérper von K, —, der zur Untergruppe der 
aus den Tragheitssubstitutionen erzeugten Gruppe gehdrt). 

Es gilt nun der 


Satz 4. (Satz von der Kommutatorklasse). Es sei K° = K, x K, 
ein Produkt zweier rein verzweigler zyklischer Kérper der Grade | und | 
mit zueinander teilerfremden Fiihrern f, und f,. Es seien ferner p,\f, in 
K, und p,|f, in K, voll verzweigt, und S, und S, seien erzeugende Triig- 
heitssubstitutionen dieser Primideale, zugleich damit die erzeugenden Sub- 
stitutionen der Gruppe von K°. Dann besitzen S, und S, fiir den Fall, 
daB f, in K, und f, in K, voll zerfallt, in der absoluten Klassengruppe 
von K° eine ,,Kommutatorklasse‘ A (im klassenkérpertheoretischen Sinne), 
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deren Ideale in K, Normen (o,) besitzen, wo 0, = a* mod p, (genau X-ter 
Potenzrest), aber Normenrest mod f,/p,, ebenso in K, Normen (,) mit 
0, =a} mod p,, aber Normenrest mod f,/p, («,, % Primitivreste mod p,, p,). 

Beweis: Der maximale Klassenkérper K°' = K,(d,) von K,, der 
noch dieselbe Differente d, iiher K, hat wie K°, der Geschlechterklassen- 
kérper von K° in bezug auf K,, gehért ais maximaler in K° enthaltener 
Klassenkérper (mod f,) iiber K, zur Idealgruppe der (y) in K,, die die 
Kongruenzen (7) nach p,, P,, P,,.-. erfiillen. Er enthalt den absoluten 
Klassenkérper K, von K,, dessen Idealgruppe aus allen Hauptidealen 
von K, besteht, und den S,,S,,... und ihre Konjugierten, die mehr oder 
weniger zusammenfallenden Trigheitssubstitutionen der Primteiler von f,, 
noch in Ruhe lassen. {S,,S,,...}¢ ist also die Gruppe von K°'/K,, und 
es reprisentiert dabei S, eine Zablrestklasse x, modf, (2, etwa eine 
Primzahl in K, und dann {S,} ihre Zerlegungsgruppe in K°), die fiir 
einen bestimmten Primteiler p,, von p, in K, ein /-ter Nichtrest ist, 
nach den tibrigen Teilern von f, aber die Kongruenzen (7) erfiillt. Also: 
x, Primitivrest mod p,, Normenrest mod p,,, 24 + wu; was man kurz 
.,»Primitivrest mod p,|f,“ nennen kénnte. — Formal werden so alle Zahl- 
restklassen mod f,, unter Zugrundelegung der y aus (7) als Hauptklasse, 
durch das direkte Produkt der {S,,}¢ von Dispositionsordnung 


(is, st" — 1) 
dargestellt, das aber in der Gruppe von K°' soweit zusammenschrumpft, 
als die Einheiten sich iiber die Zahlrestklassen verbreiten. 

Nun kénnen wir ohne weiteres die Idealklasse (S,,S,) = SX in K, 
bestimmen. S, wird durch ein Zahlideal («,) dargestellt, wo «, Primitiv- 
rest mod p,|f,, der Kommutator SX also durch ein 9, = a* mod-,. In K° 
wird er dann durch ein Ideal r dargestéllt, dessen Norm in K, bei passender 
Auswahl unter assoziierten Zahlen die Gestalt o, hat. 

Durch Vertauschung von K, und K, in dieser Betrachtung erhilt 
man, da ein r der Kommutatorklasse in K° gleichzeitig eine Norm 
o, =a} modf, in K, hat. 

Damit sind die im Satz 4 behaupteten Kongruenzeigenschaften der 
Kommutatorklasse bewiesen. Ob diese nun von der Hauptklasse wirklich 
verschieden ist oder nicht, beriihrt unser Ergebnis nicht, sondern es liefert 
sogar ein Kriterium dafiir, daB (S,,S,) durch die Hauptideale von K° 
dargestellt wird, daB also S, und S, in der Gruppe von K® vertauschbar 
sind, namlich: daB es in K, eine Einheit mit dem Rest 9, mod f, gibt, 
oder in K, eine Einheit mit dem Rest 0, modf,. — DaB nun unter 
den im Satz 4 genannten Zerfallsbedingungen ein von der Identitat ver- 
schiedener Kommutator wirklich existiert, wird sich durch den Beweis 


der allgemeinen Hauptirrealitit ergeben. 
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Wir kénnen jetzt auf Grund von Satz 3 und 4 den Beweis fiir den 
Satz 2 liefern, indem wir allgemeiner beweisen: 

Satz 5. (Allgemeine Hauptirrealitat fiir bizyk ische Kérper). Es sei 
K°® = K, x K, ein rein verzweigter von l-ten Einheitswurzeln freier Abelscher 
Kérper vom Typ (l,l). Die in K, und K, verzweigten Primideale 
mégen in K, und K, voll zerfallen. Schlieflich sei die Zahl r des Grund- 
kérpers K, Norm eines Ideals r der Kommutatorklasse (S,,S,) in K°, und 
zwar sei r so unter Assoziierten ausgewdhlt, daB r = N (o,) in K, und 0, 
dabei die Kongruenzen des Satzes 4 erfiillt. Dann gilt die Ungleichung 


Tr 


+ oto 
fiir jedes natiirliche k und jedes 9 aus K°, das noch in K, oder K, voll 
zerfallt. 

Im Falle des Vorkommens l-ter Einheitswurzeln gilt diese Hauptirrealitat 
noch unter den in Satz 2 angegebenen verschirften Zerfallsbedingungen fiir 
die Diskriminantenteiler. 

r erfiillt tatsichlich die Bedingung des Satzes 3, daB es nicht nur 
Norm eines Ideals t des Hauptgeschlechts, sondern wegen r = N (rt) mit 
v, =a* mod f, auch totaler Normenrest ist. 

Beweis von Satz 5. Kommen die I/-ten Einheitswurzeln nicht vor, 
so gelangen wir wie in Kap. 1 von der der Hauptirrealitat widersprechenden 
Gleichung (1) zu einer Gleichung (4). Unsere Aufgabe ist es nun, die 
Idealzerlegung von (4) zu untersuchen und in dieser einen Widerspruch 
aufzuweisen. Die Idealgruppe 8, aus der o gewahlt werden darf, wird 
hier aus allen Primidealen erzeugt, deren Zerlegungsgruppen die Gestalt {S?} 
oder {S¢|, speziell Z, haben; es scheiden aus die mit Zerlegungsgruppen 
{S¢S¢}. Die Zahl rt in (1) liegt dann auch noch in &, die Zahl 6 darum 
in der Erweiterung 8 (bh), wo 6 = 1 und dann hier b ein Ideal in K,, 
weil p, schon in B liegt. Also a, in B (h"), t in B(b/ *), z in B(j), 
wo j = N(b) in K,, ein Ideal des Grundkérpers. 

Soll nun (4) gelten, so mu8 z von K, aus Idealnorm in K° sein, 
weil es die anderen Faktoren in (4) sind; z darf aber noch nicht Norm 
eines Ideals in AK, sein; denn wahrend rechts N (6) Normenrest mod f,, 
ist die linke Seite von (4) mit 9, und @, zwar Normenrest mod p,p,p, ..., 
aber mod p, gilt 

o, =at; a, Primitivrest, 
also 
ox’ Feet = ght ty — a™~*y™ (a ein I-ter Nichtrest mod p,). 


Also muB sich auch z mod f, so verhalten und gehért in K, nicht 
einmal zur Idealgruppe fiir K,, mu8 also wenigstens einen Primpotenz- 
teiler 3, enthalten, der beide Eigenschaften von z besitzt, Nichtnorm in A, 
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zu sein, wohl aber von K, aus Norm in K°. 3, zerfallt dann bestimmt 
nicht voll in K,, aber auch nicht in K,; denn sonst hatte man 3, = 3/' 
in K,, wo 3, eine Primpotenz, die von ihren Konjugierten verschieden, 
und darum dann 3, = 3 in K° (mit 3, = 3/2), also 3, = (3/) in K,. 
3) liegt daher nicht in B und auch nicht in B(j), weil j = N(b) in K, 
— im Widerspruch mit dem vorigen Absatz. 

Zugleich geht daraus hervor, daS die Hauptirrealitat fiir die 
Kommutatorklasse nicht mehr gilt, wenn man in B Primideale aufnimmt, 
deren Zerlegungskérper weder K, noch A, enthalt; denn dann ist (4) 
erfiillbar, und man gelangt auch riickwirts zu einer Gleichung (1), bei 
der v speziell als Potenz von 6 gewahlt werden kann, z. B fiir h,=h,=k=1: 


ox os (gr'- al a Yr. (6/2 xy, 


Kommen hingegen in K° gerade noch die /'-ten Einheitswurzeln vor 
(gleichzeitig in K,, wenn f prim zu /), so haben wir die Voraussetzung 
gemacht, daB K, und K, je eine zyklische Verlingerung V, und V, be- 
sitzen, die also beide zyklisch iiber K, und vom Relativgrad /” iiber K, 
und K, sind, und da8 dann auch V, und V, ,,gegenseitig voll zerfallen‘. 
Dann hat zwar t von K, K, aus in K, nur irgendeine /'-te Einheitswurzel 
als Norm, von V,K, aus in K, aber die Norm 1, und es gilt daher 
t = 6* in V,K,. Dort gilt dann auch (4); nur braucht z nicht in K, 
zu liegen, sicher aber 2", weil irgendeine Potenz z” in K, liegt. Erhebt 
man nun (4) wieder in die l'-te Potenz, so hat man eine Gleichung, die, 
in V, V, betrachtet, denselben Widerspruch liefert wie oben (4) fiir v = 0: 
Fiir das Hauptgeschlecht erhéhen sich hier die Exponenten h, der Kon- 
gruenzen (7) um je v; etwa neu hinzugekommene Verzweigungen in V,/K, 
und V,/K, erfordern neue Kongruenzen mit Exponenten < v, je nachdem, 
wann die Verzweigung beginnt. Die linke Seite von (4) erfiillt diese 
Kongruenzen wieder mod p,p, P,.--; mod p, ist sie gerade nur rationaler 
l':*°—1-ter Potenzrest, da p, in V, voll zerfallt. Rechts ist N (6), das 
man auch als 6-Norm von V,V, nach V, lesen kann, voller Normenrest 
in V, V,, und nun entsteht fiir 2 derselbe Widerspruch wie oben fiir z. 


Zum Schlu8 geben wir noch eine Skizze fiir den Kérper K,, den 
Rahmen der Betrachtungen dieses Kapitels: 


8 kK, (C,83) Ko R, (C.8,) 
K > i NS C, STS,,.--S9S4,--- eS BB rb-nPorhor-1- EK 
a lS “wre | K a ) 
8.48 R” Kok, K” 7~—* K,K, 
(C,8,) K°K, (0,8,) 








Die eingeschriebenen Substitutionen zeigen die Galoisgruppen der 
Kérper an: die rechts von einem Kérper stehenden Substitutionen lassen 
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ihn in Ruhe, wahrend die linksstehenden jeweils erzeugende Substitutionen 
seiner Gruppe darstellen. Im einzelnen haben sie folgende Bedeutung: 
die C stammen von den absoluten Idealklassen in K,, die wegen der 
Reinverzweigtheit von K° dort noch alle Normen von Idealklassen sind. 
In der Gruppe des Geschlechterklassenkérpers K%/K° (absolut der maximale 
Abelsche Unterkérper von K°), kommen aber im allgemeinen noch Sub- 
stitutionen S¢S,,... vor, die K, noch in Ruhe lassen; namlich dann, 
wenn in K® eine Trennung von Tragheitssubstitutionen des Grundkérpers 
stattgefunden hat. Dahinter kommen jetzt die Kommutatoren der Ideal- 
klassen von K/K,, die das Hauptgeschlecht bilden. Hierhin gehért das 
Ideal r unserer Hauptirrealitaét, das wir aber noch voll zerfallend in K, K, 
bestimmt haben. 

Die Untergruppe der (S — 1)-ten Potenzen von Idealklassen in K° 
ist hier nicht verzeichnet, aber als echte Untergruppe des Hauptgeschlechts 
erkennbar. Die Restklassengruppe des Hauptgeschlechts nach ihr liefert 
den zentralen*) Klassenkérperteil von K°, der zur Restklassengruppe der 
totalen Normenreste nach den Zahlnormen gehért. Ihr Nichtzusammen- 
fallen erméglichte die Konstruktion. 


*) a. a. O. 7), S. 185, 189-191. 


(Eingegangen am 25. 7. 1934.) 
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Zur Theorie der Brandtschen Quaternionenalgebren. 


Von 
Rudolf Fueter in Zirich. 





Einleitang. Herr Brandt hat in einer tiefen und weitreichenden 
Arbeit in dieser Zeitschrift') die Theorie der Quaternionenalgebren mit 
rationalem Zentrum entwickelt. Er stiitzt sic. dabei wesentlich auf seine 
friiheren Arbeiten iiber quadratische Formen. So schén und wichtig diese 
Zusammenhinge auch sind, und so sehr jede Entwicklung des heute viel- 
fach etwas vernachlassigten Gebietes der Formentheorie zu begriiBen ist, 
so scheint es mir doch notwendig, die Theorie der Brandtschen Algebren 
auch rein arithmetisch aufzubauen. Denn wie friiher die GauBsche Theorie 
der binaren quadratischen Formen zur Theorie des quadratischen Kérpers 
und zu dessen rein arithmetischem Aufbau fiihrte, und dariiber hinaus zur 
Theorie der algebraischen Kérper, so darf auch angenommen werden, dab 
die Theorie der Brandtschen Algebren zu neuen Einsichten der Divisions- 
algebren fiibren wird. Ein Beweis dafiir ist die Brandtsche Entdeckung 
des Gruppoids, die von Artin*) auf Systeme hyperkomplexer Zahlen aus- 
gedehnt wurde. 

In Abschnitt 1 gebe ich diesen rein arithmetischen Aufbau der ge- 
nannten Algebren. Alle Satze des ersten Teiles der Brandtschen Abhandlung 
werden direkt, ohne formentheoretische Uberlegungen hergeleitet. Gebrauch 
wird nur gemacht von den Grundbegriffen der Theorie der Algebren. 
Dagegen schlieBt sich die Entwicklung eng methodisch an meine Arbeit 
tiber Quaternionenringe*) an. Der zweite Abschnitt bringt Satze itiber 
die Grundzahl d und iiber den Unterschied des definiten und indefiniten 
Falles. Im dritten Abschnitt beweise ich rein arithmetisch den Satz, daB 
die Grundzahl*) nur eine ungerade bzw. gerade Zahl verschiedener Prim- 
zahlen enthilt, je nachdem die Algebra definit oder indefinit ist. Dies 
gelingt sehr elegant vermittelst einiger Satze meiner friiheren Arbeit. 
Dabei ergibt sich das interessante Resultat, daB der genannte Satz vollstindig 
gleichwertig mit dem quadratischen Reziprozititsgesetz, einschlieBlich seiner 

1) H. Brandt, Idealtheorie in Quaternionenalgebren, Math. Annalen 99 (1928), 
8.1. Im folgenden zitiert als: I. in Q. A. 

%) E. Artin, Zur Arithmetik hyperkomplexer Zahlen, Abh. a. d. math. Sem. 
d. Univ. Hamburg 5 (1927), S. 261. 

3) R. Fueter, Quaterni inge, Comm. Math. Hel. 6, S.199. 1m folgenden 
zitiert als Q. R. 


*) Man kann der Grundzahl ein Vorzeichen geben. Ich sehe im folgenden 
davon ab. 
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Ergdnzungssdtze ist. Letzteres wird zu seinem Beweise benutzt und kann 
umgekehrt aus ihm bewiesen werden. Es scheint mir beachtenswert, daB 
ein Reziprozitatsgesetz in dieser einfachen Form in der Theorie der Algebren 
ausgesprochen werden kann. 

H. Hasse hat in einer wichtigen Arbeit den Zusammenhang zwischen 
einer beliebigen einfachen normalen Algebra iiber einem algebraischen 
Zahlkérper und dem Artinschen Reziprozititegesetz aufgestellt®), Im 
Falle der Quaternionen deckt sich derselbe, wie M. Zorn bemerkt hat‘), 
mit der Brandtschen Bedingung der Grundzahl. 

Der Einfachheit halber sehe ich im folgenden von dem einzigen (in- 
definiten) Fall (Grundzahl = + 1), in dem die Algebra keine Divisions- 
algebra ist, ab. Der Fall kann leicht direkt behandelt werden. Man 
mu8 nur die Bedingung hinzunehmen, daB kein Nullteiler auftritt. Der 
erste Abschnitt gilt iibrigens auch in diesem Fall. 


1. Es sei Q eine Brandtsche Algebra, d. h. eine Algebra der Quatern- 
ionen % = 1, %,,%,,%, mit rationalem Zentrum. @, = 1, @,, @,,@, sei 
eine reduzierte Basis eines maximalen Integritatsbereiches J in Q. Wir 
setzen: 


oO, = > tent und ¢d = 2* | te» |. 
(k) 


Alle Quaternionen » von Q lassen sich dann in der Form darstellen: 
o= ps Ly Wey 
®) 
wo die z rationale Zahlen sind. Sind die z ganz und rational, so liegt w 
in J. Da 
m(m) = 4 Lge, WO Oy =— 2 TJ tyitjy 
(i, B) A 


ist, miissen die g;, ganze rationale Zahlen sein. Ferner ist 


|9ex| = @, 
und daher ist d* eine ganze rationale Zahl. 
Wir setzen jetzt wo, = w,, w, = w,, und 


(1) Op = We41Me+2— We to@ri1 = Pe Gjxm;, k = 1, 2,3"). 


Die 0, liegen in J, somit sind die g;, ganze rationale Zahlen. Anderer- 
seits sei 
(2) O;, => Xd tyetj, k=l, 2, 3. 
7) 


5) H. Hasse, Die Struktur der R. Brauerschen Algebrenklassengruppe iiber 
einem algebraischen Zahlkérper. Math. Annalen 107 (1933), S.731, insbes. S. 750. 

6) M. Zorn, Note zur analytischen hyperkomplexen Zahlentheorie, Abh. d. 
math. Sem. Hamburg 9 (1933), S. 197. 

7) Trotzdem diese Bezeichnung durch gotische Lettern in der Arithmetik un- 
gebrauchlich ist, behalte ich die Brandteche Bezeichnung bei. 


42* 
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Wegen (1) ist aber 
Ox = 2 (tesa tiete — Gesetesid ijt 

Alle Glieder mit 7 = / fallen weg. Ebenso auch alle Glieder mit 
j = 0 oder | = 0, da durch Vertauschen von j und / das Vorzeichen 
der Klammer sich andert. Also bleiben nur die Glieder mit 7 + 1, + 0. 
Ist 1;%, = %,, also 1,4; = — %,, so folgt: 

= 22 (be satinss —besetinsi)tn, WO tet, = 4,. 

(n 

Nun ist ¢,, = 1, to = ty, = t3, = 0. Daher wird 


altjal 
Cntrbinse — Geratess = Bj 





nk 


Durch Vergleich mit (2) wird jetzt 
O\t;,| &k = 1,3,3; 
06,’ » = 0,1,3,8. 
Daraus folgt, daB t,, = 0 fir k = 1, 2,3 ist. Nun muB wegen 
der Definition von 0, 
ita! 
a tea es dt, ; 


sein; setzt man dies in (2) ein, so a 


O\t., 
= a 7D, tease Ot, ; te k = 1, 2, 3, 


4 dD 
somit wegen (3) und (1): 
bo 1,23, 
(4) Giz = a ZO tants o - 1, 2, 3. 
Gjx ist daher symmetrisch in j, k. 
Wir definieren jetzt vier neue Zahlen t,, fiir k = 0, n = 0,1,2,3 
durch die Gleichung (3), und setzen: 


5 = » jo; —= a tio 4;- 
‘p) 6) 


(3) tae = 2 





Dann gilt (4) auch fiir 7 = 0 bzw. k = 0. gj, ist ganz und rational 
fiir 7 = 1,2,3. Unbekannt ist noch g,,. Nun ist 


Altyl. ‘ 
=2)'— His, &=0,1,2,3. 


(n) nk 





Wir multiplizieren diese Gleichung mit g,, und addieren iiber k 
von 0 bis 3: 


Py 2D oat 
Jiz% = 2 9rk a, 


(k) in, ® 
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oder wegen der Definition von g;,: 


Olt! . ; 
LIr% = VT tyitiz t, = d J t,,t, = da, 
7) (n, kD nk in) 


also 
(5) da, = J gir, 1 = 0,1, 2, 3. 
(& 
Ferner folgt aus (4): 
24 212|9|t., ||? 912 a 
(6) [Gjal = gel teal? = Gel ae— = Fr lta | = @. 








Setzt man in (5) fiir 0, den Wert aus (1) ein, so wird, da die a, 
unabhangig sind, durch Koeffizientenvergleichung: 





Ri j.l+j, . ms 
(7) X Nx 9jx= |g 1 i, j, b= 0,1, 2, 3. 
woraus sofort folgt: 
_ 141 9,,! 1 919;x! me 
(8) me 9G,” Gi = To,” l,k = 0, 1, 2, 3. 


ee ist eine ganze rationale Zahl, ebenso g,, fiir k + 0,1 + 0. Daher 
folgt aus der zweiten Gleichung (7), da8 d ganz und rational ist, somit 
Goo Tational sein muB. Wegen (7) und (8) ist auBerdem dg,, und gy; Goo; 
1=0,1,2,3 ganz. Wegen g,,=2 kann daher g,, hodchstens den 
Nenner 2 besitzen. In diesem Fall miiBtend und g,,, | = 1, 2,3, gerade 
Zahlen sein. Nun ist nach (7): 


Goo Goo + Jor Gor + Jor Go2 + Gos Mos = 4, 
also in diesem Fall g,, 9), = 29), eine gerade Zahl und 4,, ebenfalls ganz. 
Aus (6) folgt: 
2 |ta| = + &. 
Somit ist nach (2): 

4 Flt! 4 d\t,, | 

y= Bx a. O;, oO; = shjn= eB —Ft,. 15 O%, 
was verglichen mit (5) die Beziehung ergibt: 





“» 





4 oI\t, | 2 9\t,,| 
9 e=_oai hy, te = ao 
( ) . . Gir d? w Ot, 3 ” @? Ot, 
SchlieBlich ist: 
Dy Dy 4 + We 41 Me = —Jeetit2 X lortess + trety esi) te 
( 


Dabei ist der Index 4, bzw. 5 stets durch 1, bzw. 2 zu ersetzen. 
Nun ist ¢,, = 1, tj, = 0, 7 = 1,2,3. Also wird: 


(10) ey + Oe 41 Oe = — Jeeta t 2 2 tjoltixtes + bigtyesa) tr 


= — Jertr tGoe @r+1 + Gout+1@r- 
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Aus (1) und (16) folgt: 


(11) oes t) 4 (— genes + Geree) +4 Gor+s + Ger sidor 


De +1 Wp 
+ (Jou + Gesacs1) Me+1 t+ $Geroere2@e+2, 
= 1], 3, 3. 
AuBerdem ist, wie man sofort sieht: 
(lla) oF oe $9ex + Jor Or, k= 1, 2, 3. 


Damit sind die Produktformeln fiir die Basiazahlen gefunden. Sie 
stimmen iiberein mit den Formeln von Brandt, Art. 22°). 
Setzt man: 
D0 = (1, @,,@,,@ 5), D = (0,, 0,, 04, 05), 
so sind beides zweiseitige Ideale mit den Normen 1, bzw. d, wie ich an 
anderer Stelle gezeigt habe*). Die vier Quaternionen sind eine Basis des 
betreffenden Ideals. Die Normenformen der beiden Ideale sind: 


LD Gin e%, und § DY Oi, 2; 2%. 
“a,b @b 


Die zweite ist die reziproke der ersten. 

2. Mit Hilfe elementarer Hilfsmittel aus der Theorie der quadrati- 
schen Kérper habe ich folgende Satze bewiesen, die ich im folgenden 
verwenden werde”*): 

I. Sind w, Q zwei ganze, konkordante nicht vertauschbare Quaternionen, 
so ist n(w2— Qwm) ein Vielfaches der Grundzahl d der durch w, Q be- 
stimmten Algebra. 

II. Alle in d aufgehenden Primzahlen haben die Eigenschajft, in keinem 
quadratischen Unterkérper der Algebra in zwei verschiedene Primideale zu 
zerfallen. 

Ill. Ist p ein in n(w 2 — Qa) in ungerader Potenz enthaltener Prim- 
faktor, der in k(w) nicht zerfallt, so ist p ein Teiler der Grundzahil d. 

Ein nicht rationales Quaternion w heiBe imagindr, wenn der zu- 
gehérige quadratische Kérper k (w) imaginir ist, reell, wenn k(w) reell 
ist. Daraus folgt: 

1, Satz: Ein Quaternion w ist reell oder imaginiir, je nachdem 
n (w — @) kleiner oder gréBer als null ist. 

2. Satz: In jeder Algebra gibt es imagindre Quaternionen. 

Sind w,Q zwei reelle nicht vertauschbare Quaternionen der Algebra, 
so ist: 


n ((w — @) (Q — Q)) = n(w — B)n(Q—Q)>0, 
§ ((w — @) (Q — Q)) = —n(w—G,Q—Q), 


®) Brandt, I. in Q. A., 8. 10. 
*) Fueter, Q. R., 8. 203. Es ist b* = (d). 
1°) Fueter, Q. R., Hilfssatz 2, 8. 202, 6. Satz, S. 210. 
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also: 5 mt ” 

((@ — @) (Q — Q) — (Q— Q) (w — B)? = n(w —G, Q— QP 

— 4n(m — @) n(Q — Q). 
Setzt man 4 = (wQ— Qa), so ist d = — 4, und 4 = — @Q— QB) 
= —(w2— Qw), somit: 
(w — &) (Q — Q) — (Q— Q) (w — 0) = 44; 

die obige Beziehung lautet daher: 
(12) 42n(m@Q— Qw) = 4n(m — B)n(Q— Q) — n(w—G, Q — QD). 


Ist n(w 2 — Qa) positiv, so ist (w Q — Qw) imaginar. Ist n(wQ — Qw) 
negativ, so setze man: 
Q = » — 2%, 2-29) Q 
2n (Q— 2D) , 





und es wird: 





~ se n(o—3,2—2) , a(o—o, Q— QD) 
7-2) 9-8 — 7 sem amine oy ye 
__ 4n(m —d)n(Q— Q)—n(o —G, Q— D) 
= 4n(2—D) ; 
d.h. wegen (12) positiv, da Zahler und Nenner negativ sind. Daher ist 
Q’ — Q imaginir. 
Man kann Formel (12) auch so schreiben: 


(13) 4n(wQ— Qw) = n(w — 3B) n(Q — Q) — n(w — G, Q)*. 


3. Satz: Sind w, Q zwei konkordante, nicht vertauschbare Quater- 
nionen, w reell, Q imagindr, so ist wQ — Qw stets reel. 

1, w. 2,@2 — Qw bilden dann 4 linear unabhingige Quaternionen. 
Man kann dieselben stets so wihlen, daB alle drei Quaternionen w, Q, 
@ 2 —Qw imaginir sind (definiter Fall), oder w, w 2 — Qa reell, Q ima- 
ginar ist (indefiniter Fall). 

4. Satz: In jeder Algebra Q gibt es ein ganzes Quaternion a, fiir 
das n(w — @) ungerade und durch kein Quadrat teilbar ist. Im indefiniten 
Falle ist zudem w reell. 

Es sei w ein ganzes, nicht rationales Quaternion der Algebra 0. Wir 
diirfen voraussetzen, daB 1, eine Basis der ganzen Zahlen von k (w) 
bilden. 

Ist » (w — @) ungerade, so ist w das erwiinschte Quaternion. Ist da- 
gegen n(w — @) gerade, so wird ®@ = — w, n(w — ®@) = 4m sein, wom ohne 
Quadratteiler ist. In diesem Fall nehmen wir ein zweites, mit w nicht 
vertauschbares Quaternion Q, das mit w konkordant ist. Ist » (Q— Q) 
ungerade, so ist Q das gesuchte Quaternion. Im andern Falle darf man 
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wieder voraussetzen, daB Q = — Q, n(Q—Q)=4M ist. Nun findet 
wegen (13) die Relation statt: 
(14) n (w Q — Qa) = 4n (mw) n(Q) — n (om, Q)*. 

Ist daher n (wm, 2) ungerade, so muB auch n (m2 — Qw) ungerade 
sein. Setzt man daher w = wQ, @' = Qo, so ist n (wm — O’) ungerade. 


w’ ist ganz und gehért Q an. 

Ist n (w, 2) gerade, so ist nach (14) sicherlich } (wo 2 — Qwm) = Q’ 
ganz, und wegen n(w,@ 2 — Qm) = 0 konkordant mit w"'). Ersetzt man 
Q durch Q’, so darf man annehmen, da8 auch M héchstens durch 2 
teilbar ist. Wire nimlich M durch 4 teilbar, so wire }2 ganz und 
mit w konkordant, man diirfte also Q durch } Q ersetzen. Daher kénnen 
w, 2 so in Q gewahlt werden, daB sie ganz und konkordant und m, M 
héchstens durch 2 teilbar sind. Sind m,M beide gerade, so ersetze 
man 2 durch $2. Dieses Quaternion ist ganz und mit w wegen 
n(w, 4@2) = 0 konkordant. (4m) ist aber ungerade. Somit kann 
man m oder M als ungerade voraussetzen. Ist m oder M gerade, so ersetze 
man » oder 2 durch w+ 2. Dann wird: 

n (m + Q) = n(w) + n (Q) + n (@, Q), 
was bei geradem n (wm, 2) ungerade ist. Bei ungeradem n(w, Q) verfahre 
man wie oben. Daher diirfen bei geradem n(w,Q) m,M beide als un- 
gerade angesehen werden. 

Nun darf man annehmen, dab m = M = 1 (med 4) ist. Denn wire 
z. B. m = —1 (mod 4), so wire $(1+m) = o’ ganz, und n(w’ — a’) 
= n(w) = m ungerade. 

Es sei jetzt 2’ die gréBte in n(w2 — 2m) enthaltene Potenz von 2. 
Ist r gerade, so setze man: 

A=” “ 7 2 
Dann ist 4 = — A, n(A) ungerade und ganz, somit auch 4 ganz. 
Ist r ungerade, so setze man: 
ia (1 +) (@ 2— Qo), 





g'la(r +1) 
Auch jetzt ist 4 = — A, n(A) ganz und ungerade, somit 4 ganz; denn 
1+ m ist wegen obigem nur einmal durch 2 teilbar. 
In beiden Fallen wird jetzt: (1+ 4) = w’ gaaz, falls n(4) = —1 


(mod 4) ist. Wegen n(m’ — @’) = n(A) ist n(m’ — o’) ungerade, w’ das 
gesuchte Quaternion. 


11) Man beriicksichtige im folgenden, daB nach Fueter, Q. R. 8S. 206: 
(o 2—Qo)s = wo(wQ—Qw), (wQ—Qw)D = Q(woQ— Qo). 
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Ist dagegen n(4),= 1 (mod 4), so setze man: 
wo = }(l+o+4+@A4), o' = }(l—w— A—wA). 
w’ ist ein ganzes Quaternion. Denn s(@’) = 1, und 
n(o’) = $(1+n(w) + n(4) + n()n(A)), 
was wegen n(w) = n(4) = 1 (mod 4) ganz ist. Weiter ist 
n(w’ —@) = n(o+A4+@A) = n(w) + (A) + n(w)n(A) = 3 (mod 4), 
d. h. ungerade. Der Satz ist somit in jedem Falle bewiesen. 

Wire n(w’ — @’) durch ein Quadrat teilbar, so nehme man in k(w’) 
die nicht rationale Basiszahl der ganzen Zahlen, die allen Anforderungen 
der Behauptung entspricht. 

Wire im indefiniten Falle @ imaginar, so nehme man ein beliebiges 
mit w konkordantes Quaternion Q, das reell ist. Ist n(Q — 2) ungerade, 
so ist 2 statt w zu nehmen. Ist dagegen n(Q — Q) gerade, so setze man 

wo = w+22Q, 
wo « eine ganze rationale Zahl ist. Dann mu 


,  2(o' —G') = n(w— ®) + 4a°n(Q— Q) 4+ 2an(w — @, Q— Q), 
also ungerade sein. = 
Ferner ist n(Q— 2) negativ. Man wihle z absolut so groB, dab 
— 42?n(Q — Q) > n(w — ), 
ferner gebe man x das Vorzeichen von — n(w —@, 2—Q). Dann ist 
sicherlich n(w’ — @’) negativ und somit w’ reell. 


5. Satz: In der Algebra Q gibt es stets zwei ganze, konkordante 
Quaternionen w, Q, fiir die n(w—@) ungerade und zu n(wQ—Qw) 
teilerfremd ist. Im indefiniten Falle sind auBerdem w und wQ—-Quw reell. 

Man nehme zu dem in Satz 4 definierten w ein (imaginires) ganzes 
konkordantes Quaternion 2, daB mit w nicht vertauschbar ist. Wir setzen 
n(wQ— Qw) = D. Es sei t ein solcher Teiler von D, daB 1. simtliche 
Primteiler von ¢ in n(wm — @) (ungerade!) aufgehen; 2. D/t zu n(w — @) 
teilerfremd sei. Dann ist t Norm eines Ideals in k(m), und es gibt ein 
ganzes Quaternion t in k(w), so daB n(r)/t ganz und zu n(w — @) 
teilerfremd ist. Wir setzen 

Q’ ~ yo Qe. 

Q ist ganz. Denn es ist Q’ = — Q’, n(Q’) = n(t) D/P. w, Q' sind 

konkordant, denn 


n(w, Q) = (@r— ra) °29—2% — 9, 
Wir setzen : 


wo = to+ 2’, wo —o' = t(w—o) +22, 
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xz ganz, rational und zu 2(r)D teilerfremd, also 


n(w’ — 3’) = a'n(w — 0) + 4n(x)2. 


n(w’ — @’) ist somit sicher ungerade und zu n(m — @) und n(t) D/@ 
teilerfremd. Ferner wird 


(a Q2—-Qw) 


wo o—ow = 2'o—wo = 1t(@—»w) 7 ‘ 


n(w'o — wo’) = n(w — a) n(t) 2. 

n(w' —@’) ist daher zu n(w’ w — wo’) teilerfremd. ww’, w sind die 
gesuchten Quaternionen. 

Im indefiniten Falle ist  reell, Q imaginiér, also wQ2 — Qw reell, 
D negativ. Man kann n(r) als negativ voraussetzen, somit ist w’w—wa’ 
reel]. Ferner kann man z so groB annehmen, daB auch w’ reell wird. 
Somit sind w’, w’w— ww’ zwei reelle Quaternionen. 

6. Satz: Die Grundzahl d einer Algebra Q ist nur durch die ersten 
Potenzen ihrer Primfaktoren teilbar. 

Wir nehmen die in Satz 5 definierten w, 2 und setzen 

n(w2 —Qw) = D. 

Nach I. ist D stets durch d teilbar; es sei D = fd, und D genau 
durch p’, r > 1, teilbar, wo p eine rationale Primzahl ist. Wir setzen: 
Q = o2—Qa wo2—Qw 

p 2" p G—1) ” 
je nachdem r gerade oder ungerade ist. Dann ist 


wo — Qa = (@—@)2’, n(wQ’ — Qo) =nw— a), s = r oder r—1. 


Nun ist Q’ ein ganzes mit Q konkordantes Quaternion. Somit mu8 
nach I. n(wQ’— Q’w) durch d teilbar sein. Also kann d p héchstens 
zur ersten Potenz enthalten, da ja n(w—@) zu D, also auch zu p 
teilerfremd ist. 

Der Beweis zeigt zugleich die Richtigkeit des Satzes: 

7. Satz: Sind w, Q die in Satz 5 definierten Quaternionen, so ist 
jede in d aufgehende Primzahl in D = n(wQ — Qw) im ungerader Potenz 
enthalten. 

Wir setzen noch 

njo—o)=m n(Q—Q)=M, n(w—G,Q) =X, 
wo also m ungerade ist. 

3. Das quadratische Reziprozitatsgesetz. Die Tatsache, daB die Grund- 
zahl d im definiten Fall nur eine ungerade Zahl verschiedener Primfaktoren, 
im indefiniten Fall nur eine gerade Zahl von Primfaktoren enthalten 


4 bzw. = 
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darf**), ist identisch mit der Aussage des quadratischen Reziprozitits- 
gesetzes im Bereiche der rationalen Zahlen. Um dies zu zeigen, heweise 
ich zuniachst den Satz iiber die Grundzahl mit Hilfe des quadratischen 
Reziprozitatsgesetzes und nachher das quadratische Reziprozitatsgesetz 
aus dem Satz iiber die Grundzabl. 

Es seien w, 2 die in Satz 5 eingefiihrten Quaternionen von Q. 

Nach den bei Satz 7 eingefiihrten Bezeichnungen und Annahmen 
lautet Gleichung (13): 
(15) 4fd = mM —7n’, 
und 4/d ist zu m teilerfremd. Wir unterscheiden: 

I. d ungerade. Aus (15) folgt 

(=) =-+- 1, 


wo () das Jacobische Symbol! der quadratischen Reste ist. Da auBerdem 
m = n(w — @) ungerade ist, so muB: m=— 1(mod4) sein. Ist 2 in / 
in ungerader Potenz enthalten, so muB nach Satz III 2 in k(w) zer- 
fallen, also m = — 1 (mod 8) sein. Ist /’ der ungerade Teiler von /, so 
wird nach III weiter 


GP) a+ 
und nach Satz II und Satz 7 
(Pt) =(- 


wo a die Anzahl der verschiedenen in d aufgehenden Primfaktoren ist. 
Somit 
—m , 
(Fz) =(— 
Ist ferner 2” die gréBte in f enthaltene Potenz von 2, so muB nach 
Q° 


obigem stets: (=) = +1 sein. Daher folgt 


a. (—f4\(—™) 
(— 1" = (=) (Fa). 
Im definiten Falle wird somit nach dem verallgemeinerten quadra- 
tischen Reziprozititsgesetze 


bai 1 - (=) (F2)(- paca - han 1)'2™+ gids’ +1)—1 


=-1, 


d. h. @ ist ungerade. 


19) Brandt, I. in Q. A., S.12; siehe auch K. Hey, Analytische Zahlentheorie 
in Systemen hyperkomplexer Zahlen, In.-Diss. Hamburg, 1929, 8S. 37. 
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Im indefiniten Falle sind m und df’ negativ. Somit wird 
(— 1 = (— 1)''2tm + 0'i2@Pr +D => +], 
also a gerade. 

Il. d gerade. d = 2d’, d’ ungerade. Jetzt darf 2 in k(m) nicht in 
zwei verschiedene Primideale zerfallen, also wegen m = — 1(mod 4) wird 
m = — 5 (mod 8). 

Ist wieder 2 die gréBte in fd enthaltene Potenz von 2, /d = 2'/'d’, 
f’ ungerade, so ist, da r ungerade sein muB nach Satz 7, 
(=) =(-1y =-1. 


\m 
Wie friiher, ist 


(=S) = -(—S)=4n (F)H4u (FHF) =e 


m | m } ( f 


Also wird 





(—1y = (57) (=L4). 

Im definiten Fall ist somit 
(- 1)* om (= ljt2@r—v + Mo dm —1) + ig(m—1) 'f’'-1) — (— 1)'/24 +1vd'f'+1)—1 

= — ], 

also a ungerade. 

Im indefiniten Falle dagegen ist 

(- ly? = (— 1)2tm+ nase +0) = -+ l, 

also a gerade. 

8. Satz: Die Anzahi der verschiedenen in der Grundzahl d aufgehenden 
Primzahlen ist im definiten Fall ungerade, im indetiniten Fall gerade. 

Aus diesem Satze folgt umgekehrt auch das quadratische Rezipro- 
zititsgesetz und seine Erginzungssitze. Dasselbe kann in seiner ver- 
allgemeinerten Form direkt bewiesen werden; wir wollen uns aber auf 
den Fall der Primzahlen beschranken. 

Es seien p, g zwei rationale ungerade Primzahlen. Man betrachte 
die Algebra der ganzen und konkordanten Quaternionen 

w= 4(1+V(—1fho+p-i,), 2 = Vqi,. 
Dann ist a 
= wQ— Qw = V(—1)'2*pq-i,, D = (—1)? pq. 
d kann nach I. héchstens p und gq enthalten. Ist 
Hass 1)'/2( Dp 

1. (Co 

aufgehen. Im definiten Fall p = 3(mod 4) ist somit d = p und nach II. 


i= -~-. @- +? 


Im indefiniten Fall p = 1(mod4) ist d = —1, (=!) = (4) = +1. 





) = +1, so zerfallt g in k(w) und kann nicht in d 
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__ yy'ia(p—D 
I. (' }) — *) = —1, so ist q in d enthalten. Im definiten 
ra ‘ i —ey ee Re ab x 
Falle p = 3(mod 4) ist daher d=q, ( {) = (4) = 1, (£) = 
, oe 3 we . wh nos ee |. as 
Im indefiniten Falle p= 1(mod4) ist d = — pq, (=) = (4) sarees 


Also ist in jedem Falle 


Ea +1 ote Hier. 


Setzt man 
@=V—2-4, Q= 31+ V(—1'eorp.iy), 
so wird 


p—1 


A=a2— Qa = V(— 1)'2&-2p-4, D=(— 1)? 2p. 





Wir haben nur den indefiniten Fall. Also ist d = — 2p oder — 1. 
Im ersten Falle ist (=) = —1, da p in k(m) nicht zerfallt, und 
p=(—ly'kt, dh. = + 3(mod 8), 


da 2 in k(Q) nicht zerfallt. Im zweiten Falle ist (=) = +1 und 


p =(—1)'2(?—?(mod8), d. bh. p= +1(mod8), 

da 2 und p in k(w) bzw. k(Q) zerfallen miissen. II. Erginzungssatz: 
gers 
Setzt man 
Qo= = Q = 4(1 +. V(—1)'2 +0 p. i»), 
so wird 
p-l 

02 — Qo = V(-12OFp-i,, D=(-1)* p, 
also ist im definiten Falle p=3(mod4) die Grundzahl d= p, und 
= = —1. Im indefiniten Falle dagegen ist d= — 1, p=1(mod 4), 
p-1 


(=) = +1. _ I. Erginzungssatz: (=) = (— 1) 


Langenbruck, den 1. August 1934. 


(Eingegangen am 13. 8. 1934.) 











Uber die Approximation von Potenzen mit algebraischen 
Exponenten durch algebraische Zahlen. 


Von 
Karl Boehle in Frankfurt a. M. 





In ihrer Arbeit: ,,Zur Transzendenz von e*‘‘') verschirften Koksma 
und Popken die Gelfondsche Aussage tiber die Transzendenz von e*. Hier 
soll die entsprechende Verscharfung fiir den in meiner Dissertation *) 
(hier I genannt) bewiesenen allgemeineren Satz gezeigt werden: 

,, Hs seien #,,..., 0, s linear unabhangige Zahlen eines algebraischen 
Zahlkérpers R vom Grade s > 2 und a eine beliebige Zahl mit 
a(a—1) + 0, ferner a* die Funktion e*'s* mit fester Bestimmung 
von loga. Dann ist mindestens eine der Zahlen a®:,...,a%» trans- 
zendent.“ 

Das heift anders ausgedriickt folgendes: 

,»Durchlaufen y,,...,, unabhangig voneinander alle algebraischen 
Zahlen, so bleibt mindestens eine (feste) der s Differenzen a”* — y 
(h = 1,..., 8) stets von Null verschieden; es ist also stets 
(a) ,max |a"* — yl > 0." 

Wir fiihren nun zunichst den Begriff der gemeinsamen Hohe mehrerer 
algebraischen Zahlen ein. Zu jeder algebraischen Zahl y gehért eine bis 
auf das Vorzeichen bestimmte irreduzible Gleichung mit ganzrationalen 
teilerfremden Koeffizienten. Der gréBte absolute Betrag H(y) dieser 
Koeffizienten heiBe die Héhe von y*). Der von den algebraischen Zahlen 
Vis +++) Y_ etzeugte algebraische Zahlkérper sei 6 vom Grade g, der Grad 
der Zahl y, sei g, (hk = 1,..., 8). Dann nennen wir 


H (y,, ~ 209 Ve) = max (H(y))” 


2 
die gemeinsame Hohe der Zahlen y,,...,7. (A (y))"* = Ho(yn) heibe 
die Héhe von y, in 6. 


1) Journal f. d. reine u. angew. Math. 168 (1932), 8. 211—230. 

2) Uber die Transzendenz von Potenzen mit algebraischen Exponenten (Ver- 
aligemeinerung eines Satzes von A. Gelfond), Math. Annalen 108 (1933), S. 56—74. 

3) Vgl. C. Siegel, Approximation algebraischer Zahlen, Math. Zeitechr. 10 
(1921), 8. 178. 
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Lassen wir nun in der zweiten Formulierung des oben genannten 
Satzes nur solche s-tupel algebraischer Zahlen y,,...,y, zu, welche in 
einem algebraischen Zahlkérper héchstens g-ten Grades liegen und deren 
gemeinsame Hohe hiéchstens gleich B ist, so gibt es offenbar zu jedem 
Wertepaar g und B nur endlich viele solche s-tupel y,,..., 7,- , durch- 
lauft dann in Ungleichung (a) nur endlich viele Werte, es gibt also sicher 
eine (natiirlich von g und B abhingige) positive untere Schranke fiir das 
Maximum von |a’* —y,|. Uber die GréBe dieser unteren Schranke sagt 
obiger Satz nichts aus. Offenbar ist es aber nicht uninteressant, etwas 
dariiber zu erfahren, da die GréBe dieser Schranke die Art der unter 
den Zahlen a”',...,a°* auftretenden transzendenten Zahlen niaher kenn- 
zeichnet. Hier soll bewiesen werden, daB, wenn B gréBer als eine noch 
von g abhangige Zahl E (g) ist, 

e = 1 


9 —(c"’ log B)® —1 (og log BY ~1 
max ja*—y,|>c'-e (c"’ log BY* (log log 
=1...4 





gilt, wobei c’ und ec” nicht mehr von g und B abhingen. 


Um den Zusammenhang des Beweises in I mit dem Beweis dieser 
Ungleichung zu zeigen, werden wir zunichst die wesentlichen Ziige des 
Beweises in I — in anderer Form — betrachten. 

Der Beweis des Satzes in I zerfillt in zwei wesentlich verschiedene 
Hauptteile. In §1 und 2 wird festgestellt, daB die Zahlen 


t 
= — |<~2— (¢, ganze Zahl aus §) 
Cc se t.) 


von den Zahlen a”!,...,a°* algebraisch abhiingen und da8 der absolute 
Betrag von unendlich vielen Zahlen dieser Folge in einem Intervall 


(b) 0 < |b,| << n-"eo™ 


liegt. Im zweiten Teil (§ 3—5) werden die Zahlen 6, untersucht unter 
der Annabhme, die Zahlen a”, ..., @°* seien samtlich algebraische Zahlen, 
und nur diese Eigenschaft von ihnen benutzt. Man kann sie daher fiir 
diesen Teil der Untersuchungen durch beliebige feste algebraische Zahlen 
Yis~++) Ys» ersetzen. Die dann den Zahlen b, entsprechenden, sicher alge- 
braischen Zahlen seien a, genannt. Das Ergebnis der Untersuchungen 
l4Bt sich dann folgendermaBen zusammenfassen: 


Die Zahlen a, liegen simtlich in einem festen algebraischen Zahl- 


kérper M vom Grade m. Es gibt daher zu jeder der Zahlen a, in M 
eine von Null verschiedene Zahl H,, so daB gilt: 
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I. H,a@, ganzalgebraisch, also Ny H,,a,‘) ganzrational, 
II. |H,| Sn*e™ und 
Ill. |(H,a@,)| < e®™ fiir alle Konjugierten (1 = 1, ..., m). 
Ist a, + 0, so folgt aus I: 
| Vy (H, @,)| = 1 


und daraus wegen II und III, da8 |a,| fiir nicht zu kleine Werte von n 
stets auBerhalb des Intervalls 


n 


(c) O<rcn * rw 
hegt. 

Nur wenn a, —b, = 0 fiir alle n gilt, bei geeigneter Wahl von 
Yi» +++) Yo kOnnen die Differenzen a’h — y, alle verschwinden. Ist nun 


die obere Schranke des Intervalls (b) kleiner als die obere Schranke des 
Intervalls (c), d.h. ist m nicht allzu klein, so liegen die Zahlen 6, in 
einem Intervall, daB sicher keine der Zahlen a, enthalt. Es gibt daher 
stets (sogar unendlich viele) Werte von n mit a, —b, + 0, wie auch 
immer y,,..., 7, als algebraische Zahlen gewahlt werden, d.h. niemals 
kénnen alle s Differenzen a°*— y, verschwinden, mindestens eine muB 
stets von Null verschieden sein. 

Hier setzt nun die Verschirfung an. 

Um zu zeigen, wie sehr mindestens eine der Differenzen a”* — y, 
von Null abweicht, werden wir untersuchen, wie sehr gewisse der 
Differenzen a, — 6, von Null verschieden sind. Wir schrinken dazu das 
Intervall (b) fiir unendlich viele 6, so ein, daB seine Endpunkte einen 
positiven Abstand von den Endpunkten des Intervalls (c) fiir a, haben; 
dazu brauchen wir wesentlich eine untere Abschitzung fiir den absoluten 
Betrag unendlich vieler 5,,. 

Der Beweis verliuft nun folgendermaBen: 


Um eine untere Abschitzung des Maximalbetrages der s Differenzen 
a’h —y, (hk = 1,..., 8) zu finden, nehmen wir an, es sei 


(d) ljar—nl<e fir 4 =l,...,8, 


und suchen ¢ nach unten abzuschitzen. Aus (d) ergibt sich eine von e 
abhingende obere Schranke fiir |a, — 6,| (§1). Die Abschitzungen fiir 
|a,| ($3) und |b,| (§4) liefern dann (§5) eine untere Abschitzung fiir 
'a, — 6,| und damit die gesuchte untere Schranke ftir e. 


*) Der Index am Normzeichen gibt den Zahlkérper an, in dem die Norm zu 
nehmen ist. 
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Dabei werden wir vielfach Ergebnisse aus I benutzen. Damit das 
ohne weiteres geschehen kann, werden wir zunichst voraussetzen, daB die 
Zahlen @,,..., 8, eine Basis der ganzen Zahlen aus & bilden. Die sich 
fiir diesen Fall ergebende Abschitzung la4Bt sich dann ohne weiteres auf 
den allgemeinen Fall iibertragen. 

Bei dieser Arbeit, wie auch bei I, hat mich Herr Prof. Siegel durch 
mannigfache Anregungen und Hinweise unterstiitzt, wofiir ich auch hier 
herzlich danken méchte. 


§ 1. 
Abschiitzung von a, — 6, nach oben, 
1. Es sei R ein algebraischer Zahlkérper vom Grade s > 2 und 


@,,--+-,@, eine Basis der ganzen Zahlen aus R; jede ganze Zahl aus R 
ist dann darstellbar in der Form 


(1) t= z G, wy, (G, ganzrational). 


h=1 
Auf Grund von I §1°) stellen wir die ganzen Zahlen aus & durch die 
Punkte eines s-dimensionalen Gitters dar und ordnen sie an nach der 
GréBe von q(¢), dem gréBten absoluten Betrag, der unter den reellen 


Konjugierten und den mit 2 multiplizierten Real- und Imaginirteilen 


der komplexen Konjugierten von ¢ vorkommt: ¢, = 0, ¢,,...; es sei 
dabei 
(2) Con—1 = — Coe (E = 1, 2, ...). 
Wir setzen g(¢,) = q; es ist dann nach I (2)*) und I (4) 

: k= 0,...,% 
3 (A) , , 
®) \c?| Sam Se Vn nor 


h bedeute auch im folgenden stets eine der Zahlen 1, 2,..., s. 


2. Gegeben sei nun eine beliebige, von Null und Eins verschiedene 
Zahl a. Es sei Loga ein bestimmter der Werte von loga. Dann ist 
a* = e*'ls¢ ejne eindeutige Funktion der komplexen Variablen z. Ferner 
seien J',, I’,,..., 1, irgendwelche festgewahlte algebraische Zahlen. Um 
den Maximalbetrag der Differenzen a°* — I, nach unten abzuschitzen, 
nehmen wir an, es sei fiir alle h 


(4) ja*—T,| <@ 


und bestimmen, wie groB die positive Zahl ¢ dann mindestens sein muB. 
Dazu gehen wir folgendermaBen vor: 


°) 1§1 bedeutet §1, 1(2) die Ungleichung (2) aus der in FuBnote *) ange- 
gebenen Arbeit; analog im folgenden. 


Mathematische Annalen. 110. 43 
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Wir bilden die Zahlen 
(5) b,, —_ 








? t 
: | oz “a eee 


2ni ) PL® 


Py(t) = (t—G)(t—0,) --- (C+ Ger) (= 1,2...) 


gesetzt ist und K,, jeweils den Kreis |t| = g, +1 der komplexen ¢-Ebene 
bedeuten mége, der ¢,,..., ¢, nach (3) im Innern enthalt. Der Residuen- 
satz ergibt nach I (7) 


wobei 


= ok n 
(6) 6, =D) mit m= IT (e—%). 
k=0 7 iat 
3. Gleichung (1) entsprechend gilt 


2 


(7) Ce = L Juan (& = 0, 1,...) 


h=1 


mit ganzen rationalen g,,, es ist also 
z s 
(8) at = JT (a) 
A=1 


ein Potenzprodukt der Zahlen a”*. Wir bilden das entsprechende Potenz- 
produkt der Zahlen J°,: 


7 


(9) P'S) = IT (Pn)*" 


h=1 

und damit, analog zu den Zahlen 6,, die Zahlen 
n r t 

(10) a, = aa 


a 
k=0 k 





a, ist dann sicher eine algebraische Zah! und liegt in dem durch Ad- 
junktion von J’,,..., 7, zu & entstehenden Zahlkérper M vom Grade m. 
Wir wollen zunichst abschitzen, wie groB |a, —,| unter der Annahme 
von (4) héchstens sein kann. 


4. Dazu gehen wir aus von der Funktion 
(11) H(t) = IT fa" + t (Ty — a)". 
4=1 
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist 
f(1) — #0) = P(E.) —a* = f(A) 
mit 0<-A4<1. Dabei ist 


f(a) = Zo {ah + A(T, — a*)\~"- f(a)-(, — a). 























Potenzen mit algebraischen Exponenten. 667 


Wir kénnen nun ¢ < min}|a""| annehmen, so daf 


(12) ja" —I,| S $ja"| 

und 

(13) t\a"*| = || S Fla" 

fiir alle A gilt. Setzen wir dann 

(14) C = max (3ja”|,2|a “*}), 
A=1...8 


so ist nach (12) 
ja"*+Aa(r, —a™)| = ja™|+A-3/0"| << C 


und 
|a"™*+ A(T, — a)| > |a"*|—A-4|a""| > C, 
d. h. es ist 
(15) ja*+4(r,—a™)/* <0 
fiir alle h. Daraus folgt 
Z|! 
fase” 
und 
‘ : a e 1+ z l9en! 
(16) \P'(2,) — a®| = | f'(A)| = 2 IQxa|-C *= 
= 1 
Dividieren wir durch |z,| und setzen 5 |9xn| = oy, 80 erhalten wir 
h=1 
| 7 ® | é + Gp 
(17) |x, (FG) —a"*)| S 7-0" * 


C, wie auch im folgenden C,, C,,..., sind von n,J’,,..., J", unabhangige 
positive Zahlen. Nach I (22) gilt 


(18) lox] = Z |geal ¢,, Yn. 
n=1 


Die in § 2 durchgefiihrte Abschitzung von |2/”| (p = 1,...,8) nach 
unten ergibt 


(19) |2\?| > nr e-% , 
Wir setzen das in (17) ein und summieren iiber k = 0,1,..., n: 


“y/0(t,)  a® 
a. 


n 


_— Cy -— 
< (n+ 1)-é-n *-e ".e,5:¥nC 


= 
+ Cin Vn 





| 7 
k=0 k 


Daraus folgt 


n 
—— Czn 
(20) = |a,—b,| << é-n *e 


43* 
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§ 2. 
Hilfsabschatzung. 

1. Wir wollen nun die untere Abschitzung von x‘), der p-ten Kon- 
jugierten von x, in & (p = 1,...,8), durchfiihren und damit (19) be- 
weisen. Die Methode ist nicht wesentlich verschieden von der in I, §5, 4 
zur Abschitzung von (22) angewandten. 

x 


Wir benutzen die Gitterdarstellung der ganzen Zahlen von S (§ 1, 1). 
Die den Faktoren (¢,—¢,) von 2, entsprechenden Gitterpunkte liegen 
in und auf dem Wiirfel W, des s-dimensionalen Raumes, der durch die 
Ungleichungen | 2, — 2 (¢x)| <q, definiert wird (vgl.1, § 3,2). Es sind 
auBer dem Nullpunkte alle im Innern von W, gelegenen Gitterpunkte 
und noch einige auf dem Rand von W,. 

2. Zunachst beschranken wir uns auf diejenigen Gitterpunkte ¢, — ¢, 
(1 = 0,1,.,.,m), fiir deren p-te Koordinate |z,(¢, —¢,)| > 1 gilt, und 
schitzen deren Produkt ab. 

Dazu betrachten wir die folgenden Teilbereiche T, von W,: 


|2n— Tr (Cx)| S Yn (hk =1,...,8), 
l1<q,—2d—l<|a2,| (1 =1,...,[¢,—2d-—1)). 


d sei dabei, wie in I, §5,5, der gréBte Durchmesser des von w,,..., a, 
aufgespannten Parallelepipeds*) und g, > 2d+2. Der Bereich 7, be- 
steht aus einem oder zwei Quadern’) des s-dimensionalen Raumes, je 
nachdem g, — 2d —l >4q, —|2,(Cx)| ist oder nicht; die Gesamtlinge 
von 7, in der z,-Richtung ist jedenfalls 21+ 4d. Nach I (12) betragt 
deher die Anzahl] der Gitterpunkte in 7, mindestens 


21 M [oe 2| 1 = M,-l 
(21) i VD) "6 
Fir alle Gitterpunkte in 7, gilt |z,| >q,—2d—l. Es gibt also 
mindestens !-M, Gitterpunkte in W, mit |z,| > [¢, —2d—J], d.h. fir 
wenigstens M, Gitterpunkte in W, ist |z,| > [g, — 2d — 1], fiir wenigstens 
M, weitere solche gilt |z,| > [¢, —2d— 2] usw. fiir 


Ll = 3,4,...,[q¢, —2d— 1). 
Es ist daher 
TT \25(Se—o)| > (ig. — 2d — ij!)". 


Ise k 
lz, (%e—QSa 


6) Vgl. Fu8note *) in I, S. 63. 
7) Vgl. FuBnote °) in I, S. 58. 
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Ad 7) | 
2 
(22) IT \(oe—)| >} 2 * (gn — 24 — 11) 
ize 
lepe—opl 21 
3. Fiir jede der ganzen Zahlen ¢, — ¢, gilt 


(23) \Na(t. — %)| 21, 
fiir alle Konjugierten nach (3) 


(le — S| S OP + 101 S 2g, 


Wegen | (0, — 2:)'| > an folgt daraus 


also ist 

(24) Re (Sx — 2) |“? S (29,)-*-. 
hop 

Multipliziert man (23) mit (24), so ergibt sich 

(25) (Ce — C1) | > (2g,)-¢-». 


Die Anzahl der Gitterpunkte in W, mit |z,| <1 ist, ebenfalls nach 
I (12), héchstens 


(2q, + 2d)°—? o=1 
<t—-(2-+ 24) <= Cin a 


Aus (25) ergibt sich, wegen g, > 2d+2>1, 


log || = log IT \(le— S|) > —C,n * (8 —1) log (29,). 


i= 





isk 
lzp(ty— spl<2 
Da nach (3) — (s — 1) log (2q,) > — C, logn ist, gilt 
#—1 
log |x| > —C,C,n * logn. 
Zusammen mit (22) ergibt das 
TT (ox — &.) 
+e @—1 
> — Flog2 + M, log ((q, — 2d — 1]!) — C,C,n * logn 
> M, [qn — 24 — 1) (log [q, — 2d — 1] — 1) + O(n), 
weil fir k>0O logk! > k(logk—1) ist. Nach I (16) gilt 


ae s 
2qm == ¥|D| Yn + (1). 


log | x{?)| = log 








Daraus folgt 
M, -(G — 24 —1) = n+0(n>) 
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und 


log [¢. — 2d —1) —1 = * log n +0 (1). 
Also ist 


log |x\?| > ~ logn + O(n) 
> ~logn — C,-n. 


Dabei war g, > 2d-+ 2 vorausgesetzt. Damit diese Abschitzung stets 
gilt, mu8 man gegebenenfalls C, noch etwas vergréBern. 


Damit ist (19) bewiesen. 


§ 3. 
Abschiitzung von a,,. 


1. Um die in §1 erhaltene Ungleichung (20) anwenden zu kénnen, 
werden wir |a, — 6,| fiir geeignetes m nach unten abschitzen und so die 
gesuchte untere Schranke fiir ¢ und damit fiir das Maximum von 
|a"* —J',| erhalten. Wie in der Einleitung angegeben wurde, werden 
wir dazu zeigen, daB die von Null verschiedenen Zahlen a, mit wachsen- 
dem n nicht so klein werden wie die Zahlen 6,, und daB diese fir 
gerades m in einem recht engen Intervall liegen. 

Um a,, falls es von Null verschieden ist, abzuschitzen, bestimmen 
wir zunichst eine natiirliche Zahl so, da8 ihr Produkt mit Nga, ganz- 
algebraisch (also ganzrational) und von Null verschieden wird. 

Es ist 
Vie 


a 
k=0 k 





2. Der Nenner von a, riihrt her von den im Nenner der Summanden 
von a, stehenden Zahlen 2, und von den Nennern der Zahlen J'(¢,), 
welche nach (9) Potenzprodukte der Zahlen I’,,..., I’, sind. 


Nach I, §4,3 folgt, wenn das ganze Ideal b entsprechend I (20) 
durch 


6 ol 


definiert wird, daB die Ideale b(3) fir k = 0,...,m alle ganz sind. Es 
- 


m 
1, 


seien nun x (1 = 1,...,8) die s Konjugierten von =, in 8; dann ist 


Nx 0(2,)- IT” (xy)? 
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stets ganzalgebraisch, wenn / irgendwelche verschiedene der Zahlen 1, ..., s 
und k, dabei irgendwelche, nicht notwendig verschiedene, der Zahlen 0, . . .,n 
durchlauft. Das Produkt 


{Nx b(2,)}* Nex an = Nab: Na UAn 
enthailt daher die von den Zahlen 2, herriihrenden Nenner nicht mehr. 
3. Nun bezeichnen wir mit g, den Grad von J’, und mit F,(z) ein 
irreduzibles Polynom mit ganzrationalen teilerfremden Koeffizienten, dem 
I, geniigt; der Koeffizient der héchsten (9,-ten) Potenz von z in F,(z) 
sei /,, das absolute Glied /,. Dann sind nach einem zahlentheoretischen 
Satz die Produkte 


fy IT" Py und fy IT" (2) 
t l 


stets ganze algebraische Zahlen, wenn jeweils iiber irgendwelche verschie- 
denen der Konjugierten von J, multipliziert wird. 


™ fers Va) 
(fn fry?” Na an 
enthalt also wegen (10) und (18) keinen der von J, herriihrenden 
Nenner mehr, 
& 
a = (ers Vn) 
(26) C= Myf" -Nab- Nara, 


ist daher eine ganze und rationale Zahl, die wegen der Voraussetzung 
a, +0 nicht verschwindet. Es ist daher 
(27) \@\>1. 

4. Um eine untere Abschitzung von a, analog dem in der Ein- 


leitung geschilderten Schlu8 zu erhalten, dividieren wir die linke Seite 
von (27) durch 


° ters Val m 
T= | (fn fn)?™ Na b- %° IT (%4n) |; 


wobei 2, a, = (7,@,) gesetzt sei und (z,a,) (1 = 1,...,m) die simt- 
lichen Konjugierten von 2,a, in M darstellen médge. 
Wir miissen dazu vorher /7 nach oben abschiitzen. Aus I (29) folgt 


= evs n 





7 
™ 





fiir alle Konjugierten. Es ist also 


P (1 e)"| sem. DTG). 


k=0 k=0 


(28) | (7% Gn) | = 
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Nun gilt wegen (9) 
(29) OT S\T@ st... WD WTP | me. 
i=2k=0 bg=0 ky =Oh=1 l=a 

Ist G vom Grade 9 der von den Zahlen I',,..., J", erzeugte algebraische | 
Zahlkérper und B die gemeinsame Hohe von J’, ..., I", (s. Einl.), so gilt 
nach Hilfssatz I der in FuBnote*) genannten Arbeit von Siegel 
(30) tht rei <e B, 
und sla eh 

he Ta+ire ye se’ B, 


wobei die Produkte jeweils iiber die 9, verschiedenen der Konjugierten 
von J, zu nehmen sind. Daraus ergibt sich, wegen der aus (18) folgen- 


den Ungleichung | 9,,.| << ¢3 Vn: 
= fers Val m D 
(a Ade 
* fers Va a 
St f* IT V4 (PPP + [LP 9) lol 
i=1 
< (© Byteew be; 
denn es ist m << s-9, weil M der kleinste G und K enthaltende Zahl- 
kérper ist. Fassen wir (28) und (29) zusammen, so erhalten wir 
* - = {eis Vai nm ino 2 
{iT (fn fn) “AT (ma) | S ef ™—D2(n + 1)™— 1 (69 BYP? es yn, 


Nach I (25) gilt 
Nab = ee", 
also 


Nab Ss eo". 
Aus I, §5,3 folgt 
|] S never. 
Setzen wir das noch ein, so ergibt sich 
n a 
ai < els IM M* Clr ™ GCe (m—1)H(y + 1)°9 (69 B)? # «13 Vn 
(31) TT S né eo» Ber Vn. 
Dividieren wir (27) hierdurch, so ist 


(32) |a, | = 194 = i oe B- Cio ie 
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§ 4. 
Absehitzung von },. 

1. Es wird geniigen, 5, nur fiir gerades mn zu untersuchen. Wir 
werden dazu die Zablen b,, die Koeffizienten einer Newtonschen Inter- 
polationsreihe fiir a* sind (vgl. I, §2), mit den entsprechenden Koeffi- 
zienten der Taylorreihe fiir a* vergleichen. Es wird sich ergeben, daB 
sie nicht sehr voneinander abweichen, sofern nur die Interpolations- 
stellen der Interpolationsreihe, ¢,, nicht zu sehr von Null, der Inter- 
polationsstelle der Taylorreihe, verschieden ist. 

2. Es sei m gerade: n = 2u. Nach (5) ist 


1 a‘ dt 
b,, => : (eG 





2nt | PL.) 
Wegen gy a 0, Csn—1 = Con (k = l, 2, eo ist dabei 
Pousti) = ¢- (OC — 3) 
t= 


Jeden der sich daraus ergebenden Faktoren des Integranden von 6, ent- 
wickeln wir in die geometrische Reihe: 
. t w hed a "ke 
——s a 2k 
bn = | LS at au. 
Kp k=I1 \y=0 ‘ 
Wegen der gleichmaéBigen Konvergenz dieser Reihen (es ist |¢| = g, +1 


>\|Cox|, &=1,..., u) kann Summation und Integration vertauscht 
werden: 





“ 2, ,2l 2ly 2 

_ & é, one a‘ dt 

ie Qri great... +utr’ 
Ips lg =e Ky 


Der Koeffizient von **+** der Taylorschen Reihe fiir a* ist 


(33) \ jak _ _(Loga)**?* 


Tater = m+2k+i (n+2k)! ’ 








Ky 
also ist 


b, = D> t+ P BY oo Ge 
k=0 +..-+l=k 
Daraus folgt, weil |0.,| < q, fir k = 1,..., u ist, 
lo,—tal S D |tasanl: > -. 


k=1 +...+ly=k 











Nun ist 





k+u—1 
Fate 
+... t+ly=k 
und nach (33) { 
(Loga)** n! 
Tate = Te toe!” 
also 
oy Loga|?*¥n! /k+u—1)\ ox 
lo — tal SS ltelepr | k ) qi’. 
k=1 
Wegen 
n! k+wu—1l)_ w+k (u+k—l)(u+ k—2)...u 
Eh k ) = St wetabdet sia aera 


= % a et 
(u + k) 2*(2u 4+ 2k—1)(2u+ 2k —3)...(2u+1)-k! — HA (2uy* 





ergibt sich 





bed | q, Loga |? : |¢,, Log a |? 
|b, — ta] S| tal Y=) = |t=l ge —]q, Loge” 

k=1 

Ist 

(34) i |QnLoga? I n=2u, 

so wird 
|b, — ta] S 3|tal, 

also 

(35) = eee! = a x 5 eel. 


Um (34) zu erfiillen, werden wir wegen (3) 


2 
n  * > jet |Loga??, 
also, wenn s > 2 ist, 


(36) n > (3|c, Loga|*)*—? 
verlangen. Im Falle s = 2 muB8 
2 
(37) \Loga|<+ 2 
. 1 
sein. 
§ 5. 
Schlu8. 
1. Wahlen wir nun n so groB, dab 


(38) ql toga!” < qt esa B-Cio Ve 
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und, wenn s > 2 ist, auch (36) gilt, so ergibt sich aus (32) und (35), 
da8B entweder 

a, = 0 
oder 


n'! 
also vied 








|a, — by| > |la,|— |, |] = > eel 


richtig ist. Andererseits ist nach (20) 


Een * elsn => |a, — by |, 





also gilt 
; > si le | Log a |" 
n! 
Wegen 555 < 0" folgt daraus 
a—1 
(39) E>n * eCu—Cdm — §(n) 


mit C,, = 1 + log| Loga|. 
2. Wir miissen jetzt noch einen geeigneten Wert fiir » angeben. 


Wegen 5 <n~"e" folgt (38) sicher aus der Ungleichung 


—nlogn +n-+ n log|Loga| <= —*logn — C,-9- — C,.-Vn log B 


oder 
s—i1 








(40) : logn>C,,logB-n * +0C,-9+C,,. 
Setzen wir 
a 2 Cy log B 
log log B ’ 


so ergibt ‘40) 
log 2,, + log log B > logloglog B + 4 loglog B+ C,9+C,,. 
Im F-"» s > 2 verlangt (36) auBerdem 





log 2C,, + log log B > log log log B +° 5 log (¢ |c, Loga I). 


Beide Ungleichungen sind aber sicher erful, wenn J grdBer als eine 
noch von 9 abhangende Zahl F (9) gewahlt wird. 
3. Nach (39) gilt 


*—1 
—logS(n) = n(logn * —C,, + C,) 


= (22ubeF Co log a (log log B- log log log B + C,,). 
log log 
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VergréBern wir E(9) gegebenenfalls noch so, da8 fir B > £ (9) auch 
log log log B > C,, gilt, so wird 


a —1 
— log S(n) < (2C,, log B)*—* (log log By'=?, 
also 


x —1 
(41) max |a™* — I,| = miné > e—@¢10 10g BP? dog log BY? 
A=1...8 





wenn B > E (9) ist. 

Damit haben wir die gesuchte Abschitzung fiir den Fall gefunden, 
daB die Zahlen #,,...,%, eine Basis der ganzen Zahlen aus & bilden 
(und fiir s = 2 (37) gilt). Daraus la8t sich nun ohne weiteres eine ent- 
sprechende Abschatzung auch im allgemeinen Fall ableiten. 

4. #,,..., 8, seien s beliebig gewahlte, linear unabhingige Zahlen 
aus ®. Dann ist 


Q, = 2 Tren Pr (k = 1, ..., 8) 
=1 
mit rationalen r,,. Es seien y,,..., 7, beliebige algebraische Zahlen, 
welche die Potenzen a”* approximieren; analog (12) gelte 
\a%* —y,| << }/a"*| (h =1,..., 8). 
Falls r,, nicht ganzrational ist, nehmen wir fiir 7" den in der Um- 
gebung von a’*** gelegenen Wert. Dann sind die s algebraischen Zahlen 
(42) T= IT »,** 
h=1 
eindeutig bestimmt. Wir wollen nun, unter der Annahme 
ja*—yl<e (4 = l,..., 8), 
die Differenzen a“* — I’, fir k = 1,...,8 abschitzen. Dazu gehen wir 
genau so vor wie in §1,3. Setzen wir 
fe(t) = IT (a°*+ t(y, —a"™)"*, 


A=1 


so ergibt sich (0 < A, < 1) analog mu (16) 
(43) |a"* — I| = | fe (Ax) | se Inga] C2 +7 eal—e.c,, 


wobei C” analog zu (14) definiert ist; C,, hingt nur von der Wahl der 
6,, ..., 8, ab. 


5. Wir miissen nun noch die gemeinsame Hohe B von I,,..., I’, 
durch die gemeinsame Héhe B von y,,..., y, abschitzen. Es sei N, der 
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Hauptnenner der s Zahlen 7,, (k = 1,..., 8): und g, der Grad von y,. 
Geniigt y, der Gleichung F,(z) = 0, so erfiillt Vy die Gleichung 
F,(2™*) = 0. 
Nach Hilfssatz III der in Fu8note*) genannten Arbeit von Siegel folgt 
daraus om 


H(Vyn) S (Naga)! A (y)- 


x x, 
Der Grad 7 des von Vy,,..., Vy, erzeugten algebraischen Zahlkérpers G 
e Np 
ist 9 Sg: IT N,=g-N, der Grad von Vy, aber mindestens g,. Also 
h=1 
gilt 
N 


» XN, g°N 
H (Vy,,---, Vs) < max {(Nyg)! Aly,)} % SGN)! BY. 
A=z1...8 


Es seien f,, bzw. f;, {4g die héchsten Koeffizienten irreduzibler Poly- 
nome mit teilerfremden Koeffizienten, denen a, bzw. 8, «f geniigen und 
Ja bzw. gz, Jug die Grade von a, 8, «f. Dann gilt 

H («8) S fap IT (1+ | («B)® |), 


wenn das Produkt iiber die g,; verschiedenen Konjugierten geht. Ent- 
halt ein algebraischer ZahIkérper 8 vom Grade b « und f, s0 ist, wie 
man leicht iiberlegt, 


b 
(H (ap)? = He(ap) < fie? IT (1+ \(aB))) 
S the IT (1 + Ja’ |)}"% ifs IT’ (1 + | 8 yaa 


S & - Hg («)- 6° Hs (A), 
analog zu (30). Es ist daher wegen (42) 
Z| Naren! 


Hg (ly) S Helly) S (6°* (g N)! B=? 


Setzen wir die natiirliche Zahl max SIN, Ten| = C,,, 80 erhalten wir 
k=1...8 h=w1 
B=4H(I,,..., I) < (69% (q N)! BY). 
Wird B gréBer als eine geeignete Zahl E(g) gewahlt, so gilt sicher 


log B < 20,,N logB 
und 


2C,, Nlog B > E (9). 
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Nach (41) und (43) ist dann 
& — 3 
e> Cx em (2 C102 Cig N log B)* —? - (log 2 Cig N + log log By} : 





also 
& =f | 
9 — (c” p= s—t 
(44) max la*—y,| >c’-e (e"’ log By (log log By 
A=1...8 


mit von g und B unabhiangigen c’ und ec”. 
Sollte im Falle s = 2 (37) nicht erfiillt sein, so bestimmen wir die 





natiirliche Zahl v so, daB | Loga| <= ~ 3 ist; setzen wir dann 
1 


v 
¢ = Va, 0, = 08,, 0, = v#,, 


so ist fiir a’, #,, #, dann (44) anwendbar und ergibt eine Aussage iiber 
die Approximation von a’’* =a”, 


(Eingegangen am 16. 6. 1934.) 
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Zum ersten Mal erscheinen reduziert-regelmaBige Kettenbriiche, wenn 
auch nicht in der heute iiblichen Form, in der mathematischen Literatur 
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bei A. F. Mobius, in dessen Arbeit ,,Beitrige zu der Lehre von den Ketten- 
briichen nebst einem Anhange dioptrischen Inhalts“'), deren Erkenntnis- 
bestandteile Mébius durch die Beschaftigung mit einem Problem der Optik 
gewann. Mobius gibt hier auch das Analogon zu einem Satz von Galois 
iiber die regelmaBigen Kettenbruchentwicklungen einer quadratischen 
Irrationalzah] und des reziproken Wertes von deren Konjugierten*), das 
auch in vorliegender Arbeit hergeleitet ist (s. S. 700). 

Der Name ,,reduziert-regelmaBig“ fiir die von Mébius untersuchte 
Klasse von Kettenbriichen wurde von A. Pringsheim vorgeschlagen*) und 
dann von QO. Perron aufgenommen‘), bei dem sie als Spezialfall der halb- 
regelmaBigen Kettenbriiche erscheinen. 

Eine systematische Behandlung der reduziert-regelmaBigen Ketten- 
briiche, die auch Eigenschaften derselben aufdecken kénnte, welche iiber 
die der halbregelmaBigen Kettenbriiche hinausgehen, fehlt bisher in der 
Literatur. Vorliegende Arbeit soll diese Liicke ausfiillen. 


1. Kapitel. 
Einfihrung. 


§ 1. 
Definition der reduziert-regelmaBigen Kettenbriiche. 


Reduziert-regelmaéfig nennt man halbregelmaBige Kettenbriiche, bei 
denen alle Teilzihler gleich —1 sind. Man kann also definieren*): 
Ein endlicher oder unendlicher Kettenbruch 


mit ganzzahligen Elementen 6, heiBt reduziert-regelmafig, wenn er folgenden 
Bedingungen geniigt: 


a) b>2 fir »>1; 
b) falls der Kettenbruch unendlich ist, ist unendlich oft b, > 3. 
Als Schreibweise sei eingefiihrt fiir endliche Kettenbriiche: 


= ae ee eee 


1) Journ. f. d. reine und angew. Mathem. 6, S. 215. 

*) E. Galois, Démonstration d’un théoréme sur les fractions continues pé- 
riodiques. Annales de Mathématiques pures et appliquées 19, S. 294. 

5) Enzyklopidie der mathem. Wissensch. Bd. 1,, S. 126. 

*) O. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen. 2. Aufl., Leipzig und Berlin 
(1929); das Werk wird im folgenden mit ,,Perron“ zitiert. 

5) Analog zur Definition in ,,Perron“, 8. 154. 











| 
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und analog fiir unendliche Kettenbriiche: 
1 1 
b, — pe —... = (hb, &,..} 


§ 2. 
Grundlegendes iiber Naiherungszihler und -nenner. 


I, Fiir die Naherungszihler A, und -nenner B, gelten die Rekursions- 
formeln 
A, = b,A,_, — Ay», 





(1) £akk..-h.. wee 
mit den Anfangswerten 
A, = 1; A_, = > 
(1a) .« £4 <4 
Es ist dann 
A, 

(2) (6,, 5,, .. -, b) = BE: 
Ersetzt man hier und in (1) das letzte 6 durch ¢,, so erhailt man 

4,_,6, A—,~» 
(3) (5,, eee -_— ¢) _— ere cae ens 


Satz 1. Alle Ndherungsnenner sind positiv und wachsen mit zu- 

nehmendem Index 
By4,:>B, fir »>0. 

Corollar. Fiir jeden Index v gilt: B, >v+1. 

Beweis. Es ist B, = 1 und B, = 6b, >2 It. Definition (s. S. 680), 
also ist 

B, > B,. 
Angenommen, es sei bereits gezeigt: B, > B,_,; dann ist wegen 6,,, > 2 
B,,, = 6,4, B,— B,_, >2B,— B,_, > B,. 
Wegen B, = 1 und B,> B,_, fir v»=>1 ist also auch B, > », bzw. 
B,=>v+1. 

Satz 2. Uber die Naherwngszihler lapt sich aussagen: 

a) Ist b, + 0, so ist sign(A,) = sign(b,) fiir alle vy > 0; 
ist b, = 0, so sind alle A, fiir v>1 kleiner als 0. 

b) Fiir b, =< 0 nekmen die A, mit wachsendem Index ab (also ihrem ab- 
soluten Wert nach zu), fiir b, > 1 wachsen sie mit wachsendem Index, 
ebenso fiir b, = 1, auBer wenn gleichzeitig b, = 6, = b, =... = 6, = 2 
vorgegeben ist. In diesem Falle ist A, = A, =...=A,=1, und 
falls a > 2, so ist 1 < Aes, <= Aves soe 


Mathematische Annalen. 110. 44 








682 E. Zurl. 


Zum Beweise soll zunichst gezeigt werden, daB die A, ihrem ab- 
soluten Werte nach mit ihrem Index wachsen, solange nicht 6, = 1 und 


vy ein Wert ist, fiir den gilt: 6. = b, =... = b, = 2. 

Erster Fall: 6, +1, dann ist A, = 6,A4,—1. Ist nun 

a) A,<0, so ist |A,j = 6,|A,|+1>|A,|, 

b) 4,=0, » » |A,|=1 > |Aol, 

c) A,>0, , , |A,|=6,4,—1 >4A,>0. 

Zweiter Fall: 6, = 1 und 6, = b, =... = b, = 2; 6,4, > 2, jetzt ist 


Aus, = 2Ay — Aus fiir gp = 0,1,3,...,9—1; 
also 


Aus1— Au = Ay —Ay-1 = see = A,—A_, = 1-1 = 0, 
das heiBt 
Auy; = A, =1 fiir #srv-l 
Hieraus folgt 
Avs. = b,4,A4,— Bus = 6,4; —1 =2>A,, 
so da8 nun fiir beide Fille angenommen werden kann, es sei bereits gezeigt 
\An| > |An—s|- 


Ag+, = ba+1 4, — An-1 


Aus 


folgt dann 
|An+a| = bn+1|An| —|4n—a| 
> by + 1|A,| 7? |A,| = |An|, 

so daB Teil b) des Satzes bewiesen ist. 

Weiter mag nun Behauptung a) des Satzes erwiesen werden. Sei 
1) b, = 0, also A, = 0, dann ist A, = b,A,—1 = —1, 
2) b, <= 0, ” A, ~ 0, ” ” A, = b, A, —_ 1 < 0. 
Es kann daher in beiden Fallen als Voraussetzung fiir eine vollstandige 
Induktion gelten 

A, < 0. 

Wegen 


Ayay = b,,,4,— A, 
und 


|A,|>|A,_,| (It. Obigem) 
ist dann auch 
Ayi, <0. 


Véllig analog folgt aus b, > 0, A, >0,A,>0 durch vollstandige 
Induktion die allgemeine Giiltigkeit der Ungleichung A, >0 fiir die 
gegebene Voraussetzung. 
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Der letzte Teil von Satz 2 laBt folgende Verallgemeinerung zu: 
Satz 3. Sind innerhalb einer Kettenbruchentwicklung diz Teilnenner 


b, = b,,, =... =b,,, = 2, so haben die entsprechenden Niaherungszihler 
und -nenner folgende Form: 


A,41 _ (I + 2) A,-1 oa (i+ 1) A,_ 
B,,, = (1+ 2) B,_,-—(1+ 1) B,_, fiir | = 0,1, 2,..., x. 


Es geniigt den Beweis fiir die A,,, durchzufiihren; fiir die B,,, ver- 
lauft er ganz analog. 


Der Satz ist sicher richtig fir 1 = — 1 und | = 0, denn es ist 
A,_, = 1-+A,_, — 0-A,_», 
und I]t. Voraussetzung ist nach (1) auch 
A, = 2-A,_, — 1-Ayu+. 
Angenommen, es sei schon gezeigt: 
Avsians = (4-1) 4+ 2)4,-,-[Z-—DY+]04,-. fir A=1-1,]; 
es folgt dann aus der Rekursionsformel 
Aysy1 = by41Av4i-1 — Argi-e 
unter Beriicksichtigung von b,,; = 2 
A,., = 2{((l—1) + 2]4,-, —(@— 1) + 1) 4,-3} 
— {{(t — 2) + 2]4,_, — [(U— 2) + 1] A, -.} 
= (1+.2)A,_, — (I+ 1) 4,-,. 
Satz 3 laBt sich noch spezialisieren als 
Satz 3a: Sind sédmtliche Teilnenner b, = 2 fiir v = 1,2,...,% und 
b, beliebig, so ist 
Lobt0R-> woseae 
IJ. Mit Beriicksichtigung der Rekursionsformeln ist 
A,_, B, — A, B,_, = A,_,(b, B,_, — B, _ ») = B,.,(6,A,—1 — A,_ +) 
” A,_.B,_, — A, ~,B,-», 


also auch = A_,B_,—A_,B_, 
und folglich nach (1a) 
(4) A,_,B,— A,B,_, = 1. 


A 
Hieraus folgt sogleich, daB A,, B, relativ prim, die Naherungsbriiche B 
also irreduzibel sind. Dividiert man die Formel (4) fiir » >1 durch 
B,- B,_,, so ergibt sich 
A A 1 


v—i1 ¥ 
B 


vr 


3,., % F 
Alle B, sind nach Satz 1 positiv, also folgt 
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Satz 4: Die Ndherungsbriiche eines reduziert-regelmapigen Kettenbruchs 
nehmen mit wachsender Ordnung monoton ab. 
Ill. Uber die Naherungsnenner mag weiter ausgesagt werden: 
Satz 5. Die Differenz zweier aufeinanderfolgender Ndherungsnenner 
wiichst fiir geniigend groBe Indizes iiber alle Schranken: 
lim (B, — B,_,) = o@. 


‘> @ 


Beweis. Wegen 
B, — B,_, = (& — 1) B,_, — By-» 
gilt, so oft ein b, > 2 ist, 
B, — B,_, >2B,_, — B,_.>B,_, 
(letzteres nach Satz 1). Da aber, ebenfalls nach Satz 1, 


lm B, = 


—_ x 


lim (B, — B,_,) = @. 


‘> co 


IV. Fiir spiitere Zwecke ist es von Vorteil, das Verhalten des Aus- 


ist auch 


i f 
—_—— fiir mehrere aufeinanderfolgende Werte vy zu untersuchen. 
¥—1 


Sei » so gewahit, daB 6, > 2; dann ist 


drucks 


B,— — _ (6,—1) B,_,— B,_, B,_, = 
B - B SR oloy ‘oe - gg >t 


v—1 r—1 o- 











Allgemein kann gesagt werden: 
Satz 6. Ist » ein fester Index, fiir den b, > 2 ist, so ist 
B B 1 


- fir x = 1, 2, 3,.... 
v>tn—2 


v+xn—1”~ 
B 


v+x—2 





Fiir x = 1 ist die Formei soeben bewiesen worden; zum allgemeinen 
Nachweis kann man sich des Verfahrens der vollstandigen Induktion 
bedienen. Es sei also bereits 


Bia wane Boe es > 1 








Bis n—s x—1l1’ 


dann folgt 
Mode 1 1 x 
, ree tee 





also 


S.eexs Py 





v+x—2 a 
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Hiernach ist weiter 








B, . 5-1 — 340-2 aS: (6,4%-1- 1) B, , 2 — Byy 2-3 
By ins By. xs 
= byey— 1 — te 
§ 3. 


Endliche und unendliche reduziert-regelmaBige Kettenbriiche. 


Um iiber die Entwicklung, iiber Endlich- oder Unendlichsein, sowie 
iiber die Konvergenz der reduziert-regelmaBigen Kettenbriiche auszusagen, 
kann man sich darauf berufen, da die reduziert-regelmaBigen Ketten- 
briiche nur einen Spezialfall der halbregelmaBigen darstellen und kann 
die fiir diese letzteren geltenden Sitze auf jene anwenden. 

I. Es wird darum die Entwicklung irgendeiner reellen Zahl in einen 
reduziert-regelmaBigen Kettenbruch gefunden durch die fiir halbregelmaBige 
Kettenbriiche gegebene Rechenvorschrift*®), wenn man nur die Folge der 
Teilzahler a, gleich — 1 fiir » = 1, 2, ... vorschreibt: 

Ist also ¢, eine nicht ganze, reelle Zahl, so sei b, die kleinste ganze 
¢, tibertreffende Zahl, also eindeutig bestimmt. Definiert man dann eine 


Zahl ¢, durch die Formel 
1 


%? 

so ist jedenfalls: ¢, > 1. Ist auch ¢, nicht ganzzahlig, gibt es wieder 
eine und nur eine kleinste ganze Zahl b,, die ¢, iibertrifft, und die 
Gleichung 


° = 5,-— 


t =t,- > 


2 
definiert eindeutig eine Zahl ¢,, gréBer als 1. Wenn ¢, abermals keine 
ganze Zahl ist, laBt sich das Verfahren fortsetzen und liefert das Schema 
(5) Leh«., 8.51 & eek... 
Ce ea 


wobei 5, stets die kleinste ganze Zahl ist, die ¢, iibertrifft. Nach (3) 
ist dann 


—A 
(6) bE =, &... ht) = ae 


v—19 v—2 


B,_,6,— 3,5 


6) ,,Perron“, Kap. 5, § 36, I, S. 152. 
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II. Ebenso kann man weitere Aussagen iiber halbregelmaBige Ketten- 
briiche’) auf reduziert-regelmaBige Kettenbriiche anwenden und erhilt 

Satz 7: Jede reelle Zahl €, lat sich auf eine und nur eine Weise 
in einen reduziert-regelmdpigen Kettenbruch entwickeln. Dieser ist endlich 
oder unendlich, je nachdem ¢, rational oder irrational ist. Umgekehrt steilt 
jeder endliche reduziert-regelmipige Kettenbruch eine rationale Zahl dar; 
jeder unendliche reduziert-regelmipige Kettenbruch konvergiert und hat einen 
irrationalen Wert. 

Ist ¢, der irrationale Wert des reduziert-regelmaBigen Kettenbruchs 
(by, 5,, ...), so gilt fiir thn 

b, >¢, >6,-—1. 
III. In diesem Zusammenhang kann noch ausgesprochen werden eine 
Erganzung zu Satz 4: Fiir irrationale Zahlen €, sind sémtliche 


A 
Ndherungsbriiche E gréfer als ¢,, wie es die Higenschaft von ¢,, Grenz- 
wert einer moncoton abnehmenden Folge von Ndherungsbriichen zu sein, mit 
sich bringt. 
Fiir rationale Zahlen €, gilt stets 
A, 
B, = oy. 


IV. Weiter mag hier ein Satz auf reduziert-regelmaBige Kettenbriiche 
spezialisiert werden*), der im weiteren, wenn auch stillschweigend, immer 
wieder angewandt werden wird: 

Satz 8: Wenn zwei von den drei Gleichungen: 


(1) o = (6,, b,, oy bi-1, ¢,) 
(2) i — (6, bisa, “aan 
(3) ee a SS 


bestehen, so gilt auch die dritte. Dabei ist es gleichgiiltig, ob die Ketten- 
briiche (2) und (3) wirklich unendlich sind, oder vielmehr endlich und mit 
dem gleichen Glied schlieBend. 


2. Kapitel. 
Das Naherungsgesetz. 
§ 1. 
Herleitung und Formulierung. 
I. Es sei ¢, rational gebrochen oder irrational und 
by = (by, by, --.), 
C, = (6,. 6,,;, ..-). 


*) ,,Perron“, Kap. 5, § 36, II, S. 154 ff. 
8) ,,Perron“, Kap. 1, § 8, III, Satz }, S. 22. 
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Nach Satz 4 und seiner Erginzung (s. 8.686) nehmen die Naherungsbriiche 
jedenfalls monoton gegen ¢, ab. Um den Grad dieser Annaherung genau 
zu rai ti betrachtet man den Ausdruck 




















.- -1|_ |4-- eo =| —l 
S,. 1 5, ,0,— 5,-¢ B,_, B,_.(Br—1%)— B, _ +) 
= 1 
> B,_ ,(B,_,¢ >— Bs) 


Nach (5) ist ¢, > 6, —1, also 
(7) 


2 ] 1 


B,_, be B,_ ,[(6,—1) B,_,— B,_;] ~* B,_, (B, ae B,_,)° 
Diese Ungleichung soll nun diskutiert werden: 
1. Sei 6, > 2, dann ist 


B, — B,_,; => 2 B,_, — B,-.> B,-,. 
Es ist also in diesem Falle mindestens 











a 








esl an, 


B,_, r—1 


2. Sei b, > 2; b, = 2 fir x = w+1,..., », dann ist nach Satz 3 
B,— B,_, = B, — B,-, = 6, Bu, — Bu» — By, 
=>2B,_-,— Bu-s> Bu-:. 
Es folgt also 


A 


1 1 
bo BR SB B S73 ‘ 


r—1 “uw —1 v—1 


von 3 











v¥—1 
letzteres nach dem Corollar zu Satz 1. 


3. Seien schlieBlich alle 6, gleich 2 fiir x = 1, 2,..., », dann ist 
nach Satz 3 





B,_, =v und B,—B,_, =1. 
Also ist 
A,_ 1 1 
8 2 | ia 
(8) ee foe 4 





Das Niaherungsgesetz kann also, indem man v durch »+ 1 ersetzt, 
folgendermafen ausgesprochen peas: 


Satz 9: Die Naherungsbriiche 5 = einer Zahl ¢, approwimieren den 


wahren Wert von ¢, mit einer solchen Gonawigheit, daB der Fehler kleiner 
ist als der reziproke Wert des Néiherungsnenners, selbst wenn alle Teil- 
nenner b, = 2 fiir x<v+1. Der Fehler ist sogar kleiner als der rezi- 
proke Wert des Nédherungsnenners im Quadrat, wenn nur der Teilnenner 
b,., gréBer als 2 ist. 
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II. Eine untere Schranke fiir den Fehler ergibt sich aus folgender 
Betrachtung: 
Es war 





c a ae =e l 
B,_, B,_,(8,_, 6, — 5,9)’ 


und da nach (5) stets ¢, < 6, ist, wobei aber Gleichheit nur dann ein- 








A 
treten kann, wenn ¢, eine rationale Zahl und i deren vorletzter 
vers 
Naherungsbruch ist, ist jedenfalls 
ig potl >. 2 
| ° B,_, og Se 
§ 2. 
Kriterium dafiir, daB ein Bruch Naherungsbruch ist. 
Um Niaherungsbruch einer nicht ganzen Zahl ¢, zu sein, mu8 ein 


irreduzibler Bruch £ nach (8) mindestens der Bedingung 





l 
<7 
geniigen. Ferner mu8 nach Satz 4 bzw. seiner Erginzung, wenn 2 
nicht gleich ¢, sein soll, sein: : 
> by 
Diese Bedingungen sind notwendig, aber noch nicht hinreichend. Eine 
auch hinreichende Bedingung soll folgende Uberlegung liefern: Aus den 


beiden Formeln 
C, = (6,, 5,, 5,, .--) 
A 


a = (6,. b,, ore b,—1) 


v—1 
folgt, daB die reduziert-regelmaBige Kettenbruchentwicklung fiir einen 
Naherungsbruch von ¢, stets den Anfang der Entwicklung von ¢, selbst 


darstellt. Um daher zu erkennen, ob ein irreduzibler Bruch 4 Naherungs- 


bruch von ¢, ist, entwickle man ihn in einen reduziert-regelmaBigen 
Kettenbruch 


£ = (b,, b,,..., 6-1) = x— 


v—1 


und priife, ob die durch die Gleichung 
(9) a = (b,, b,, eee G8 ¢) = 


A,_, ¢—A,_, 
B,_,t—8,. 


v—2 
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definierte Zahl ¢ gréBer als 1 ist. Definiert man weiter eine Zahl @ 
durch die Formel 











a Pe 
Co ; = 

bzw. auf Grund der Entwicklung von £ 

4,_, 6 
(10) — y= - 3 
so ist mit Riicksicht auf (9) 
a ee _ 4e-1 _ 4e—1 By — 4y—2 Bees _ 1 

, o ) B,_,(3,_,¢— B,_) B,_,(B,_,¢—8,_,)’ 
also 
1 

(11) 0 = aE os 


Die als notwendig und hinreichend erkannte Bedingung ¢ > 1 nimmt 
daher die folgende Gestalt an: 


1 
(12) G< ay wey 
Diese Bedingung stellt ein Analogon zum Legendreschen Kriterium fiir 
. = . 1 
1maB briiche *) dar. ist illt, 6 ‘ 
rege ige Kettenbriiche*) dar. Sie ist sicher erfillt, wenn 0 << = 
oder ganz besonders, wenn 
1 
6< =—. 
< B,_, 
Daraus ergibt sich 
Satz 10: Wenn fiir einen rationalen Bruch = die Ungleichungen 
1 
0<%-h<5 


gelten, so ist er einem Nahervngsbruch von ¢, gleich. 


§ 3. 
Weitere Sitze tiber Naherungsbriiche. 


Satz 11: Wenn die positiven, ganzen und relativ primen Zahlen 
p und q den Ungleichungen 


0<p-—BP< 20, 

oder die ganzen, relativ primen Zahlen p <0, g > 1 den Ungleichungen 
20.<p—fg <0 

geniigen, so ist der Bruch = einem Naherungsbruch von ¢, gleich. 


%) »Perron", 8. 45. 
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Beweis: Auf Grund der Voraussetzungen haben p und ¢, stets 
gleiches Vorzeichen und es ist 


p—og =20¢, woo 0K Aci, 








also auch 
_ 20%, 
= P09 = Shae” 
A 
Setzt man nun = =z (b,, 6,,...,6,—1) = at so ist nach dem Analogon 
r—} 
zum Legendreschen Kriterium (12) nur zu zeigen, daB die Ungleichung 
206, be Roe 
4,_,+ Go B,_, ™ a 
erfiillt ist. 


Fiir positive Werte von ¢, und A,_, ist diese Beziehung gleich 
bedeutend mit der Ungleichung 


20¢,(B,_, — B,~:) < A,-; +¢, B,_.. 
Nun ist aber sogar die schiarfere Ungleichung 
2¢,(B, vt Rips B, —3) «< ae ++, B,-, 


richtig, wie man sofort einsieht, wenn man die Gleichung (13) in der 
Schreibweise 








wo 26%, 
(13a) A,_, —¢,B, tb dona? O Meat 
addiert. Dadurch entsteht namlich die evidente Ungleichung 
206 
_ OP Pe ) 
20 B,_» a rae +f a 


bei der links eine nicht positive, rechts eine positive Zahl steht. 
Fiir negative Werte von ¢, und A,_, lautet die fragliche Ungleichung: 


20¢,(Br-1 — B, ~~») > A,—, +, B, _;. 


Hier lieBe sich fiir » = 1 nichts tiber Giiltigkeit oder Ungiiltigkeit aus- 
sagen. Nach Voraussetzung ist aber B,_, = q > 1, also » > 1, und da 
ist sogar wieder die stirkere Ungleichung 


2¢,(B.-1 — B, - 2) > A,~-, +, B, —1 


erfiillt, wie aus der ebenfalls durch Addition der Gleichung (13a) er- 
haltenen Ungleichung 
20 ¢, 

it So B,_,’ 

co) 
A, eg Go B, —1 
sofort zu ersehen ist; denn einerseits ist B,_, > B,>1, andererseits 
aber auch 


—(A,_,+¢, B,_,) = |A,_,1+|B,-,¢,|> |4,.,:/= 1, 





—2¢, B, -1> GF 
tr 





B, ~~» - 
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Da8 in Satz 11 ein Wertepaar p = A, < 0, g = B, = 1 auch dann, 
wenn es die anderen Bedingungen erfiillt, nicht zugelassen werden darf, 
mag folgendes Beispiel zeigen: 


Sei ¢, = --3,1; p= —2; qg=1, dann ist zwar 
2-(— 3,1) <. 4—(—3,1)*-1 < 0, 
doch ist = nicht Naherungsbruch von ¢, = — 3, 1. 


§ 4. 
Uber aquivalente Zahlen und ihre reduziert-regelmaBige 
Kettenbruchentwicklung. 

Satz 12: Wenn die Gleichung ¢, = oes besteht, wo w > 1 und 
P,Q, R, S ganze Zahlen sind, die den Bedingungen PS —QR = —1 und 
Q > S>0 geniigen, so sind = und g zwei aufeinanderfolgende Naherungs- 
briiche von [, und w ist der zugehérige vollstindige Quotient. 

Der Beweis dieses Satzes verliuft genau wie der des analogen Satzes 
bei Perron S. 47 und mag hier unterdriickt werden. 


Nunmehr seien ¢) und ¢{ zwei irrationale Zahlen, deren reduziert- 
regelmaBige Kettenbruchentwicklungen 
Cm = (b,, b,. oot = Yo, 9; ee )s 
co = (d,, d,, erry da—w Jo» 9;, ee ) 
vom Teilnenner g, an iibereinstimmen. Bezeichnet man die Naherungs- 


zahler und -nenner des ersten Kettenbruchs wie immer mit A,, B,, die 
des zweiten mit C,, D,, und setzt noch 








(Yor Jr» ---) = @, 
so ist nach (3): 
tw — A, _,w-—A,_, und fo) = Cy-1 w—C._, 
B,_,w—B,_, Dy—~,@— Da—s 


Demnach ist sowohl ¢{ als auch ¢{ mit w fquivalent, so daB auch 
¢) und ¢ miteinander aquivalent sind, und zwar in jedem Falle aqui- 
valent im engeren Sinne: 
» Pt+R 
CS = Tinte wobei PS—QR= +1. 

Umgekehrt la8t sich zeigen, daB die reduziert-regelmaBigen Ketten- 
briiche fiir zwei (im engeren Sinne) aquivalente Zahlen von einer gewissen 
Stelle an miteinander iibereinstimmen. Der Beweis mag wieder unter- 
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driickt werden, da er genau wie bei Perron 8. 64f. verliuft, wobei das 
Naherungsgesetz in der schwichsten Form 


A,-, =€B,_, +6 (0<6 <}), 
A,_, = Ci B,_.+ 0 (0< 8 <1) 

geniigt. Man erhalt dadurch den 
Satz 13: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap 
die reduziert-regelmaipigen Kettenbriiche [% und C® fiir zwei irrationale 
Zahlen von einem Teilnenner an iibereinstimmen, besteht in der Aquivalenz 


der Zahlen €, C im engeren Sinne, d. h. in der Méglichkeit einer Dar- 
stellung 





ali +b 
c@ — seule’ wo ad—be=+1. 
3. Kapitel. 
Periodische reduziert-regelmaBige Kettenbriiche. 
§ 1. 


Rein- und gemischtperiodische reduziert-regelmaSige Kettenbriiche. 
Wenn der unendliche Kettenbruch 
@,, 6,, &, ...) 
die Eigenschaft hat, daB von einem gewissen v an 
b, +s = b, 
ist, so heiBt er periodisch und zwar speziell reinperiodisch, wenn diese 
Bedingung schon von vy = 0 an erfi'lt ist, andernfalls gemischtperiodisch. 


Ist dabei x = 1, so ist nach der Definition der reduziert-regelmaBigen 
Kettenbriiche jedenfalls 6, > 2. 


I. Der reinperiodische Kettenbruch in seiner allgemeinsten Form ist 
ie SP Bn ie tee Cd Mp Os 2 Ore ood 
oder einfacher geschrieben 
Co =e By, By, -- 05 Oe—s). 


Notwendig ist b, > 2, da 5, auch als b,, firm = 1, 2, ... wieder auftritt. 
Also ist in diesem Falle auch ¢, > 1 und alle Naherungsbriiche sind 
positiv. 

Weiter ist 





Co =e. len =... me lay =... 
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Daher ergibt sich aus der Beziehung (3) 


t peu 4, C= 4,5 
9 5,3 Sy By—2 


fiir ¢, die quadratische Gleichung 
B,-, x -- (A,-1 + B,_ 2) r+ A,» = 0. 
Diese hat die Wurzeln 


ea A,_, + B,_» t Vi4,_, v B,_,—4B,_,4, 2 
1,2 > on =e 


Da aber ¢, gréBer als 1 sein muB, ist 














A,_,+ B,_ + Vi4,_, “8 B,. det ds 4,9 


t= 2B, 





1 





pee 4,_, + B,_» + ¥i4,_,- &,..3F — 4 
— TB P 


x—1 





Um dies zu zeigen, ist es nur nétig zu beweisen, dab die negative Wurzel 
keine Lésung liefert: 


Unter der Annahme des negativen Vorzeichens wire aber 





A,_,+ B,_,— YA, 1 —B,,—4 
2B 


x—1 


Y= 





und wegen der Voraussetzung ¢, > 1, sowie des Satzes 1 


A,_, — B,_, = (A4,-: — B, -1) + (B,_, as B,_») 2 1+1= 2, 
also weiter 





ti< A,_, + B,_.— ViA,_, += 4-9 


Darum ware schlieBlich 


4, .+h..~8.-8._.- B41 
t <— “s-1 x—2 x—1 s—8 se: <a ye 
1 > 2B,_, a 











Die Annahme steht also im Widerspruch zur Voraussetzung ¢, > 1. 
Da ¢, als unendlicher Kettenbruch eine Irrationalzahl darstellen muB, 
kann der Radikand kein Quadrat sein. 


Il. Ein gemischtperiodischer Kettenbruch bat allgemein die Form 
f= Gh, --e ow Gy Gisw «0 besenn & »> 4 
bzw. anders geschrieben 
Co = (bp, By, «+05 Baas On, Onaas ~ +0» Onee—a) 


so daB die Vorperiode die Glieder by, b,, ..+) bx, die Periode die Glieder 
dy, Dass coe On an—r umfaBt. 
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Der Berechnung des Wertes dieses Kettenbruches liegen ganz ent- 
sprechend wie bei den regelmiBigen Kettenbriichen"”’) die Beziehungen: 
A, 1 ‘A —A 


“a 


Ce = (On, ~~ +» Ons e—a) 
zugrunde. Aus der zweiten ergibt sich nach der vorausgehenden Methode | 
¢, und aus der ersten dann ¢,. Natiirlich l48t sich auch fiir ¢, selbst 
eine quadratische Gleichung aufstellen, wovon abgesehen werden soll. 
Der Begriff der primitiven und imprimitiven Periode kann uneinge- | 
schrankt in das Gebiet der reduziert-regelmaBigen Kettenbriiche iiber- 
nommen werden. 











§ 2. 
Analogon zum Satz von Lagrange tiber die Periodizitaét'’). 

Das Ergebnis des vorausgegangenen Paragraphen laBt sich als Ana- 
logon zum Satz von Euler") aussprechen als 

Satz 14: Ein periodischer reduziert-regelmapiger Kettenbruch stellt eine 
quadratische Irrationalzahl dar. 

Es folgt das Analogon zum Satz von Lagrange als 

Satz 15: Der reduziert-regelmafige Kettenbruch, in welchen sich eine 
qucdratische Irrationalzahl entwickeln laft, ist stets periodisch. 

Der Beweis ist am einfachsten anlehnend an die Idee von Charves ™) 
zu leisten. Die quadratische Gleichung, welcher ¢, geniigt, sei 


af}+b6f,+¢ = 0, 


wo a, b und ¢ ganze Zahlen sind. Denkt man sich nun @, in einen 
reduziert-regelmaBigen Kettenbruch entwickelt, so ist 


A,_,¢,—A,— tJ 
=F oe Se 


B,_; 





Setzt man dies oben ein, so ergibt sich 


a(A,-.1, a A,_:)° — b(A,_, t — A,—») (B,_, {i B,—) 
+c(B,_,%, = B,_»)* == 0, 


Po+ali+nr = 9, } 


10) ,,Perron“, Kap. 3, § 19, IT. 

1) ,,Perron“, Kap. 3, § 20. 

13) Durchgefihrt in ,,Perron“, Kap. 3, §21. Ein anderer Beweis bei ,,Perron“, 
§ 38. 
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wobei p, = a A,_,°+6A,_,B,_,+cB,_,’, 
q =l [2a A,_, A,» —_ b(A,_, By» ao , B,_,;) 
+ 2c B,_, B,_»], 
r= aA,_.+6A,_,B,_; +cB,_,?'. 
Die Gleichung fiir ¢, wird sicher nicht zur Identitét, denn wire etwa 


?, = 0, dann hatte die Gleichung af} + 6¢,+¢ = 0 eine Lésung = 
damit auch eine zweite rationale Léeung fiir ¢,. “; 

Kann man nun zeigen, daf fiir unendlich viele » die ganzen Zahlen 
Pv, Y T absolut unter einer von v unabhingigen Schranke bleiben, so 
sind unter den quadratischen Gleichungen fiir die betreffenden vollstan- 
digen Quotienten ¢, nur eine endliche Anzahl verschiedener. Es sind 
dann fiir diese ¢, selbst nur eine endliche Anzahl verschiedener Werte 
méglich, woraus die Periodizitaét des Kettenbruchs folgt. 

Schreibt man dazu das Naherungsgesetz (7) in der Form 


A,-; = B,_16,+ 35. wo 0<6< 1, 


und setzt in obigen Ausdruck fiir p, ein, so folgt 


P= a(B,_.6, +33) + bB,_.(B v—10g+ Boe) + eB ‘ 


2aB,_,6,5 bB,_,6 Fy 
B,_:* (003 +b, +0) +3—F - 


B,—8,_, * (@,—8,_,) 
2aB,_,¢,6 bB,_,6 “ae 





1 
vy—1 


B,—B,_, B,—B + (3,—3,_,)° 


r—l 








Ebenso ist 
2aB,_ 6,8 bB, a & 
%Y =P, = 1 
ne B,_,— B,_, B,_,— B,_, (B,_, — B, _,)* 

Ist nun ein 6,_, gréBer als 2, so ist nach Satz 6 

B,_. 

B,.., — 5, a 
< 2. 
B,_, 
B,— B,_, 


Nach der Definition der reduziert-regelmaBigen Kettenbriiche ~ibt es aber 
sogar unendlich viele Werte y, fiir welche 6,_, > 2, und fiir diese » ist 
nun also 


~f Pr | <|20.2¢y) +126) +14] = jets) +210] + lol. 
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Fiir diese unendlich Vielen Werte » bleibt auch g, unter einer festen 
Schranke, denn g? — 47,7, ist, wie sich leicht ausrechnen laBt, gleich 
b* — 4ac. 

Es steht also fiir unendlich viele Tripel p,, g,, 7, nur ein endlicher 
Wertevorrat zur Verfiigung und darum gibt es auch fiir die unendlich 
vielen ¢, nur endlich viele Méglichkeiten. 


§ 3. 
Vorbemerkung zum folgenden Abschnitt: Uber konjugierte Zahlen. 


Bezeichnet man mit 7, die zu der quadratischen Irrationalzah! ¢, 
konjugierte Zahl, so folgt aus der Gleichung 


4,_ } ~4,.. 
Se = (b,, b,, ooe Diwte ¢,.) = 5 1 2 

















bang Sp Meme 
die entsprechende 
ae A,_,", —A,_3 
™™ B,_.1,— Bis 
Durch Auflésung nach 7, ergibt sich 
oe 
B, _.", — 4; a. Jer er 
go et «ot. 
B,_, % —4,~; B,_, A,_, 
No — Sg 


A A 
Da aber ——, ——* Naherungsbriiche von ¢, sind, so nahert sich der 


B B 
% — % . 
=1. Es ist also 


vr—2 r—i1 
Ny — So 








zweite Faktor mit wachsendem v dem Grenzwert 





eee 
Ny sis =. ‘ Ey), 
wo e, beliebig klein wird fiir geniigend groBes ». Daher wird n, fir ge- 
niigend groBe Werte von y jedenfalls positiv. 7, wird aber auch kleiner 
als 1 fiir geniigend groBes ». 
Um dies zu zeigen, kann man zunichst nachweisen, daB, wenn nur 
fiir einen Wert » gilt: 7, << 1, dann auch fiir alle folgenden Werte » +- 1, 
y+ 2, ... gilt: m4.< 1. Wegen 
1 
: Ss —_ b, — a +1 
ist naémlich auch 
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Wenn nun einmal 7, < 1, so ist auch 
1 
"y+1 





=™ b, —, >2— 1=1, 
also 
N+. < 1. 
Es kann aber auch nicht der Fall eintreten, daB iiberhaupt kein 7, kleiner 
als 1 wire; denn sobald einmal b, > 3, ist 
ae .-o58——!.040>1 
"vy +1 — B,_, 

fiir geniigend groBes v, also: 7,4, < 1. 

Daher gelten fiir die vollstindigen Quotienten ¢, und ihre Konju- 
gierten 7, die Ungleichungen 

ee fir » = 1, 2,3,..., 
0<m<1 fiir geniigend groBes ». 








(14) 


§ 4. 
Quasireduzierte Zahlen und reine Periodizitit. 

Eine quadratische Irrationalzahl heiBe quasireduziert, wenn sie gréBer 
ist als 1, und wenn ihre Konjugierte zwischen 0 und‘l liegt. 

Nach dem Vorausgehenden sind nun gerade die vollstindigen Quo- 
tienten, die bei der Entwicklung einer quadratischen Irrationalzahl in 
einen reduziert-regelmaBigen Kettenbruch auftreten, fiir geniigend groBe 
Werte von » quasireduzierte Zahlen. 

Bei einem reinperiodischen Kettenbruch ist ¢, auch einem ¢, mit 
passend gewihltem, aber beliebig groBem Index gleich. Hieraus folgt der 

Satz 16: Ein reinperiodischer reduziert-regelmapiger Kettenbruch stellt 
eine quasireduzierte quadratische Irrationalzahl dar. 

Andererseits gilt die Umkehrung 

Satz 17: Der reduziert-regelmafige Kettenbruch, in den sich eine quasi- 
reduzierte quadratische Irrationalzahl entwickeln lift, ist stets reinperiodisch. 

Zum Beweis sei ¢, eine quasireduzierte quadratische Irrationalzahl, 
so daB die Ungleichungen (14) fiir » = 0 bestehen. Es ist dann aber auch 

{>1 fir »>0, 
0<y <1 fir »>0, (siehe oben) 
und somit erweist sich jeder vollstandige Quotient ¢, als eine quasiredu- 
zierte Zahl. 
Aus der Gleichung 





Ny +1 
Mathematische Annalen. 110. 
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folgt daher, da8 6, die auf = folgende kleinste ganze Zahl ist. Ware 
vr+1 


nun der periodische Kettenbruch, in den sich ¢, entwickeln ]a6t, nicht 
reinperiodisch, so da die Periode erst mit 5, beginne, wo h > 1, so wire 

Co = (bp, 5, ++» On—as Ons On sas - ++» Onte—a),> On—a F Ong e—1- 

Wegen der Periodizitat ist aber ¢, = C, +4 %, also auch 

< Eee 
a= hts = ™ "h+k 

Es miiBten also auch die auf beide Briiche folgenden ganzen Zahlen b, _, 
und 6, ,,—, eimander gleich sein. Das widerspricht aber der Annahme. 








§ 5. 
Uber Vorperioden. 
Satz 18: Wird die quadratische Irrationalzahl ¢,, deren Konjugierte 
No ist, in einen reduziert-regelmapigen Kettenbruch entwickelt, so erhilt man: 
I. Fiir 6, > 1 und lL O< <1: reine Periodizitat, 


2. m<0 : eim Glied vor der Periode, 
3. m>1 : ein oder mehrere Glieder vor 
der Periode ; 
Il. FirO0<0,<lundl. 4, <0 : ein Glied vor der Periode, 
2 mm >!) : zwet Gleder vor der Periode, 
3. O<, <1: zwei oder mehr Glieder vor 
der Periode ; 
Ill. Fir —1<0,<Ound 1. y,< —1 =: ein Glied vor der Periode, 
2. >0 : zwei Glieder vor der Periode, 
3. —1< 4, <0: zwei oder mehr Glieder vor 
der Periode ; 


IV. Fir 6,<—lwund 1. »,>-—1  : zwei Glieder vor der Periode, 
2. %<—1 =: eim oder mehrere Glieder vor 
der Periode. 

Beweis: Punkt I, 1 folgt aus Satz 17, Punkt I, 3 aus Satz 16. 
Fiir jeden weiteren Punkt wird der Beweis festzustellen haben, welcher 
volisténdige Quotient der entsprechenden Entwicklung von ¢, als erster 
eine quasireduzierte Irrationalzah] ist. Sein erster Teilnenner ist dann 
nach Satz 17 jeweils das Anfangsglied der Periode in der Entwicklung 
von ¢,. 

Punkt I, 2 hat zur Voraussetzung 

{>1 dah &>1 


und », < 0 ee b-— <0. 
1 











or a 
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Es ist also 
—>b>1 und 0< 9, <1, 
1 


so daB ¢, quasireduziert ist. 
Punkt II hat allgemein zur Voraussetzung 


0<f,<1 dh b,=1, 


1 
~~ pe! 
No 7, 


Ist 1. n, < 0, dann ist 
=>. und 0< 7, <1, 
so daB ¢, eine quasireduzierte Zahl ist. 
Ist 2. », > 1, so ist 
~ <0 und 4, <0. 


Dann ist weiter b, — — =, < 0, also — >6,>1 und 0< 4, < 1. 
2 2 


Damit ist hier ¢, die erste quasireduzierte Zahl. 
Ist 3. 0< y, <1, also 
0<—<1 und ,>1, 
1 


so ist wegen b, —— = m, > 1 entweder Ne. <9 oder 6, — 1 > — > 0. 
2 3 


Im ersteren Falle ergibt sich analog wie bei Punkt II, 2 ¢, als erster 
quasireduzierter vollstindiger Quotient; im letzteren Falle kann schon ¢, 
quasireduziert sein, ohne da8 diese Méglichkeit eintreten miiBte. 

Punkt III hat zur Voraussetzung ‘ 


—-1<%,<9, also 4 = 0, = —— 


* 
Ist nun 1. 4), < — 1, so ist 0 < 7, < 1, also schon ¢, quasireduziert. 


Ist 2. 7, > 0, so ist 7, <0 und folglich wird wie bei Punkt II, 2 
¢, die erste quasireduzierte Zahl. 


Ist 3. —1<y <0, also 7, <1, so ist damit wieder wie bei II, 3 
die Méglichkeit gegeben, daB schon ¢, quasireduziert ist. 


Punkt IV hat zur Voraussetzung ¢,< — 1, also ist 5, negativ. 
Setzt man daher b, = — £,, so ist 


J. 

th 

Ist nun 1. », > — 1, daan ist = < —f,+1< 0, also auch y, < 0. 
1 

Wieder ist wie bei II, 2 ¢, die erste quasireduzierte Zahl. 


"= —B— 
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Ist endlich 2. », << — 1, so ist ~ >1—,. Es kann also y, so- 

1 
wohl positiv als auch negativ sein. Ist 7, < 0, so wird wie bei II, 2 
¢, quasireduziert. Ist », > 0, welcher Fall bei 8, = 1 immer eintritt, 
so kann schon ¢, quasireduziert sein. 





§ 6. 
Inverse Perioden. 

I. Sei €, = (b,, 6,, ..., 6,—,) ein reinperiodischer Kettenbruch, also 
¢, selbst, sowie alle vollstindigen Quotienten ¢, quasireduzierte Zahlen. 
Aus dem Gleichungssystem 
1 








b= b—; fir OS »<x—1, wobei 6, = ¢,, 
r+1 
folgt dann durch Ubergang zu den konjugierten Zahlen 
n= b— — fir 0S »=x-—1, wobei y, = ™, 
r+i1 


bzw. in umgekehrter Reihenfolge 
1 


Nya 


Wegen - ; 


Iv + 





=b,—»n fir x—-l>v=0, wobei m = nm. 





> 1, n, < 1 folgt hieraus die Entwicklung 





> ws tes ec Sawe «50s he 
‘I "x 
Die Periode dieses Kettenbruchs ist also invers zu der des Kettenbruchs 
fiir ¢,. 
Man erhilt somit das Analogon zum Satz von Galois’) als 


Satz 19"): Ist ¢, ein reinperiodischer reduziert-regelmadpiger Kettenbruch 


C, =e (0,, 5,,... + Ou—ss Os—s) 
und », die zu ¢, konjugierte Zahl, so ist der reduziert-regelmapige Ketten- 
bruch fiir die Zahl * ebentalls reinperiodisch und zwar ist seine Periode 
to 
die inverse der vorigen 
1 
Ny = (b,—1, b,—2, ceey b,, b,). 
II. Analog wie bei den gewdéhnlichen regelmaBigen Kettenbriichen 
zeigen auch bei den reduziert-regelmaBigen Kettenbriichen die vollstandigen 








13) Perron“, Kap. 3, § 23, Satz 6. 
14) Wie schon in der Einleitung erwahnt, wurde dieser Satz bereits von Mébius 
gefunden. 
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Quotienten beider Kettenbriiche eine gewisse Inversion. Dem Nachweis 
derselben soll folgende Betrachtung iiber die vollstindigen Quotienten 
zugrunde liegen : 

Sei ¢, in der Form 
P,+ yD 


_ P3 
@, 
schrankung der Allgemeinheit bedeutet**). Daraus folgt dann analog wie 
fiir regelmaBige Kettenbriiche '’): 


_—_—— wo P,, Q,, 0, 


angenommen, wo D, P,, Q,, 





ganze Zahlen sind, was keine Be- 


¢ 
Aus der Beziehung 





ganz. 


Qr 41 


P,4+ yD 
Pyiit yD’ 


g, 
ergibt sich dann in bekannter Weise 
D+ P, Py 41 = b,Q, Py +1 —Q,Q41, 
P, + P, +1 = b,Q, 
und hieraus weiter: 


(15) D— Piir = —Q)Qv41 fir » > 0. 
Nun sei wieder 


== 6, — 





Co =_— (b,, b,, ee b,~1) 
ein reinperiodischer Kettenbruch und es seien seine vollstandigen Quo- 
tienten der Reihe nach 
P,+)D 
b= 


Von ¢, an wiederholen sie sich periodisch nach der Formel ¢,,, = ¢,. 
Die vollstaindigen Quotienten des Kettenbruchs 





fir y = 0, 1, 2, ...,*#—1. 





1 
1. ¢,..4W 











"No 
sind dann nach I. unter Beriicksichtigung von (15) der Reihe nach 
1 -_ Q,44 — Mer (Prgr t VD) Pra +10 
M+. P,,,— VD P?,,—D @, 


fir »=x-—1,..., 1,9, 


wobei 7, = 7, also auch P, = P, (und Q, = Q,) ist. Man erhalt also: 


15) ,,Perron“, Kap. 3, § 20, S. 74f. 
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Satz 20: Sind die vollstindigen Quotienten des reinperiodischen 
reduziert-regelmipigen Kettenbruchs (b,, 6,, ..., 6,—,) der Reihe nach 
P,+Y)D P,+\D P,_,+)D 








Qa ’ aes —- 
wo D — P} durch Q, teilbar ist, so sind 
P,t+\D P,-,+VD P,+\)D 








a he a, 


diejenigen des Kettenbruchs (b,_,, ..., 6,, b,), dessen Periode die inverse 
der vorigen ist. 





§ 7. 
Quadratwurzeln aus rationalen Zahlen. 
I. Sei d eine positive rationale Zahl, aber nicht das Quadrat einer 
rationalen Zahl. Dann ist Yd eine quadratische Irrationalzahl, in deren 


reduziert-regelmaBiger Kettenbruchentwicklung nach Satz 18 ein Glied 
der Periode vorangeht. Es ist also 


Vd = (b,, 5,, by, .-- by)- 

Hieraus ergibt sich durch wértlich den gleichen Beweis wie bei 
Perron, 8. 87  f, wobei nur die vorkommenden Nenner Vd — b,, £,— 5, 
durch 6, — Vd, 6, — ¢, zu ersetzen sind, der 

Satz 21: Der reduziert-regelmipige Kettenbruch fiir die Quadratwurzel 


aus einer rationalen positiven Zahl, die nicht selbst das Quadrat einer ratio- 
nalen Zahl ist, hat die Form: 


(by, 5,, by, .--, By, 6, 26,) bzw. (b,, 20,), 
und umgekehrt stellt jeder Kettenbruch von dieser Form die irrationale 
Quadratwurzel aus einer rationalen positiven Zahl dar. 
II. Sei nun d eine positive rationale Zah), kleiner als 1 und nicht 
das Quadrat einer rationalen Zahl. Dann gilt fiir die quadratische 
Irrationalzahl — Yd wegen 


(15) Bae i y3). 


wo pun t>1 ist. nach Satz 21, 





Satz 22: Die reduziert-regelmifige Keitenbruchentwicklung fiir die 
negative Quadratwurzel aus einer positiven rationalen Zahl, kleiner als 1, 
die nicht selbst das Quadrat einer rationalen Zahl ist, hat die Form 





(0, b,, by, By, .. B,, b,, 26,) bew. (0, b,, 25,), 
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und umgekehrt stellt jeder Kettenbruch dieser Form die irrationale negative 
Quadratwurzel aus einer positiven rationalen Zahl. kleiner als 1, dar. 
Ill. Schwieriger ist der Fall negativer Quadratwurzeln aus Zahlen d, 
groBer als 1. 
Es soll folgende Uberlegung vorangestellt werden: Sei ¢ eine qua- 
dratische Irrationalzahl, 5 eine zweite und es gelte die Beziehung: 
ces: on 
g=-7F> 
wo H = (1, £) sei. 
Vermége dieser Gleichung soll dann aus der als bekannt voraus- 
gesetzten reduziert-regelmaBigen Kettenbruchentwicklung von ¢, die von £ 
gewonnen werden. 


Aus der Entwicklung fiir H folgt: 


Beginnt die Kettenbruchentwicklung von ¢ etwa mit v Zweiern, ist 
also 
5 = (0, 1, 2, ..., 2, 2), 


y-mal 


wobei ( der (vy + 1) vollstindige Quotient von ¢ und gréBer als 2 ist, 
so folgt durch sukzessive Berechnung der Naherungsbriiche und vollstiin- 
dige Induktion 


ge _ —(9+ 1) (45 
a t—1 





und wegen (> 2 

(17) E=(—(y+1), 0-1). 

Diese Entwicklung gilt auch noch fiir » = 0, d.h. also auch dann, wean 
schon { > 2 ist. 

Sei nun schlieBlich — in Anschlu8 an die Betrachtungen der Ab- 
schnitte I und II — d eine positive rationale Zabl, gréBer als 1 und 
nicht das Quadrat einer rationalen Zahl. Es la8t sich dann die quadra- 
tische Irrationalzahl — Vd auf Grund des Satzes 18 in folgender Form 
darstellen 
(18) — Vd = (— By, b,, by. Bea), wo Bl. 

Hieraus folgt 
1 ER cE 
a ( Pr) by +1), 


By — Va 
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und es ist dann nach Satz 19 





b, +—— = (b, 4 a9 eos b,) = (b. 41; b,, eo b,, be +1), 


mie 





—e se (bea. — b, b,, nr) b,, by +1). 





sw<! ist, also b,,,—6,=1 sein muB, gilt 
0 


weiter 
l 


Bo+ Va 
Ist nun unter den Elementen },, b,_,, ..., 6, wenigstens eines, das 
groBer als 2 ist, und ist 6,_, das erste Element dieser Reihe, gréBer 
1 1 
als 2, so gilt nach (17) fir H = — = = ——_— 
e - = Bot Va 
(19) — B, — Vd =(—(¥ +1), by» —1, by y 1, «dy bu 152) «+ 2,0, 
"y-mal 
wenn 0< vy =x — 3, 
(20) —fy— Vd = (— (« — 1), b, — 1, bys, 2, «2, B), 
(x — a 
wenn vy = x — 2. 
Ist dagegen b, = b,_, = ... = 6b, = 2, 4, > 2, dann ist wieder 
nach (17) 
(21) ry Mee br41—1, 2, .-., 2 Besa) 
(x — 1)-mal 
Es ist nun wegen der Eindeutigkeit der Entwicklung der Ketten- 
bruch (19) mit dem um — #, vermehrten Kettenbruch (18) 








= (1, b,, ..., by, 645). 











(22) — By sig Vd = (— 28,, b,, SP 
vergleichbar. Hieraus folgt 
yv+1=28, : v=28,-1 
b-,-1l1=6b, : b-,=b,+1 
(23) boe+i-u-> = & fir 2S ugpx—1—-y» 
bea = x—y : b+, = 5,4+1 
= be+i—s = bet a—» TE oce SS by = b,. 





Es ist also jedenfalls nicht schon 6, > 2, denn in diesem Falle wire 
vy = 0, also 1 = 2,. 
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Ebenso ergibt sich aus dem Vergleich von (20) mit (22) ein Formel- 
system 


x—-l=2f, : «=2f,+1 
| bey = b= 5,41 
Sekwh @ .. wh, wh, 


und aus dem Vergleich von (21) mit (22) 





x = 28, 
| best = b, +1 
2=6,=6, =... = },. 
Die Kettenbruchentwicklung fiir — /d lautet also entweder 
(I) —Vd =(—A8,, 6, bb, ..-, by, by 0, +1, 2,..., 2.0, +1), 


(28, — 1)-mal 


wobei die Periode aus zwei symmetrischen Teilen besteht, deren erster 
fiir x = 28, + 1 wegfallt, oder 


(II) — Vd = (—f,, 6,, 2,..., 2,6, + D), 
(28, — 1)-mal 





wenn x = 28, ist. 

Im weiteren soll nun noch gezeigt werden, da8 ein Kettenbruch dieser 
Form auch immer die negative Quadratwurzel aus einer rationalen Zahl, 
gréBer als 1, die nicht selbst eine Quadratzahl ist, darstellt. 


Sei also im I. Fall, wobei der 1. symmetrische Teil },, 6,, ..., 55, , 
auch wegfallen kann: 


(— By, 5, bg, -. +5 by, 6, +1, 2,..., 2,6,+1) =%,, 











(28, — 1)-mal 
dann ist 
(G,, . ++ bs, b, +1, B, +00 3 b, + 1) = es 
(28, — 1)-mal 
und — unter 7, die Konjugierte von ¢, verstanden — wegen Satz 19: 
GFT 2... BR FL by.) =—. 


(28, — 1)-mal 
Hieraus folgt aber: 


== (6, + 1, seg b,+1, Cs) 
(28, — 1)-mal 
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Wie leicht zu ersehen ist, ist jedoch 


oh. 2 e—ie—B 
(, 2, a ) = 0 — ewe 


v- 








also: 
1 
a ‘nat So _ e@l—N—(V—NE 
 ———— ae 1 — (+ IHG6lf—N—rt’ 
v-mal (+1) (b—z)—» S 


so daB: 
2 ne aie (2 Bo — 1) [(0; + 1) 4 — 1] — (2 Bp — 2) 05 
"2 . 2 Bo [(b; + 1) 03 — 1] — (28) — 1) 
- _ (2Bobs — 5, +1) G+ (1 — 2 Bo) ; 
a ai (Bob, +1) ts — 2B | 
Andererseits ist wegen £, = (— ,, ,, ¢;): 











So + Bo no + Bo 
(24) SS TFhhtht Mt TTR Ethie 


Durch Einsetzen ergibt sich: 


1 + Bob, + b; n% 
Bo + No 





es (2 By b, — b, + 1) (So + Bo) + (1 — 2 Po) (1 + Bo bs + 5, Co) 
. (2 Bob; + 1) (So + Bo) — 2 By (1 + Bobs +b; 00) 
und diese Gleichheit liefert ausgerechnet 


Cot m = 9, 
d. h.: ¢, geniigt wieder einer Gleichung af? — c = 0, deren Lésung sich 
vermége der Voraussetzung 8, >1 zu ¢, = — y2 < — 1 ergibt. 
Ist weiter im II. Falle: 
(— B,, 5,, 2, ..., 2,6, +1) = &, 
(28, — 1)-mal 





so ist also 
(2, ..., 2,0,+1) =%, 
(28, — 1)-mal 
und wegen der leicht herzuleitenden Beziehung: 


(vy +1)b— Jo —(v¥ +1) 
(2, .--, 2, b, ) = [v6—(v—1)]f—» 





y-mal 


= [2 Bo (6, + 1) — (2 By — 1)] 2, — 2 Bo 
[(2 By — 1) (0, + 1) — (2 By — 2)} , — (2 8, — 1) 
[2 By b, + 1) 0, — 2 fy 
™ (226, — 3, + 1), —(28,—1)’ 
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oder wegen (23) 
Co + Bo - (2 Bo by + 1) (So + Bo) — 2 Bo (1 + Bo by +b, Lo) 
1 + Bob, + , 0 (2 Bo 6; — 5, + 1) (So — Bo) — (2 Bo—1) (1 + Bo 6, + 4; So)’ 
d. h. 





(6, — I) § a (6, aes 1) BF + 26,, 


(25) = B+ of “4 


i—1 


Es ergibt sich also fiir ¢, dasselbe Resultat wie oben, so da8 man 
aussagen kann: 


Satz 23: Die reduziert-regelmafige Kettenbruchentwicklung fiir die 
negative Quadratwurzel aus einer positiven rationalen Zahl, gréfer als 1, 
die nicht selbst das Quadrat einer rationalen Zahl ist, hat die Form: 











(La) (— By, b,, b,, sey b,, b, +1, 2, ees 2, b, +. 1) 
(2B, mu 1)-mal 
bzw. 
(Ib) (— By, 5,, 6, +1, 2, ..., 2, 6, +1) 
(28, — 1)-mal 
oder 
(II) (— By b,, 2, ..4 2, b, +1) 
(2B, —1)-mal 


und umgekehrt stellt jeder Kettenbruch dieser Form eine Zahl der genannten 
Art dar. 


Zur Veranschaulichung dieses Satzes soll die auf 8. 708 folgende Tabelle 
iiber die negativen Quadratwurzeln aus ganzen positiven Zahlen dienen. Sie 
fiihrt in der ersten Spalte die Zahlen D auf, in der zweiten die Reihe der 


Teilnenner des zu — YD gehérigen reduziert-regelmaBigen Kettenbruchs. 
Dabei sind Zweierserien der Kiirze halber als Potenzen geschrieben, so 
daB 2" eine Serie von n Zweiern bedeutet. 


§ 8. 
Die vollstindigen Quotienten bei der Entwicklung der Quadratwurzeln 
aus rationalen Zahlen in reduziert-regelmaBige Kettenbriiche. 


I. Es la8t sich fiir die regelmaBige Kettenbruchentwicklung aus 


Zahlen + Yd eine gewisse Symmetrie der vollstindigen Quotienten nach- 
weisen, die im Theorem von Muir**) ausgesprochen ist. Aus einer dessen 


16) ,,Perron“, Kap. 3, § 24, Satz 10. 











708 E. Zurl. 
Periode Periode 
D — — D 
bo, by, ba, «++» Oy bo, b1, be, » Oy 
2}-—1, 3, 2, 4 54}—7, 3, 8, 4, 213, 4 
3] —1, 2, 2, 3 55|-—7, 3, 2, 4, 233, 4 
5| —2, 5, 23, 6 56 | — 7, 3, 213, 4 
6} —2, 3, 28, 4 57|—7, 2, 6, 3, 215, 3 
71—2, 2, 3, 2%, 3 58|—7, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 29%, 3 
8} —2, 2, 23,3 59] — 7, 2, 2, 9, 2, 3, 2%, 8 
10} — 3, 7, 25, 8 60|—7, 2, 2, 3, 23%, 3 
11} — 3, 4, 25, 5 61 | — 7, 2, 28, 5, 4, 2, 3, 22, 6, 16, 6, 2, 3, 
12} —3, 3, 25, 4 2, 4, 5, 28, 3, 218, 3 
13/ —38, 2, 3, 8, 3, 3, 25 3 62/— 7, 2, 25, 3, 213, 3 
14} — 3, 2, 2, 3, 25, 3 63} -—7, 2, 233, 3 
15} — 3, 2, 25, 3 65 } — 8, 17, 235, 18 
17| — 4, 9, 27, 10 66} — 8, 9, 275, 10 
18} — 4, 5, 27, 6 67|— 8, 6, 2, 3, 9, 3, 2, 7, 215, 7 
19] — 4, 3, 5, 4, 27, 4 68 | — 8, 5, 215, 6 
20} — 4, 3, 27, 69 |—8, 4, 2%, 3, 28, 3, 29, 5, 295, 5 
21|—4, 2, 4, 3, 27, 3 ; 70|—8, 3, 4, 4, 2%, 4 
22} —4, 2, 2, 6, 2, 3, 27, 3 {71]/—8, 3, 2, 3, 26, 3, 2, 4, 225, 4 
23) —4, 2, 2%, 8, 27, 3 72|—8, 3, 215, 4 
24|—4, 2, 27, 3 73 '—8, 2, 7, 24, 3, 18, 8, 24, 7, 3, 215, 3 
26) —5, 11, 2%, 12 “41-8, 2, 3, 18, 3, 3, 2%, 3 
27; — 5, 6, 2%, 7 75|—8, 2, 3, 215, 3 
28] - 5, 4, 2, 5, 2%, 5 76|—8, 2, 2, 3, 7, 2%, 7, 3, 2, 3, 2%, 3 
29] —5, 3, 3, 2, 12, 2, 3, 4, 2°, 4 77|— 8, 2, 23, 4, 22, 3, 215, 3 
30} — 5, 3, 2%, 78|—8, 2, 24, 3, 25, 3 
31|—5, 2, 5, 2%, 5, 3, 2°, 3 79|—8, 2, 26, 3, 2%, 3 
32|—5, 2, 3, 2%, 3 80} — 8, 2, 245, 3 
33] — 5, 2, 2, 3, 2°, 3 82|}—9, 19, 227, 20 
34{| — 5, 2, 28, 3, 2%, 3 83|—9, 10, 2!7, 11 
35] —5, 2, 2°, 3 84|—9, 7, 217, 8 
37| —6, 13, 211, 14 85 |— 9, 5, 3, 28, 20, 28, 3, 6, 217, 6 
38| —6, 7, 21, 8 86!— 9, 4, 3, 10, 3, 5, 217, 5 
39| —6, 5, 211, 6 87|—9, 4, 217, 5 
40|— 6, 4, 241, 5 88|—9, 3, 3, 4, 217, 4 
41|—6, 3, 2, 14, 2, 4, 211, 4 89 | —9, 3, 2, 5, 2, 20, 2, 5, 28, 4, 217, 4 
42| —6, 3, 211, 4 «| tee gaa 
43|—6, 2, 5, 7, 5, 3, 223, 3 91|—9, 2, 7, 7, 3, 217, 3 
44|- 6, 2, 3, 2, 3, 3, 2", 3 92} —¥, 2, 4, 98, 4, 3, 217, 3 
45 | —6, 2, 2, 4, 2, 3, 212, 3 93} —9, 2, 3, 23, 8, 23, 3, 3, 217, 3 
46 | — 6, 2, 27, 3, 4, 25, 4, 3, 22, 3, 211, 3] 94] — 9,2,2,5,3,2¢,3, 27,3, 24, 3,5,2,3,2!.,3 
47|—6, 2, 24, 3, 211, 3 95|—9, 2, 2, 3, 217, 3 
48|—6, 2, 211, 3 96 |—9, 2, 2%, 3, 237, 3 
50|—7, 15, 215, 16 97) —9, 2, 24, 3, 3, 3, 7, 20, 7, 3, 3, 3, 24, 
51|)—7, 8, 233, 9 3, 217, 3 
52|—7, 5, 4, 6, 233, 6 98|—9, 2, 27, 3, 217, 3 
53 | — 7, 4, 3, 22, 16, 23, 3, 5, 215, 5 99} —9, 2, 217,3 





























qa 
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Nachweis vollig entsprechenden Betrachtung ergibt sich ein Analogon 
dazu: 


Satz 24: Entwickelt man die Zahl YD wo Q, ein positiver Teiler 





Qo 
von D ist, in einen reduziert-regelmapigen Kettenbruch: 
D 
ie = (b,, b,, b,, sees 0.—s, a. ly 26,) 


und bezeichnet man die Reihe seiner vollstdndigen Quotienten mit 
yD \VD+P, \D+P, )D + P, 
-. _ 7 - ee 
so sind die drei Zahlenfolgen b,, b,, ..., bx—os be—1, 
Fs Ba soy Pome Pe 
Qo Qs = =» Qe—15 








symmetrisch; es ist also 


6, = b,_, fiir lsrvsx-l, 
P,., = P,_, ‘ 0s r7sx-1, 
Q, = Q,_, ” 0s. 


Es fehlt in diesem Satz im Vergleich zum Theorem von Muir nur 
die einschriinkende Voraussetzung Q, < VD, die hier wegfallt, weil auch 
fiir d <1 die Darstellung Vd = (b,, b,,..., b,, 26,) Geltung hat. 

Ebenso gilt die fiir regelmaBige Kettenbriiche aus dem zitierten Satz 
in der ,,Lehre von den Kettenbriichen“ gezogene Folgerung wértlich fiir 
reduziert-regelmaBige Kettenbriiche und liefert den zu Satz 11 desselben 
Paragraphen analogen Satz: 

Satz 25: Hat der reduziert-regelmiBige Kettenbruch fiir die Zahl 
f°. = ce wo Q, ein positiver Teiler von D ist, eine primitive Periode 

0 
von x Gliedern und sind 
\D + P, VD + P, » ae, 
ai ee A ae oe Re ae 
die zugehérigen vollstindigen Quotienten, so ist fiir diese stets P, + P,+,; 


ist P,. P,.,. Ebenso ist Q, + Q,4:; 





x 
nur wenn x gerade und vy = > 


nur wenn x ungerade und vy = —, ist Q, = Q41- 


II. Auf Grund der Darstellung von — Vd, wo d<1, nach der 
Gleichung (16), kann man das Ergebnis der Sitze 24 und 25 sofort auf 
die Kettenbruchentwicklung von — Vd, wo d < 1, iibertragen als 
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Satz 26: Entwickelt man die Zahl iH wo Q, ein negativer Teiler 


von D und absolut gréBer als YD ist, in einen reduziert-regelmapigen 
Kettenbruch 


Qo —sIQal 
und bezeichnet man die Reihe seiner vollstaindigen Quotienten mit 
YD \D+P, \D+P, \D+P,,, 
Qo’ —” ss &} «ne 
so ist P, = 0 und die drei Zahlenfolgen b,, b;, ..., bx—1, bx 
Fe es Oe 
ee eS 
sind symmetrisch; es ist also b,,, =b4,-, fiir lgovax—l1 
Pye = Poti ” 0s7=x-1 
Qr+1=Qei-y » OSH Sx. 
Satz 27: Hat der reduziert-regelmapige Kettenbruch fiir die Zahl 


YD YD _ (0, b,, by, ..-, Ox, 26,) 











t= 2 = VP. wo Q, ein negativer Teiler von D und absolut gréfer 
0 0 
als YD ist, eine primitive Periode von x Gliedern und sind 

_ VD+?P, , _VD+P; _ YD+P,,, 

°~= Q, "baw Q@ pees aii, Oil 


die zugehérigen vollstimdigen Quotienten, so ist fiir diese stets P, + P,+,; 


* 


nur wenn x gerade und ym tte, ist P, = P,,,. Ebenso ist stets 
Qe + rir; mur wenn x ungerade und y = ~T*, ist Q, = Qs... 

III. Fiir die Kettenbruchentwicklung von — Yd, wo d gréBer als 1 
ist, soll die bisher nur zitierte Betrachtung wirklich durchgefiihrt werden. 


Es ist in diesem Falle — ¥d = Ye = — YP, wo D, |Q,| ganze Zahlen 


sind, D durch |Q,| teilbar und auBerdem |Q,| < YD ist. Ist dann: 
ds) WP _Y _ W6,8,6,..060 4102.02, $1) 
—. -— ae 7 ‘or 945 Og, ~~ +» Og, O, » Me coms mM ’ 
(28, — 1)-mal 


wobei x die Gliederzahl der Periode, x —2f8,—1 die des ersten sym- 
metrischen Teils ist, bzw. fiir x = 28,+ 1: 


(Ib) i __p 








a Gi (— Bo 5,, 6, + 1, 2, ..., 2,6, + 1) 
(28, — 1)-mal) 
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oder 
(II) VP — VP = (— bd, 5.036, $1) 
(28, — 1)-mal 
und sind die vollstindigen Quotienten des Kettenbruchs der Reihe nach 
yD P,+/D 





GO =o ‘f= Q fir » = 1,2,....x+1, 

0 v 

so ist in jedem Falle wegen 

D+P D+P 

WD+ Post 4 41,0) 14,214 Et . 
Quan Q 

Qei1 = Q:- 


Sind weiter die vollsténdigen Quotienten des reinperiodischen Ketten- 
bruchs 


Cet —_ 








(6, .. +, bs, 6, + 1, 2,..., 2,6, + 1) 

















— 
(28, — 1)-mal 
der Reihe nach 
yD+ P, \D+P,_s5, VD + P,_s5,41 VD +P, _sa4s 
(26) 9 eee ; ‘ a 
Q Q, — 96, Qy— 28941 Q,—sfo+2 
yD+ P, \D+ Ps 1 
=. —_— 


ferner diejenigen des inversen Kettenbruchs 


(, +1,2,...,2,6, +1, b,,..-, by) 














(28, — 1)-mal 
nach Satz 20 
\D+P, \D+P,,, ¥D+ P,_ 543 VD+ P,_se4s 
Oran” Q, sets Q, 24,48 , Qu — 28941 . 





yD+ P98 +1 yD + Ps 


dy, = 2Bo 7 Q 





oder, wenn man die Periode um 28, + 1 Stellen weiter rechts beginnen 
la8t und beriicksichtigt, daB Q,4, = Q, ist, 


YO+P, VD+P,,,  VD+P,24,+: VD+P._sa+s 

















a oo" Q,— 26+ Qu —afo +1 
VD + P,_46, 41 \D+ Ps \D+ Ps 
ace Ta a. 





yD+ Pedy yD+ P,_s, +3 yD+ P, s+ 
Q, 7 a0 Q,— 265 +2 , 





, 


Q.— 289 +1 
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so entspricht die Periode dieser vollstindigen Quotienten eindeutig der 
oben angeschriebenen (26). 
Es ist also im Falle der Entwicklung (Ia) 


\D+P,,, VD + P,_29441-» 











a fir 0S» x—2f,-1 
D P D Py -¥ 

VD + x—speraty _ V + Peis » OSrs2f,-1. 
Q, 278, +2+¥ @., 


Auf ganz demselben Wege erhalt man fiir die Entwicklung (Ib) die Be- 
ziehungen: 
\D+P, VD+P, VD+P,,, VD+Px+2-» ,. 

on “oe und geen, 5745 fir lsov=x-—l, 
fiir die Entwicklung (II) die Beziehungen 
\D+P,,, VD+P 








\D+P,,, _ b+ Py 








<= fir O<»<x—2 und 


Osa g,—,» Qu 41 Q, + 1 
Hieraus folgt 
Satz 28: Entwickelt man die Zahl YD wo Q, ein negativer Teiler 


os Qo’ 
von D und absolut kleiner als \D ist, in einen reduziert-regelmapigen 
Kettenbruch der Form 











(Ia) (— Ber 5,» by, - « -» Oy, 0, + 1, 2,..., 2, 6, + 1) 
(28, — 1)-mal 
bzw. 
(Ib) (— B,, 5,, 6, + 1, 2, ..., 2, 6, +1) 
(28, — 1)-mal 
oder endlich 
(II) (— B,, 5,, 2, ..., 2, 6, + 1) 
(2B, a 1)-mal 


und bezeichnet man die Reihe seiner vollstiindigen Quotienten mit 
\D \D+ P, \D+ Py \D+P,,, 








Q’ a , Q a 2%) Tas ’ 
so sind im Falle (La) die Zahlenfolgen 
b,, b,, ‘ery by ~ 24-1» b,— 28, und by—s4,4+1 by—2p5 +2 ae) b,, besa, 


P,, Pros oes Py 25 P28, +1 ” Py —28,+2 Py— 28,43 +++ P,,, Putts 
Qi Qas «+ +» Qn —aftos Qx— 2/9 +1 > Qe—2f9 +1» Qe—afy + 29 + - +2 Qe Qe +» 
im Falle (Ib) die Zahlenfolgen 
a ee 
QQ, und Qs, -- + Qe Qe+a 
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im Falle (11) die Zahlenjolgen 
Poy Pag i oo Fai Fars und Q,. Qer - + +» Qe Qos 


symmetrisch. Insbesondere ist also in jedem Fall Q, = Q,+;. 


Aus der festgestellten Symmetrie der P,, Q, folgt nun, daB im 
Falle (I) 
P, = P,.; fiir » =x—B,+1, 


auBerdem bei geradem x: 

Ras, & += eo Sets 
bei ungeradem «x: 

Q,=Q4,; fir y= XO Phett 
und im Falle (II) 


P,= P,4, fir » = =F°, 

Wenn nun die x-gliedrige Periode die primitive ist, sind zwei auf- 
einanderfolgende P, oder Q, innerhalb dieser Periode auch nur in den 
soeben festgestellten Fallen gleish. Denn es sind wegen der Primitivitat 
jedenfalls die Quotienten ¢,,¢,,...,¢.4, voneimander verschieden; und 
da nach Satz 28 fiir die Entwicklung (I) gilt 


Fas -sf+9—-0t 1D oa P,,,+)D 








Cx—2tyta—y = Rinth ses = Q, 
fir 1sv<x-- 28, 
und 
t er _ Pes-spts-et VD Pi 4, + 9D 
2x—2f9+2-—» — — 





Q2x—28)+2—9 Q, 
fir x«—28,4+1S7™5%, 
ergibt sich, sobald in einem der beiden Intervalle P,,, = P, ist, 
Cx—2fo+2—» = ¢ 
bzw. 
Cox—2 fy +9— = ¢, 


und wegen der Verschiedenheit der Zahlen ¢,,¢,,..-, 0,41 


x—28,+2-—y=y» 
bzw. 
2x—28,+2—y» = ». 


Im Intervall 1 =» =~ kann also Gleichheit zwischen P, und P,,, nur 


fir » = x— 8,+1 und, wenn x gerade ist, auBerdem fiir » = =—At* 


eintreten. 
Mathematische Annalen. 110. 46 
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Ist einmal Q, = Q, +1, 80 ist 


Cx—2fo+9— = re 
bzw. 
Cax—26,.+2—» = Cv4i. 


d. h. wieder wegen der Verschiedenheit der ¢,,..., fC, +, 
“x--28,+2—vy=r+1 
2x—28,+2-—r=r+1. 


Gleichheit zwischen Q, und Q,,, kann also im besagten Intervall 
x—2Bo+1 
; ; 


bzw. 


nur fiir ungerades x auftreten und zwar fiir » == 
Fiir die Entwicklung (II) liefert Satz 28 vermége der Gleichung 


P D P,,,+)D 
Ceta—y = eeece tl = vey fir lsovsx, 


im Falle P,,, = P, 
Cete—r = Cy also x+2—y=», 
im Falle Q, = Q,+; 
Coas—» = Cr41, also x+2—y=r+1. 
Es kann also Gleichheit zwischen P, und P,,, im Intervall 1< » < x 
3 _ B, +1 auftreten, Gleichheit zwischen Q, und Q,,, 





cad 





nur fiir » = 


dagegen niemals. 
Man erhilt somit den 


Satz 29. Ist der reduziert-regelmaipige Kettenbruch fiir die Zahl 








j/= e = -. wo Q, ein negativer Teiler von D und kleiner als VD 
ist, von der Form 
(I) (— Bos by, bys «+5 0,0, + 12.20, + 1), 
(28, — 1)-mal 
wobei der erste symmetrische Teil der Periode auch wegfallen kann, oder 
(II) (— By, 5,, 2, ..., 2, 6, + 1), 
(28, — 1)-mal 


hat er weiter eine primitive Periode von x Gliedern, so gilt bei der bisher 
durchgefiihrten Bezeichnung der vollstiindigen Quotienten €, fiir diese im Inter- 
vl lovesx 
im Falle der Entwicklung (1): 

P, = P,., fir v = x—B,+1 und falls x gerade ist, fiiry = x Shot 


2. = Wiifirr= a= Sit), falls x ungerade ist; 
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im Falle der Entwicklung (II): 





P, = Pris fiir ¥ = *t?; 


fiir alle tibrigen Werte v ist stets P, + Pys1, Qr + Qroi- 


4. Kapitel. 


Auflésung der Gleichung x* — Dy* = +L, woO0<L<2yD 
mittels reduziert-regelmaBiger Kettenbriiche’’). 


§1. 
Uber die Vorzeichen der Zahlen Q,. 
Es interessieren die Werte Q, fiir » > 1. 
I. Fiir diese Werte » kann ausgesagt werden: 
Satz 30: Entwickelt man YD oder — YD, wo D ganz, positiv und 
keine Quadratzahl sein soll, in einen reduziert-regelmapigen Kettenbruch, so 
ist fiir die zugehérigen vollstindigen Quotienten f, = nde a stets 


@ 
Q2>0 fir » =1,2,3,.... 





Beweis. Nach §5 des 3. Kapitels sind von einem bestimmten Index 
an die vollstindigen Quotienten quasireduzierte Zahlen. Es ist also 


¢.— > 9, 


> >0, dh. 





Q, > 0. 


Bei der Entwicklung von + VD gilt dies fir » > 1, bei der Entwicklung 
von -- YD zunichst nur fiir » > 2. Im letzteren Falle ist aber 


os VD — — B, _ = 
1 
C = yD +P, = a _ VD+ 6, 
. a ‘D—B, Y—be’ 
also 
(27) Q, = D — B}. 








17) Die Behandlung dieses Problems verlauft fast analog wie fiir regelmaBige 
Kettenbriiche (siehe ,,Perron‘‘, Kap. 3, § 26), doch haben die reduziert-regelmaBigen 
Kettenbriiche den Vorteil, daB L bloB an die Bedingung 0 < L < 2VD gebunden 
ist, wahrend man bei Verwendung der regelmaBigen mehr fordern mu8, nimlich 
O<L<ypD. 


46* 
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Wegen — YD < —£, <0 ist weiter 


0<~,< VD 
also 
B<D 
und daher 
Q, > 0. 
§ 2. 


Die Gleichung a? — Dy*® = + L, wo0< L<2yD. 

D sei eine positive ganze Zahl und nicht Quadrat einer ganzen Zahl. 
Man kann sich, wie iiblich, auf relativ prime Lésungen beschrinken. 

Weiter ist es zulissig, sich fiir die Lésungen der Gleichung 
(I) a— Dy = 4+-L 
auf positive Wertepaare z,y zu beschrinken, fiir die Lésungen der 
Gleichung 
(II) a2—-Dy = —L 
auf negative Werte z und positive Werte y. 

Ist dann z = p > 0, y = g > 0 eine Lésung der Gleichung I bzw. 
z= p<0, y=q>1") eine Lésung der Gleichung II, so wird auf 
Grund der Annahme 0 < ZL <2YD nach Satz 11 im ersteren Falle 5 


‘= von YD (wobei » > 1), im anderen 


‘ von — VD (wobei » > 2) sein. 
1 


A 
jedenfalls ein Naherungsbruch > 





B, 

Es soll nun untersucht werdeh, wann es wirklich Lésungen xz > 0, 

y > 0 bzw. <0, y > 1 gibt und durch welche Niaherungsbriiche sie 

geliefert werden. 

Aus der fiir alle » giiltigen Formel 

“ss A,.0,—4,_ A,_,(P,+ \D)—4,_.@ 

D ais — ’ Be v—2 = eat ¥ : v—2 Vy 

y fo B,,o,—B,. B,_,(P,+VD)—B,_,9, 





Falle = ein Naherungsbruch 





folgt das Gleichungspaar 
D B,_, = A,-, P, — A,-3Q,, 
A,_, = B,_,P, — B,-:Q, 
und hieraus durch Multiplikation der ersten Gleichung mit B,_,, der 


zweiten mit A,_, und nachfolgende Subtraktion 


A? [= D B? 1 = Q, (A,_, B,-, — A, .1 B,—») _ Q,. 


8) Der Fall einer Lésung x < 0, y = 1 wird etwas spiter behandelt werden. 





ee 








neem reset ee 
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Ganz analog folgt aus der Gleichung 


a a 
BB BP, + WD) — 8,49, 





die Beziehung 
A,_, —DBY_, = -Q. 

Da nun nach Satz 30 die Zahlen Q,,Q, fiir » > 1 stets positiv sind, 
hat die Gleichung I also dann und nur dann positive Lésungen, wenn L 
unter den Zahien Q, fiir » > 1 vorkommt; und es hat die Gleichung II 
dann und nur dann Lésungen z < 0, y > 1, wenn L unter den Zahlen Q, 
fir »v > 2 vorkommt. 

Eine Lésung s = p < 0, y = 1 ist, wie sofort ersichtlich, dann und 
nur dann méglich, wenn die Zahl D—L eine Quadratzahl ist; denn es 
gibt in diesem und nur in diesem Falle immer ein z, das die Beziehung 
2—D-1= —L, dah. 2 = D—L erfiillt. Diese Lésung lautet dann 


z= pee A y= a 

Ist andererseits in Weiterfiihrun, obigen Gedankenganges L dem 
Werte Q; gleich, so hat die Gleichung auBer den Wertepaaren z < 0, 
y > 1 auch eine Lésung zs = p = A, = —f,, y= 1. In diesem 
Falle ist nach (27) aber auch D— JL = #3, d.h. eine Quadratzahl, so 
daB die eben aufgestellte Bedingung fiir die Existenz einer Lésung x = p, 
y = | erfiillt ist. 

Ist ZL einem dieser Werte Q, bzw. Q) fiir » > 1 gleich, so gibt es 
immer gleich unendlich viele Lésungen, denn es gelten nach Satz 24 
bzw. 28 dann auch die Beziehungen 

Aa eev—1 — DBeee rs = Qeess = Q fir 2 = 0,1,2,... 
bzw. 

Aget+v—1 = D Boe +s 3 = = Qaetr Ss = Q: fir » = 0,1,2,..., 
und damit sind alle Lésungen der Gleichung gefunden. 


(Eingegangen am 1. 7. 1934.) 








Identitiiten zwischen dem Integral einer willkiirlichen 
Funktion und unendlichen Reihen. 


Von 
Fritz John in Cambridge (England). 


Bei Untersuchungen iiber die Primzahlverteilung, die noch nicht ab- 
geschlossen sind, stieB ich auf merkwiirdige Identitaéten, die mir trotz 
ihres sehr elementaren Charakters noch nicht bekannt zu sein scheinen. 
Mit Hilfe dieser Identitéten kann man jedes bestimmte Integral iiber 
eine Funktion von beschrinkter Variation durch eine unendliche Reihe 
ausdriicken. Es wird folgendes gezeigt werden: 

Voraussetzung. 

1. {(z) sei eine Funktion mit der Periode 1. 

2. /(z) sei von beschrankter Variation in 0 < 2 < 1. 

3. y= = sei eine rationale Zah] > 1 (p und q teilerfremde ganze 
Zahlen). 


Behauptung. 








M: 


a, (y) (2— log » 


(1) y log 7 


) = logy: f f(y)dy, 


’ 


als - 


wenn a,(y) = a, 


) definiert wird durch 


axivd axivk 
a(2)= Ser — Seo 


i=1 i=1 


0, falls pt, q}», 


ai q; ” pi, q/, 
—?p, ” p| », q}, 
q — P; ” piv, qi. 


Beweis. Es geniigt offenbar, die Behauptung (1) fiir z = 0 zu be- 
weisen, da mit /(y) auch /(y — z) die Voraussetzungen erfiil't. Setzen wir 


1 ‘ 
o(y) = of (ge) 
so geht unsere Behauptung iiber in 





y 
(2) > %(») 9(+) - | WPay 





v=1 


fiir eine Funktion g, die die Voraussetzungen 
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1’. fiir jedes positive y ist 
plyy) = v° Ply), 


2’. p(y) ist von beschrinkter Variation in 1 < y < y erfiillt. 


Wir zeigen zunachst die Konvergenz der linken Seite von (2). Aus 
2’ folgt, daB sich mo in 1S y Sy als ‘Differenz zweier monoton 
wachsender, beschriinkter Funktionen g,(y) und g,(y) darstellen laBt. 
Durch Hinzufiigen einer geniigend groBen gemeinsamen Konstanten zu 9, 
und g, kann man es dabei immer erreichen, daB g, und g, durchweg 
positiv sind und die Ungleichungen 


(3) Ply) S¥- (2), %a(¥) S 7° Pa (1) 

erfiillen. Setzen wir dann g, und g, gemaB8 den Funktionalgleichungen 

(4) Pilvy) = 7° Pi (Y), Pal¥°¥) = 7° aly) 

in 0 < y < o fort, dann folgt wegen 1’, daB fiir alle positiven y 
eho 

gilt, wobei g, und g, den Funktionalgleichungen (4) geniigen und durchweg 

monoton wachsend sind. [Nach Voraussetzung sind nimlich g, und g, 

in 1 = y<_y monoton wachsend, dann wegen (4) auch in jedem Inter- 


vall y" <= y <y"+! mit ganzem nm; wegen (3) bleiben sie auch in den 
Verbindungsstellen dieser Intervalle monoton wachsend.] 


Es geniigt somit offenbar, die Konvergenz der linken Seite von (2) 
fiir eine Funktion g, die fiir alle positiven y die Funktionalgleichung 1’ 
erfiillt und monoton wachsend ist, zu zeigen. 


Nun haben wir nach Definition von a, (y) 


d'ao(4) = 3’ o(4)-@- » 5 9(2) 


(5) Wis ¥ a 0(p) r =e (p) 
~ Sean Sol) 
¥ ae oe) v =0@ 
Es ist aber 
D o(5)-@-» 3’ e(5) 
a OUP) Sow 
p—1 m m p-—1 m \ 
- 5( 2 o(4)- 3'o(4)) - 5 ( » +0(3)) 


r=>e(p) ¥=0(p) 4=0, «(p) 
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wo das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem A = yu 
oder = 0(mod 7) ist. Da in der inneren Summe die Terme alternierendes 
Vorzeichen haben und monoton abnehmen, ergibt sich so 


3 o(4)-o-0 5 ol djs 5 (3) = @-Ne(5): 


at ’ oi) 
Eine entsprechende Abschitzung gilt fiir den zweiten Bestandteil der 
rechten Seite von (5), so daB wir 


d'ate(4) 


‘=A 

















0 (5) S@+2—9-9( Teas) 
yer) | 
= Pts? ol) < y2tt—* 9) 


— i 
y log ¥ 


erhalten. Daraus folgt die Konvergenz von = a, (y) 9 (>). 
val 


Wir zeigen jetzt die Cleichung (2) unter Benutzung der Konvergenz 
der linken Seite. Seim eine ganze durch p und gq teilbare Zahl. Dann ist 


d'«oro(2) = 4d (2) Dd o(2) 





se r=0@) ash, 
=4 ; o(—)—p ; o(=). 
fa, “<# r+ Py 
Da nach Voraussetzung 2’ 
| 1G) - 79%) -o) 
ist, folgt 
- 1) yd x i SS 1 
2% oo(5) = 12 9(¢,)— a2 (5) = 1 vlan) 
P 
Wir setzen jetzt fiir ganzes v 
— p-9[2 7} 

Dann ist n, eine ganze durch p und q teilbare Zahl und 


(6) lim 2 = 1. 





ee eet? aes 








aes 


ee ae 
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Es wird dann 


my 


“=1 


(wenn 2 = or gesetzt wird) 


Ry 


S %(”)9(4) =9 py o(=)=4 p o(% 


(¥) 
nn y (%,") (») ”) 
-13 _. 
Y mn uti 


ny 
“=— +1 
Pp 


ny 





g(2) 4 . 
= »y amy a — tu+1) + - 4 


ny 
=—+1 
- p 


Nun geht das laingste der Intervalle ( 
gegen 0, ebenso ist nach (6) 


so daB, da oe nee ist, 


P (xi ) a” () 
lim Z _« ())2 ~~ S+ 


v—> oo 





(¥) (v) 


Tu +» Zu 


Y 


y= {2 


1 


~ J 
(r) 
)= 4 bs P(X. ) 
yt 
et ines 
1 
ny 
»y y (20) 
= wt+l 
pores 


) mit wachsendem » 


ety) dy 


ist. Ebenso anh sich wegen der Monotonitét von 


ny 





v Y ny 
a=—+1 “#=—+1 
Pp P 


Der letztere Ausdruck geht aber mit wachsendem » gegen 0, weil a? 


beschrankt ist. Damit ist die Behauptung 


(Eingegangen am 25. 6. 


se *v P(*, 
Ly Pct Y 
jy” A w+l P u+ 


q (v) Pp 
i = 9(™ ya 
ches 


bewiesen. 


1934.) 


+1 
Pp 








Zur Theorie linearer Operatoren. 


Von 


Franz J. Wecken in Géttingen. 


In dieser Arbeit werden zwei bekannte Siatze aus der Theorie der 
linearen Operatoren im Hilbertschen*) Raum neu bewiesen. Zuniichst (§ 2) 
wird ein Zerlegungssatz fiir Hermitesche*) Operatoren bewiesen, auf den 
sich nach F. Riesz*) der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren im 
wesentlichen zuriickfiihren la8t. Riesz beweist den Zerlegungssatz, indem 

‘ 1 fir ¢< 0 
er der Funktion /(t) = (, , t>0 
v. Neumann‘) kommt einfacher zum Ziel, indem er Funktionen der Form 
/,(t) = Max(0,t— a) verwendet. Hier wird die Funktion f(t) = |¢| be- 
nutzt, zu der man mit Hilfe der binomischen Reihe den Operator { (A) 
sofort explizit angeben kann. — In § 3 wird der von Wintner °) stammende 
Satz bewiesen, daB jeder unitére Operator U die Gestalt U = e'*? mit 
Hermiteschem B hat. Der Beweis beruht auf einfachen Sitzen iiber 
Potenzreihen und macht keinen Gebrauch von dem Spektralsatz fiir 
Hermitesche Operatoren; § 2 und §3 sind unabhingig. Ein Hilfssatz, der 
in §2 und §3 gebraucht wird, ist in §1 vorangestellt. 


einen Operator /(A) zuordnet; 


§ 1. 
Ein Hilfssatz. 
Es seien W und T Hermitesch*) und vertauschbar, und es sei W* = T?, 
dann gibt es einen Projektionsoperator P mit folgenden Eigenschajten: 


1) Ubrigens gilt alles in dieser Arbeit Gesagte genau so in jedem nichtseparablen 
Raume, der den Axiomen A, B, D, E des Hilbertschen Raumes (vgl. v. Neumann, 
Math. Annalen 102, S.64—65) geniigt; vgl. hierzu Fr. Rellich, Math. Annalen 110, 
8. 342—356. Anm. b. d. Korr.: Vgl. auch die inzwischen erschienenen Arbeiter 
von H. Léwig (Acta Litterarum ac Scientiarum, Szeged, 7, 8. 1—33) und F. Riesz 
(ebenda S. 34—38). 

*) Hermitesch bedeutet in dieser Arbeit stets beschrankt und symmetrisch. — 
A* ist stets der zu A adjungierte Operator, wenn A beschrinkt ist. 

5) Acta Litterarum ac Scientiarum, Szeged, 5 S. 31—54. 

*) Loc. cit. 8S. 111—115. 

5) Math. Zeitechr. 80, S. 255—277, und Spektraltheorie der unendlichen 
Matrizen, Leipzig 1929, S.207—212. Vgl. auch J. v. Neumann, loc. cit., 8.115 
—122; M. H. Stone, Linear Transformations in Hilbert Space, Newyork 1932, 
8. 302—311; K. Friedrichs, Math. Annalen 110, 8S. 54—62. 
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1. Fiir jeden beschrinkten Operator F mit F(W—T) = (W—T)F 
ist FP = PF; 
2. aus Wf = 0 folgt Pf =f; 
3. W = (2P—E)T. 


Beweis. P sei der Projektionsoperator zur Mannigfaltigkeit aller / 
mit (W—T)f =0; ist (W—T)f =0, so folgt (W— T)Ff = 0, somit 
FP = PFP; entsprechend F* P = PF*P, d.h. PF = PFP, also 
FP= PF. — Es ist |Wf| = |Tf|, aus Wf = 0 folgt somit 
(W—T)f=0, alo Pf=/f. — Aus (W—T)(W+7)=0 und 
(W — T) P=0 schlieBt man leicht P(W +7) = W+T7,2TP=W-+T, 
d.h. W =(2P—EB)T. 


§ 2. 
Der Zerlegungssatz von F. Riesz. 

Es sei A Hermitesch*), dann gibt es einen Projektionsoperator E,, so 
dap folgendes gilt : 

l. aus FA = AF folgt FE, = EF (F beschrinkt); 

2. AE, >0, A(E—E,) <0; 

3. aus Af = 0 folgt E,f = f. 

Beweis. Es sei fiir jedes f |Af| = k|f| mit k + 0 (A ist ja be- 
achrinkt!); wir setzen S = 7, 4*—E; es ist —E <S<0, demnach 
ISHS ISM S|th (PAA SUD. Be sei B= &E(*)s»; 


n=0 * 


diese Reihe konvergiert wegen 











£ Qos 2 /Ohin om 3|0]-2 
gegen einen Hermiteschen Operator B. Es ist 
Bi) = kEN+k E(*)iennS ken—kz|(2)|-an =o. 








also B=>0. Quadrieren der Reihe ergibt B? = k*(E +S) = A*. Aus 
AF = FA (F beschrankt) folgt SF = FS, BF = FB; insbeso~ ere 
BA = AB. Also ist nach dem Hilfssatz (mit A statt W, B statt T, 
E., statt P) die erste und dritte Behauptung klar; aus A = (2E,— £)B 


*) Folgt z. B. aus der verallgemeinerten Schwarzschen Ungleichung 
\(—8f,9)| = Vi— St.) -Vi— 89,9) = Vif) Vig. 9) durch g= — Sf. 
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folgt aber AE, = BE,, A(E—E,) = — B(E —E,), und somit die 
zweite Behauptung’). — Offenbar ist 

AE,=}(A+ B), A(E— E,)=4(A— B), 
so daB also AE, expiizit in Form einer Reihe angegeben ist. 


§ 3. 
Ein Satz von Wintner iiber unitire Operatoren. 


Vorbemerkungen. Unter e4 ist Dy + A" zu verstehen. Allgemein 
a=o” 


ist, wenn | Af| =< k|/| (fiir jedes f) und A(z) = Sa, x" absolut konvergent 


n=0 


fir |jz| < k ist, h(A) = Sa,A" ein beschrinkter Operator; aus AF = FA 


n=0 


(F beschrankt) folgt h(A)F = FAh(A); ist A Hermitesch und die a, 
reell, so ist A(A) Hermitesch; es ist \h(A)f] < Ela, |e" f]; aus 
n=0 


Af =A-f (A komplex) folgt h(A)f = f-h(A). Konvergente Potenz- 
reihen in A kann man miteinander multiplizieren und das Produkt in 
der iiblichen Weise als Potenzreihe anordnen, ebenso eine konvergente 
Potenzreihe h(A) in eine bestindig konvergente Potenzreihe /(z) als 
Argument einsetzen und wieder nach Potenzen von A ordnen. In diesem 
Sinne sind Formeln wie e4 = cos A + isin A, cos? A + sin?A = E ge- 
meint; wir setzen, wenn | A/| < |/|, 
a : n A’ 
g (A) = 7#-—aresnA = 3 - A—=—..+3 

dann ist |g(A)f/| < 2|/|*), cosg(A) = A. 

Satz. U sei ein unildrer Operator, dann gibt es einen Hermiteschen*) 
Operator B mt U = e&*; |Bf| xs alf|; Bi + —af fir f +0; aus 
AU = UA (A beschrinkt) folgt AB = BA. 

Beweis. Durch U = V+iW, U* = V —iW werden V und W 
definiert; sie sind beschrankt, Hermitesch und vertauschbar und es ist 
v?+ W? = E. Es ist |Vf| < |f|, also g(V) vorhanden und Hermitesch. 
Es sei T = sing(V), dann ist T eine Potenzreihe in V, also mit V 
und W vertauschbar, auBerdem Hermitesch. Wegen V = cosg(V) ist 
V? + T? = E, also T? = W* und der Hilfssatz (§1) anwendbar. Also ist 


7) Ist F > 0, P Projektiansoperator, F P = PF, so ist stets F P= O0: 
(F Pi,f) = (PP PH.) = (F Pt. Ph) = (F¢9) = 0. 


3 
5) In der Reihe arc sin x = e+St... sind alle Koeffizienten > 0. 
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W = (2P—E£)T,P} =f fir Wf = 0, und P ist vertauschbar mit 
jedem mit W — T vertauschbaren Operator, insbesondere mit V, also mit 
g(V); wir setzen B = (2 P— E)g(V) = g(V)(2P — E); B ist Hermitesch. 
Da fiir jedes komplexe z 

cost = 1-5 4+—...=B,(2), sing =2—-F 4 —... = 2B, (2) 
gilt (P,(¢), Y(t) sind bestindig konvergente Potenzreihen) und 
B’ = (9(V))? = g*(V) ist, folgt 

cosB = $, (B*) = P, (g°(V)) = cosg(V) = V, 
sinB = BY, (B’) = (2 P—E)g(V)P, (9° (V)) = (2 P — B)sing(V) 
= (2P—E)T = W, 
e2 — cosB+isnB = V+iw = U. 


Wegen |Bf| = |g(V)f| gilt auch |B/| <= a|/|. — Ware fiir ein 
bestimmtes {+0 B/ = —2/,so wire V{/ = cos B/ = /-cos(— 2) = —f, 
g9(V)f = f-a(—-l) = af, Wf = sin Bf = f-sin(— x) = 0, Pf =f, 
Bf = (2—1)af = af (Widerspruch). — Ist A mit U vertauschbar, 


dann auch mit U-', d.h. mit U*, also mit V und W, also mit g(V) 
und 7, also mit W— T und P, also mit B. 


(Eingegangen am 15. 5. 1934.) 


Zusatz bei der Korrektur (10.9. 1934). Es sei darauf hingewiesen, 
daB die Ausfiihrungen von §1 und §2 (in etwas anderer Anordnung) 
ohne Benutzung des Spektralsatzes einen vollstaindigen Beweis des 
folgenden Satzes von Wintner®) liefern: 

Zu jedem Hermiteschen Operator M > 0 gibt es genau einen Hermite- 
schen Operator N > 0 mit N? = M. 

Man ersetze nimlich in §2 A*® durch M und erbalt dann ein N mit 
N?=M,N>0 und LN=NL, wenn LM =ML (L beschrankt). 
Ist N? = M, N, Hermitesch, so ist N,M = MN,, also N,N=NN,, 
daher nach §1 N, = (2P — E)N; ist auBerdem N, > 0, so ist 

(E— P)N, = —(E—P)N>=0O, 
also = 0, also N, = N. 

Fiir eigentlich positiv definites M wurde iibrigens die Potenzreihen- 

methode schon von Toeplitz’*) verwendet. 


®) Math. Zeitachr. 37, S. 256. 
10) Enzykl. der math. Wissensch. IIC 13, S. 1567, Anm. 522s), 





Zu den Entwicklungen nach Eigenfunktionen linearer 
symmetrischer Integralgleichungen. 
Von 
Otto Blumenthal in Aachen. 


E. Schmidt') hat mit Hilfe einer klassisch gewordenen SchluBreihe 
die Entwickelbarkeit einer quellenmaBig dargestellten Funktion nach den 
Eigenfunktionen einer linearen Integralgleichung mit symmetrischem Kern 
unmittelbar auf die Tatsache der Existenz der Eigenwerte gegriindet. Die 
folgende Darstellung benutzt ein scharferes Hilfsmittel, nimlich eine obere 
Grenze fiir den n-ten Eigenwert, und kommt dadurch zu einer expliziten 
oberen Schranke fiir den Rest der Entwicklung, in welche der Stetigkeits- 
grad des Kerns als wesentliches Element eingeht. Diese Verbesserung 
wird erméglicht durch Kelloggs*) schénes Iterationsverfahren zur Berechnung 
eines Eigenwertes. — Da die neue Anordnung auch sonst Vorteile zu 
haben scheint, gebe ich sie liickenlos, ohne fiir bekannte Schliisse auf 
Literatur zu verweisen. 


1. Von dem symmetrischen Kern K (s,¢)*) setzen wir voraus, da8 
{x (s,t)ds fir alle ¢ des abgeschlossenen Intervalls existiert und be- 
schrankt ist und da8 auBerdem {(K (s, t) — K (s,t,))*ds mit |t —t,| gegen 
Null geht*). Unter diesen Bedingungen gelten Kelloggs Resultate, von 
denen wir folgende gebrauchen: Ausgehend von einer Funktion /, (¢) mit 
endlichem und von Null verschiedenem j fi (s)d.s wird gebildet: 


fo (t) . 
iL) =-——, AO = |) K(s,0/,(8)ds; 
Vifaieds : j 


10 


A(t) = Wee. hn = [K(s, Oh (s)ds; 


1) Math. Ann. 68 (1907). 

2) Math. Ann. 86 (1922). 

5) s und ¢ sind ein- oder mehrdimensionale Variable, wir bevorzugen aber im 
folgenden die eindimensionale Sprechweise. 

*) Die Konvergenz gegen Null ist gleichmdfig in t, d.h. es existiert bei ge- 
gebenem « eine GréBe 6, so daB fiir alle t 

[(K(s,t)—K(e,t,))? ds <e far |t—t,| < 6. 

Dies zeigt man leicht mit einem dem Beweis des Satzes von der gleichmaBigen 
Stetigkeit nachgebildeten Verfahren. 


























O. Blumenthal, Entwicklungen nach Eigenfunktionen. 727 
Falls /,(¢) nicht identisch verschwindet, ist 
fF@)ds <[Riul)ds (i = 1,2,...) 
und 
lim [fi (s)ds = 5, 
ico # 
wo A ein Eigenwert ist. Das Gleichheitszeichen in < gilt nur, wenn 
f;-1.(s) bereits Eigenfunktion ist, und wird im folgenden weggelassen. 
Insbesondere ist also fn (s)\ds < am Diese Ungleichung verwenden 
wir, indem wir f,(t) = K(t,rt) mit festem +t wihlen. Dabei ist t der 
Einschrankung unterworfen, daB {x (s,t)ds nicht verschwindet. Dann 
wird 
1 


J (t, r) 
10 = rm | K (6,0) K (6,2) d8 = mem, 
es max | siete al ViK2(s,r)de 


wo also J (t,t) eine Abkiirzung fiir den sonst K® (t,r) genannten iterierten 
Kern ist: 
(1.1) J(t,t) = { K (s,t) K(s,z)ds. 


Unter unseren Voraussetzungen iiber K(s,t) [man beriicksichtige Fub- 
note*)] ist J(t,r) eine stetige Funktion beider Verinderlicher. Sie ist 
auBerdem nicht identisch Null, weil J(rt,t) = { K?(s, t)ds > 0. 
Also folgt 
(1.2) 4 K2(s,r)de 

JJ? (8, r) de 
mit von Null verschiedenem Nenner °). 


2. Wir bezeichnen mit K,,(s,r) den ,,verarmten“ Kern 


(2. 1) K,(s,t) = K(s,t) — yee 


[p,(s) orthogonale, normierte Eigenfunktionen], 


dessen absolut kleinster Eigenwert 4,,, ist, und finden als seinen 
Iterierten 





(2. 2) J, (s,t) = J(s,t) — s Lad Me nee, 
insbesondere 
(2.21) [ x: (s,t)ds = J, (t,t) = | K?(s, ds— D ane 


5) Natiirlich 146t sich auch aus E. Schmidts Verfahren zur Berechnung der 
Eigenwerte mittels der iterierten Kerne eine obere Grenze fiir den Eigenwert ge- 
winnen, diese ist aber weniger einfach und fiir das folgende unhandlich. 
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Die Ungleichung (1.2), auf K,(s,t) angewandt, ergibt 
[K2(s,x)ds . [K*(s,r)ds 





st Ati < Jk (8, tr) ds SJn(s,t)de Pape © Sag 
und daher 
(2. 4) lim J J2(s, t)ds = 0°). 


3. Hilfssatz aus der Reihenlehre. Ist La? konvergent, so ist 
die Reihe Sa, = 


A, 





absolut und gleichmafig konvergent. 


a? (8) 
Denn aus (2.21) folgt die Konvergenz von 2 Demnach ist 


4 <//3 a?. F +s = r<Vs y> => 
y= a, Ps a? 


7 VJ (s, 8). 
v 


J (s,s) ist beschrankt, daher bleiben die Reste fiir alle s unter einer allein 
durch die Giite der Konvergenz von > a} festgelegten Schranke. 
Insbesondere konvergiert 


(3. 1) L(s;t) = yep % = a= 


fiir jedes r absolut und gleichmaBig in s und stellt daher eine stetige 
Funktion von s dar. 








% (8) | 


t 














q 
sla 
a 
p 


4. Infolgedessen la8t sich in (2.4) das lim-Zeichen unter das Integral . 
ziehen, und wir erhalten 


{tJ (s,t) — L(s; r)Pds = 0 
Daraus folgt aber wegen der Stetigkeit von J (s,t) und L(s; r) in s 


(4.1) J (s, t) = L(s;r) = yee 5m, 


insbesondere also 


7 2 (r) 
3 





(4.11) [x (s,t)ds = J(t,t) = (Parsevalsche Gleichung). 


1 








®) Diese Limes-Gleichung gilt erst recht auch in dem oben ausgeschlossenen 
Fall, daB { K*(s,r)ds, oder allgemeiner ein § Kn, (8,7) ds verschwindet. Denn 
dann verschwindet nach der Schwarzschen Ungleichung Ing (8,7) fiir alle s und 
nach (2.21) verschwinden alle g,(r)(» > mo). 
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5. Zum Beweis des Entwicklungssatzes betrachten wir in bekannter 
Weise eine quadratisch integrierbare Funktion /4(s) und das Integral 
(5. 1) R,(t) = [(h(s) K, (8,1) ds. 
Wegen 
R3 (x) < fh? (s)ds | K3(s,x)ds 
und (2.21) und (4.11) geht R,(t) mit wachsendem nm gegen Null, also ist 


(5. 2) fh(s)K(s,2)ds = E pute): FJ h(s) pola)ds. 


Hiermit ist die Konvergenz der Entwicklung bewiesen; es fehlen aber 
noch die Angaben iiber Unbedingtheit und Gleichmafigkeit der Konvergenz. 

Diese erhalt man aus dem Hilfssatz in 3., indem man a, = fh (8)y,(s)ds 
setzb, weil [fh (s) y, (s) ds}? nach der Besselschen Ungleichung konvergent 
ist. Damit ist dann die Schmidtsche Theorie der Entwicklung nach den 
Eigenfunktionen volistandig wiedergewonnen. 

Die erhaltene Schranke fiir die gleichma&Bige Konvergenz ist aber 
unbefriedigend, denn sie hangt in uniibersichtlicher Weise von der Funktion 
h(s) ab. Es ist z. B. nicht zu iibersehen, ob fiir eine Klasse von Funk- 
tionen h(s) mit beschrinktem Quadratintegral die GleichmaBigkeit der 
Konvergenz auch gleichartig ist. Die folgenden Entwicklungen verschirfen 
die bisherigen Resultate und beantworten unter anderem die eben auf- 
geworfene Frage. 

6. Dazu leiten wir aus der Ungleichung (1.2) eine obere Grenze 
fiir {x (s,t)ds ab. Sei also dieser Ausdruck, d.h. J(z,r), von Null 
verschieden. Dann laBt sich wegen der Stetigkeit von J(s,r) um den 
Punkt s = rt eine s-Umgebung von der GréBe 6 abgrenzen, in der 
J (8, t) >4J (t,t) ist. Daher ist 


6 6 
[ (ends >z7*(t7) = +[|#e. t)ds| 
und also folgt aus (1.2) die Existenz eines Eigenwertes, fiir den 
4 1 41 
(6. 1) Y<TTGude oder [Ronds <4 5. 
Das ist die gesuchte Abschitzung’). 


7) Die obere Grenze (6.1) fiir 4 ist von gleicher Bauart wie die aus der 
Neumannschen Reihe erhialtliche untere Grenze [vergl. Goursat, Cours d’ Analyse IIT 
(1915), S. 346) 

1 1 

S max J K2(s, r)ds 

Man darf aber nicht vergessen, daB 5 noch von rt abhangig ist, weil in seine Defi- 

nition der Wert J (1,1) eingeht. Diese Schwierigkeit macht die Hilfsbetrachtungen 
7. notwendig. 


2> 





(S = Lange des Integrationsintervalls). 


in 7. 
Mathematische Annalen. 110. 47 
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7. Hilfssatz tiber die Stetigkeit der verarmten iterierten 
Kerne. Die iterierten Kerne J, (8, rt) sind gleichartig stetig, d. h. es besteht 
bei gegebenem « eine von s,r und n unabhiingige GréBe A, so daB 


|\J,,(s,t) —J,(o,t)| Se, wenn (s—o)?+(t—r)!? <= 4. 


Wir brauchen den Satz nur in dem Sonderfall ¢ = rt (wenn also 
nur s variiert) und beweisen ihn deshalb der Einfachheit halber nur 
unter dieser Annahme. 


Nach (4.1) ist 


7 a. @, (8) — 9, (2) 


2 
n+1 ’ 





J, (8, t) e J, (o, N= 
und daher 


. yp? (tr)  ( % oe ,(a))" 
| J,(8,t) —J, (0,7)? S > = - . vn 


t > oe S| . 














cy p(t) r(o,(s)— 9, (0)? 
Sa 7 _ 22 








=4e0-[) 


= J.9-We8 rm tie 


Die Klammer [ ] ist aber von  unabhingig und hat fiir |s—o| < A 
als Funktion von s ein mit A gegen Null gehendes Maximum. 


Ma +d 9? (co) Ww p, (8) ee) 
—2 


8. Vermége des Hilfssatzes kénnen wir die Ungleichung (6.1) in 
folgender Weise auf die verarmten Kerne anwenden. Wir fragen: Fiir 
welche Werte n kann es bei gegebenem « Werte r geben, fiir die 
[ Ki(s,r)ds > 2e ist? 

Sei 4, die von m und t unabbhiingige Linge des Intervalls, in dem 
|J,(s,t) —J,(t,t)| < e ist. Ist dann fiir ein +t 

{ Ki(s,r)ds > 2, 
so laBt sich A, fiir 6 in (6.1) eintragen, und es folgt 


1 2 
8.1 ; 
( ) An+1 <j fK2(s, rds = eA, 





Daher: Fiir alle n oberhalb der durch (8.1) bestimmten Grenze ist 
fiir alle r 


(8. 2) | Ki(s,t)ds < 2e, 
d. h. diese Integrale gehen gleichmaBig in + gegen Null. 











at 
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Dasselbe Resultat li6t sich auch so formulieren: Man bestimme e,, 
aus der Gleichung 





(8.31) En? As, — a ’ 
n+i1 
dann ist 
(8. 3 2) [Ki(s,t)ds<2e, fiir alle t und fiir m>n. 


Damit haben wir auch den gesuchten Satz iiber den Rest der Ent- 
wicklung einer quellenmaBig dargestellten Funktion nach den Eigenfunk- 
tionen. Dieser Rest war durch (5.1) gegeben, kann aber auf Grund von 
(5.2) durch Anwendung der Restabschitzung in 3. noch genauer ein- 
gegrenzt werden: 

(8. 4) Ri (t) < ¥ a}-( Ki(s,t)ds<2e, F a}, 
n+i1 


n+1 
wo 


Ea? = [i (s)ds. 


Diese Ungleichung beantwortet u. a. die am Ende von 5, aufgeworfene 
Frage in bejahendem Sinne. 

Insbesondere zeigt (8.4), daB die Entwicklung (4.1) des iterierten 
Kernes gleichmaifig in s und t konvergiert, ein Resultat, das in der 
Schmidtschen Theorie erst nachtriglich durch gewisse Zusatzbetrachtungen 
herauskommt *). 


9. Unter recht allgemeinen einschrinkenden Annahmen iiber den 
Kern la8t sich die Bestimmung von ¢, noch weiter durchfiihren. Dazu 
geben wir zunichst (8.1) eine scharfere Fassung. Ist namlich die Inter- 
vallgréBe A” dadurch definiert, daB 


(9.1) |Jn(s,t) —JSn(o,t)| Se fir |s—ols AY und alle m>n, 
so laBt sich diese GréBe an Stelle von 4, in (8.1) eintragen: 
: open. oe 
(9. 2) Ses < a [kltesae’ 
Jetzt mége der Kern K(s,t) als Funktion von s einer Lipschitz- 
Bedingung geniigen. Sei namlich a(t) eine positive, quadratisch integrable 
Funktion, so sei 


(9. 3) |K (s,t) — K(a,t)| < a(t): |s—a|"). 


8) Am direktesten nach einer von Sz4sz angegebenen SchluBweise [siehe Enc. 
Math. Wiss. II, 3 (Artikel C13 Hellinger-Toeplitz), 8S. 1522, FuBn. 428). 
°) Die Bedingung ist z. B. fiir den Kern der schwingenden Saite (Fourier- 
reihen) erfillt. 
47* 
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Dann wird 


(9.31) J (8,8) + J (o,0) — 2d (8,0) 


= | (K(s,t) — K(o,0))' dt < (s —o)*-fa*()dt = A*(s —0)’. 


Eine leichte Abinderung des Verfahrens der Nr. 7. ergibt dann fiir 
m > n: 


(Jn (8,t) —In(o, 7)? S a 9» (*) ye as #, (2)) 


4 m+i1 


? (rt) (p, (2) — 9, (2))* 
<r 3 b a3 


= (Eiwsde-Wae + J(¢,0) — 2J(s,0)] 
< | Ki(s,r)ds-A*(s — a). 











Wahlen wir also 

(9. 4) jo—e| me AO = — eet 
A {Ki (8, r) de 

so erfiillt dieses At die gestellten Anforderungen. Diesen Wert tragen 

wir in (9.2) ein. Dann folgt 


4 Q°/2 
e, VI K2 (3, t)de en 





oder 
2 A’ls 
(9. 6) & < rue 
n+l 


und also gilt fiir die Reste der Reihenentwicklungen nach den EKigen- 
funktionen die Abschitzung 


(9. 7) Ra (x)|< 24%) S Eat. — 
n+1 

Z. B. verschwindet hiernach bei Fourierreihen, wo A, = n’* ist, der 
Rest der Entwicklung jeder quellenmaBig dargestellten Funktion von 


héherer Ordnung als +r Setzen wir speziell h(s) als stiickweise stetig 
n 
und differenzierbar mit einer rer icy Anzahl von Sprungstellen voraus, 


so wird Sa? von der peg 1 und im ganzen ergibt sich also fiir 


n+1 
den Rest die Mindestordnung = Genau gesagt, bezieht sich diese Ab- 
schaitzung auf die Restoumme, in der jedes Glied durch den absoluten 
Betrag ersetzt ist. Da die wirkliche Ordnung dieser Restsumme - ist, so 
ist das Resultat auffallend genau. Mit Beriicksichtigung der Vorzeichen 
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ist die Ordnung des Restes allerdings +,, das eben gesagte zeigt aber, 
daB man diesem auf speziellen Eigenschaftcn der sinnt beruhenden Er- 
gebnis durch allgemeine, auf die Schwarzsche Ungleichung gegriindete 
Abschatzungsverfahren nicht nahekommen kann. 


10. Zum Mercerschen Satz. Die SchluBweise der Nummern 3, 
und 4, empfiehlt sich auch zum Beweise des Mercerschen Satzes. 

Ist der Kern K (s,¢) stetig und hat nur positive Eigenwerte, so auch 
die verarmten Kerne. Daher sind (bekannte SchluBweise) die verarmten 
Kerne simtlich positiv definit, daher (wieder bekannte SchluBweise) 


K, (t,t) > 0, d.h. 
n 2(1 
aeg~ PSS > 0. 
1 ¥ 


; @} (t) — ; 
Daher ist > 7 konvergent, und daraus folgt wie in Nr. 3. die Kon- 
vergenz von . 








7 @, (8) 9, () 
Foy = Seno 
1 ¥ 


gleichmaBig in der Variablen s bei festgehaltenem t. Es ist zu beweisen, 
daB diese Reihe den Kern darstellt. Das folgt aber aus der Parsevalschen 
Gleichung (4.11), die sich schreiben laBt: 


[{K(s,t) —F(s,0Pds = 0. 


Da F (s,t) wegen der gleichmaBigen Konvergenz in s eine stetige Funktion 
von s ist, wird 
K (s,t) = F(s,t), w. z. b. w. 


t 
Zum Beweise schlieBlich, da die Reihe Y’ *“\%" gleichmasig 
in s und t konvergiert, braucht man, wie iiblich, den Satz von Dini. 


(Hingegangen am 5. 6. 1934.) 








Uber die Konvergenz der Reihen von Didon und Appell. 


Von 
Lothar Koschmieder in Brinn. 


Mit den in der Uberschrift genannten, nach biorthogonalen Polynomen 
fortschreitenden Reihen habe ich mich in einer friiheren Arbeit") beschaftigt. 
Dort habe ich ihre C-Summierbarkeit untersucht, die Frage ihrer Kon- 
vergenz zuriickgestellt; gerade auf diese gedenke ich hier einzugehen. Ich 
werde zeigen, daB Didons und Appells von mehreren Verinderlichen ab- 
hangige Reihen dann konvergieren, wenn eine nur von eine, Veranderlichen 
abhangige Entwicklung, die Gegenbauersche Reihe, am Ende ihres Grund- 
gebietes konvergiert*), Um Raum zu sparen, bedienen wir uns der 
a. a. O.') benutzten Rede- und Schreibweise; die dortigen Formeln usw. 
fiihren wir mit einer vorgesetzten Ziffer 1. an. 

Wir beginnen mit der Laplaceschen Reihe 2 (1.17) auf der Uber- 
kugel. Den Punkt P, in dem sie zu bilden ist, machen wir wie in l., 
S.399 zum Pol iibersphirischer Polarkoordinaten 1,,..., t,, y, 80 daB 
cosy = cost, wird; dann nimmt £ nach (1.29), 1.*°) die Form an 

(n) 


(1) 2 = 25 (n+ ¥) | Antoosrdsinrs, dy, [ fae. 
a 0 H 


Setzt man nun nach (1. 32) 


(nm) 


(2) JfQdé=F¥Y(x,), cost, =0, V(x.) = O(0) 
H 
und beriicksichtigt die in 1. **), 1. *°) angegebenen Werte von Q, &, so 
wird aus (1) 
n 
r(3) 


(3) £= raeEy +3) | (1 — o*) * B(o)A, (0) do. 


+1 
. 








fl) 4 
=} 


1) L. Koschmieder, Math. Annalen 104 (1931), S. 387—402. 

2) Einen Sonderfall habe ich bereits in den Monatsh. f. Math. u. Phys. 41 
(1934), S. 58—63, ahnlich behandelt; siehe *). Schon vorher hatte ihn R. Caccioppoli 
untersucht; dariiber Naheres a. a. O. *). 








L. Koschmieder, Reihen ron Didon und Appell. 735 
Das ist aber nichts anderes als die Entwicklung der Funktion ®(t) an 
der Stelle ¢ = 1 nach den Gegenbauerschen Polynomen A, (t) mit dem 
Parameter > Um dies einzusehen, stiitzt man sich auf die Ortho- 
gonalitat dieser durch den Ausdruck 


& 0, » 
2 


(4) (l1—2b¢+6) * = JF A, (t) 


erzeugten Polynome; sie bekundet sich in den Formeln *) 


+1 
f d—o') * A,(0) A,(0) da =0, uw + », 


+1 





a= Ve r(*S4) rtm) 
(l—o) * A, (0) do = 


(ut 3) r(F)rmMrut 1) 





-1 
Mithin ergibt sich als die zu ®(t) gehérige Gegenbauersche Reihe 
+1 
r() ~ nm \I(n)I(u+1) : ed 
(5) © () = DD (ut Sp 440 | (1-0) * (0), (0)do. 


er(*3-)* P(u+n) 





—1 
Nun ist‘) 
' n) 

An) = Fey Pe Fy 
(1) stimmt daher in der Tat mit (3) iiberein. Stellt also G(1) den 
Wert ®(1) dar, so gilt dasselbe von (1.17). Im besonderen sei /(Q) eine 
eindeutige Funktion des Ortes Q auf K; dann ist /(P) von 1,,..., T, y 
unabhangig, mithin nach (2) 


(n) 
(1) = = [f(P)dé = J (P). 
H 


Somit ergibt sich folgender 


Satz I: Wenn der Funktionswert ®(1) [vgl. (2)] durch die Gegenbauer- 
sche Reihe G(1) [vgl. (5)] dargestellt wird®) und f eine eindeutige Funktion 


5) Vgl. P. Appell und J. Kampé de Fériet, Fonctions hypergéométriques et 
hypersphériques. Polynomes d’Hermite (1926) — kurz A.-K. —, S. 391. 

*) A.-K., 8. 390. 

5) G. Darboux [Journ. math. pures appl. (3) 4 (1878), 8. 393—394] zeigt den 
Weg, auf dem iiber die Darstellung von (1) durch G(1) entschieden wird, und 
verfolgt ihn eine Strecke weit, ohne allerdings einen abschlieBenden Satz anzugeben. 
Ubrigens kann man diese Darstellung dadurch sichern, da8 man (¢) als hinreichend oft 
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des Ortes auf K ist, stellt die Laplacesche Reihe (1.17) den Funkiionswert 
{(P) dar. 


Um zu den Entwicklungen einer Funktion F (z,, ..., z,) iiberzugehen, 
die im Bereiche X, = 1— 5 2}>0 nach Polynomen der Verinderlichen 
7 


x, (kh = 1,..., m) fortschreiten, nehmen wir f (Q) nach 1., §4 als von py 
unabhangig an und ersetzen die GréBen rt, durch y, mittels der Formeln *) 
(6) cost, = y,, SINT, COST, = y,,..., SINT, ... SINT, COST, = Yq, 


wo 0S m2; in P seiy, = 2: Die Zahlen y, bzw. x, die nach 
(6) zu einem Kreuze zonaler Koordinaten a, y,, y bzw. 0, Z,, g gehéren, 
fassen wir als Cartesische Koordinaten des Punktes Q bzw. $ in der 
Uberkugel Y, >0 bzw. X, >0 auf”); wir setzen 


(7) f(%,, --+5 Be) = F(y,, ..., 9.) = F(Q). 


2 148t sich dann in jede der beiden Didonschen Reihen B® (1.1), UM 
(1.3) tiberfiihren. Aus dem Satze iiber 2 erhailt man daher mit Riick- 
sicht auf 1.*°) tiber B, U folgenden 


Satz Il: Wenn der Wert der Funktion 


rt) [ 
2 in? —1 j , = 
—a Ys sin" "1, dt,... | sint, F(Q)dt,, t = cost, 
“eT 
0 

{vgl. (2)] an der Stelle t = 1 durch die Gegenbauersche Reihe © (1) [vgl. (5)) 
dargestellt wird, stellen die Didonschen Reihen — (1.1), (1.3) mit s = 1 — 
den Funktionswert F () dar *). 


(8) P(t) = 


ableitbar annimmt. Man braucht dazu nur ein bekanntes Verfahren zu benutzen, das 
z. B. bei den die A, (t) verallgemeinernden Jacobischen Polynomen von W. Stekloff an- 
gewandt wird [Journ. reine angew. Math. 126 (1902), S. 221]; es besteht darin, daB 
man durch Teilintegrationen zu der dortigen Darstellung (15) der Vorzahlen tibergeht. 

Es sei mir hier gestattet zu bemerken, daB die Angabe von E. Kogbetliantz 
(Journ. math. pures appl. (9) 3 (1924), S. 112], die Darstellungssétze von Darboux 
seien bis dahin die einzigen fiir jedes n > 0 [vgl. (4)] vorliegenden Ergebnisse, nicht 
ganz zutrifft. Z. B. habe ich in meiner Habilitationsschrift ,,Untersuchungen iber 
Jacobische Polynome“, Breslau 1919, die Konvergenz der G b schen Reihe (5) 





bei beliebigem » > 0 mit Hilfe der Integra)gleichungen behandelt. 

6) A.-K., 8. 202, (1); S. 211,(24). 

7) Ich berichtige bei dieser Gelegenheit einen Schreibfehler in 1.: es muB dort 
auf 8. 397 in Zeile 6 heiBen X, > 0 statt X, < 1. 

8) In dem unter *) genannten Sonderfalle n = 2 erscheint ©(1) in Gestalt 
einer Sinusreihe; diese habe ich dort durch eine Teilintegration auf eine Cosinus- 
reihe zurickgefihrt. 
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Unter s eine natiirliche Zahl verstehend, betrachten wir jetzt statt 
n voriibergehend n+ s—i Veranderliche y, bzw. z,, so daB zu den 
Gleichungen (6) die folgenden hinzutreten: 


SINT, ... SINT, COST»: = Yn 41, 


OE es ee I “ Osun 7%, k=1,...,n+8-—1) 
sin tT, - ++ SID T, SIN Ty 41 --- SIN Tr 4 4-9 COSTAGs— = Yn+se—15 

in dem Ausdrucke der y, (h = 1, ..., m) kommen 1,4,;,..., Ta4s—; nicht 
vor. Man kann die Didonschen Reihen bilden, die zu einer Funktion 
G (z,,...; Zn4e—1) gehdren; ist diese im besonderen von den letzten s — 1 
Verinderlichen unabhingig, G = F(z,,...,2,), so verwandeln sich nach 
1., §1 diese Didonschen Reihen in die zu F gehérigen Appellschen Reihen 
B® (1.1), UM (1.3). Um das Ergebnis fiir dicse auszusprechen, beachte 
man, daB an Stelle von (5) die Reihe tritt 











n+se—l 
‘s—) 
(9) 6*() = + 
ve r(*>) 
0, = bs n+8-1 
S(t Et Pe Ne EN az [A—ot) © O*()Az(o)do. 
“ 


—1 
Dabei entspringen die A(t) nach (4) aus der Entwicklung 
n+e—1 


(l—2624+0%) * =F BAS (N, 
u 
und nach (2) und (8) ist fiir cost, = ¢t 





r(™t3 
oe ee sin” +*—*7,dt,... | SM Tr44-1F (Q) dt, 45-1. 
an ? . 
9 i) 


Nun ist F (Q) nach der in Begriff und Bezeichnung beibehaltenen Formel (7) 
VOD T,41,--+> Ta+e—1 UDabhangig, folglich kann man F(Q) rechts bis vor 
das n-te Integral ziehen; das Produkt der letzten s — 1 Integrale ist, mit 
2x vervielfacht, die Oberfliche einer s-stufigen Uberkugel vom Halb- 
messer 1%). Daher erhalt man endgiiltig 





n+é - : 
ri) (., : 
(10) @O*(t) = = sin"*+*-*z, dr, ... | sin’ t, F (Q)dr,. 
na 8 (4 ), 


*) A.-K., 8. 203. 
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Nach diesen Vorbereitungen liefern die Satze I und II folgenden 

Satz III: Wenn der Wert der Funktion ®* (t) [vgl. (10)] an der 
Stelle t = 1 durch die Gegenbauersche Reihe ©*(1) [vgl. (9)] dargestellt 
wird, so stellen die Appellschen Reihen (b. 1), (1.3) den Funktionswert F (P) 
dar"). 


10) Es ware eine fesselnde Aufgabe, die Konvergenz von 2 — und damit von 
u™, BY, u®, B® — mit Hilfe der Integralgleichungen zu untersuchen. Fir n — 2 
habe ich diese Untersuchung durchgefiihrt (Monatsh. fiir Math. und Phys. 40 (1933), 
8. 223—232); der Ubertragung des dabei angewandten Verfahrens auf Werte n > 3 
stellen sich bei den Konvergenzbeweisen Schwierigkeiten entgegen, die ich noch 
nicht iiberwunden habe. 


(Eingegangen am 30. 7. 1934.) 








Uberkonvergenz und Zentrumproblem. 


Von 
Hubert Cremer in Kéln. 


Ein Punkt ¢ heiBt ein Zentrum einer analytischen Funktion /(z), 
wenn sich /(z) in der Umgebung von ¢ als ,,Bild einer Drehung“, d. h. 
in der Form 


(1) { (2) = S~* (a, 8) 
darstellen liBt, wobei |a,| = 1 und w = S(z) eine im Punkte ¢ regulare 
Funktion mit S(t) = 0, S’(¢) + 0 ist. 

Vermége der Abbildung z = S~'(w) entspricht den konzentrischen 
Kreisen &, (mit geniigend klemem Radius r) um den Nullpunkt der 
w-Ebene eine eine Umgebung © des Zentrums ¢ erfiillende Schar von 


geschlossenen analytischen Kurven €,, die durch f(z) einzeln in sich 
iibergefiihrt werden. 


Das Zentrumproblem ordnet sich in zwei groBe Ideenkreise organisch 
ein’). Der eine ist die Theorie der Iteration der rationalen und der 
ganzen Funktionen, welche insbesondere von Julia und Fatou entwickelt 
worden ist; die noch ungeléste Hauptfrage dieser Theorie nach der Exi- 
stenz nichtkonstanter Grenzfunktionen der Folge der Iterierten hingt auf 
das engste mit dem Zentrumproblem zusammen. Der andere ist die 
Uniformisierungstheorie; hier fand das Problem bei einem Versuch, die 
Abbildbarkeit der kérperlichen Ecke auf die Kreisfliche zu beweisen, be- 
reits das Interesse von H. A. Schwarz. 


Im folgenden wollen wir zeigen, da8 mit Hilfe der Uberkonvergenz- 
theorie auch bei dieser Frage neue bemerkenswerte Resultate gewonnen 
werden kénnen. 


Wir werden folgenden Satz von Ostrowski*) benutzen: 


1) Eine ausfihrliche Darstellung dieser Zusammenhange sowie der Geschichte 
des Zentrumproblems (mit Literaturangaben) findet man Leipziger Berichte 84 (1932), 
S. 291—324. 

*) A. Ostrowski, Representation of analytical functions by power series, Journ. 
of Lond. Math. Soc. 1 (1926), S. 256 (Theorem III). Siehe ferner G. Pélya, Gét- 
tinger Nachrichten 1927, S. 195; dort wird der genannte Satz unter schwicheren 
Voraussetzungen (erheblich kleinere Liicken) bewiesen. 
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Wenn die Folge der Indizes der nichtverschwindenden Koeffizienten 
einer Potenzrethe a 
f= Xn 2” 


unendlich viele Liicken m, . . mi, mit lim ™* = oo enthalt, s0 konvergiert 
k—> m, 
die Folge der Partialsummen 


Sm, (z) = y a, 2" 
n=0 
in der Umgebung jedes reguliren Punktes von {(z) gleichmapBig gegen f(z). 
Der Existenzbereich von f(z) ist somit einfach zusammenhdngend und f(z) 
daher eine im GroBen*) eindeutige Funktion. 

Bezeichnungen: f(z) bedeutet im folgenden eine analytische Funk- 
tion der komplexen Veranderlichen z. Wir setzen /,(z) = z; f,(z) = f(fn—,(2)). 
f(z) he:Bt eine ,,Zentrumfunktion“, wenn eine Darstellung der Form (1) 
existiert. a, = e'? heift der Multiplikator, p der Drehwinkel des Zentrums ¢. 

Setzt man in den Ausdruck der rechten Seite von (1) statt a, 
irgendeine andere Zahl 6, vom absoluten Betrage 1 ein, so entsteht wieder 
eine Funktion /(b,; z) = S-*[b, S8(z)], welche © auf sich abbildet und 
zwar so, daB jede Kurve €, wieder einzeln in sich iibergeht. Wir nennen 
/(b,; 2) eine dem Zentrum € zugeordnete Funktion. Jeder Drehung 
w, = b,w, |b,| = 1 um den Nullpunkt entspricht genau eine solche zu- 
geordnete Funktion. 

Wir werden nun beweisen: 

Besitzt ein Polynom ein Zentrum, so gibt es unter den zugeordneten 
Funktionen kontinuierlich viele im Grofen eindeutige. 

Genauer behaupten wir: 


Satz I. Die einem Zentrum € eines Polynoms P(z) zugeordneten 
Funktionen {(b,; z), deren Multiplikatoren fiir m = 1, 2, ... der Bedingung 


(2) lim inf Var — b, = 0 (a, = P’ (0)) 


a=1,2,... 
gentigen*), besitzen einfach zusammenhdngende Evxistenzbereiche. 


5) Unter einer ,,im GroBen“ eindeutigen Funktion verstehen wir eine Funktion, 
bei der die — Fortsetzung lings eines geschlossenen Weges stets wieder 
zum Ausgangsel t zurickfihrt. 

*) Die nur von a, abhangige Menge dieser Multiplikatoren besitzt die Mach- 
tigkeit des Kontinuums. Wie man dem folgenden Beweise unschwer entnimmt, 
148t sich (2) durch vom Grade d des Polynoms abhangige, bei festem d schwiachere 
Bedingungen ersetzen. Wir gehen auf diese Verscharfungsméglichkeiten nicht naher 
ein; in der Anwendung auf die Frage nach der Existenz eines Zentrums liefern sie 
tibrigens keine schirferen Resultate als die vom Verf. bereits friher [siehe Fub- 
note ')] angegebenen. 
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Wenn nun insbesondere fiir alle m 


(3) lim inf Yar—1=0 
n=1,?,... 
gilt, so folgt aus unserer Behauptung, da8 (2; z) im GroBen eindeutig 
1 
ist. (5 z) = s-1(z S (z)) ist aber die Umkehrfunktion von 


P (2) = S~*[a, 8 (2)); 


also ist P(z) linear. I enthalt somit den folgenden (bereits friiher vom 
Verfasser bewiesenen) Satz°): 

Die Menge M der Drehwinkel py, zu welchen Zentren nichtlinearer 
Polynome nicht gehéren kinnen, besitzt die Miachtigkeit des Kontinuums. 

Das Interesse, das I bietet, liegi meines Erachtens iibrigens nicht 
so sehr in der eben erwihnten Anwendung. Das Bemerkenswerte sehe 
ich vielmehr in dem hier méglichen Schlu8 aus dem ahnlichen Verhalten 
zweier Funktionen im Kleinen auf eine ihnen gemeinsame Eigenschaft im 
GroBen: Von P(z) und f(6,;z) ist bekannt, daB beide Funktionen die 
Umgebung eines Fixpunktes in sich transformieren, ferner ein gewisser 
Zusammenhang zwischen den Ableitungen in diesem Punkte; wir schlieBen 
dann, da8 ihnen auch eine Eigenschaft im GroBen, namlich der einfache 
Zusammenhang des Existenzbereiches, gemeinsam ist. 

Beweis von I. Fiir zwei einem Zentrum der Funktion f(z) zu- 
geordnete Funktionen /(b,;z), {(b,; z) gilt, wie Verfasser friiher gezeigt 
hat*), in einer Umgebung des Zentrums die Abschitzung 


(4) |f (6,3 2) — £(0,; 2)| << Md, — |, 
wobei die Schranke M nur von f(z) abhangt. 

Wir haben also insbesondere 
(5) |f (0,3 2) — fn (z)| <M |b, — a}}. 


In unserem Falle ist /(z) ein Polynom. Ist d sein Grad, so ist f, (z) 
ein Polynom d"-ten Grades. Die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung 
von 


6) f(by3 2) = Be) = E bye 


{wir diirfen ¢ = 0 annehmen) stimmen demnach fiir k>d" mit den 
Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung von f(b,;z) —f,(z) tiberein. 


6) Math. Annalen 98 (1927), S. 154. 
*) Leipziger Berichte 84 (1932), S. 302. 
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Daher gewinnen wir unter Benutzung des Cauchyschen Koeffizientensatzes 
fiir die b, die Abschitzung 

(7) |b, | << |b, — a, |C* fir k>d", 
wobei ( eine passende Konstante bedeutet. 

(7) sagt aus, daB die 6,, deren Indizes etwas gréBer als d” sind, 
klein werden, wenn 6, durch a” sehr gut approximiert wird. Fiir solche 
b, wird sich demgem&B die Reihe (6) als Summe zweier Reihen schreiben 
lassen, von denen die eine eine ganze Funktion darstellt, waihrend die 
andere die Voraussetzungen des Ostrowskischen Satzes erfiillt. Dann 
stellt auch (6) eine Funktion mit einfach zusammenhingendem Existenz- 
bereich dar. 

Zunichst lassen sich zu jedem vorgegebenen a, (mit |a,| = 1, 
a” + 1 fir m = 1, 2,..., was wir annehmen diirfen’)) leicht kontinuier- 
lich viele Zahlen 6, konstruieren, die (2) befriedigen. Bezeichnet F (n) 
eine Funktion, die jeder natiirlichen Zahl n eine positive (aber im iibrigen 
beliebige) Zah! F(n) zuordnet, so gilt: 

Zu jedem vorgegebenen F (n) und jeder Zahl « vom absoluten Betrage 1, 
die keine Einheitswurzel ist, lassen sich kontinuierlich viele Zahlen B (|B | = 1) 
konstruieren, die dor Ungleichung 
(8) |a* —B| < F(n) 
ftir unendlich viele n geniigen. 

Beweis. 6, sei ein Bogen des Einheitskreises, dessen Punkte f, (8) 
fiir nm = m,, m,...,, befriedigen. Da die «" auf der Peripherie des 
Einheitskreises iiberall dicht liegen, gehért fiir ein passendes m4, a'**! 
zu by. Wir kénnen also einen in }, enthaltenen Bogen b,,, wahlen, 
dessen Punkte (8) auch fiir n = m,, erfiillen. Ein in allen b, liegender 
Punkt f reprisentiert dann eine Zahl der verlangten EKigenschaft. Man 
iiberlegt sich leicht, daB die so konstruierbaren Zahlen die Miachtigkeit 
des Kontinuums besitzen. 

Wir betrachten nun ein 5,, das (2) befriedigt. 

Dann gilt fiir eine unendliche Folge wachsender natiirlicher Zahlen 
n=n, > 4, 9=1,2,..., 


aa 


| Var — 5, | <4, 


|as — bi< 2-3" d® — 2- an? d® _ (2")-"@” < n-7e", 


d. h. 


‘) Ist a™ = 1, so muB P»(z) die Identitat, P(z) mithin vom ersten Grade 
sein; dann ist jede zugeordnete Funktion linear, die Behauptung also erfillt. 
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Wegen (7) haben wir mithin fiir n = n, und d®*<k< nd" 


k 22 C 
| Vb, | <. C\b, i a*|* <x a 
Die Potenzreihe , (z) = Y 6,2", wobei iiber alle k mit d”*<k<nd", 
(e) 


N = M,, My,... ZU summieren ist, stellt somit eine ganze Funktion dar. 
Andererseits erfillt $,(z) = $(z) — ,(z) die Voraussetzungen des 
Ostrowskischen Satzes. (z) stellt daher eine Funktion mit einfach zu- 
sammenhingendem Existenzbereich dar. 
Die vorstehenden Uberlegungen kénnen leicht auf Liickenreihen iiber- 
tragen werden. Als ein Beispiel sei folgende Verallgemeinerung von | 
genannt: 


Satz Ia. Voraussetzung: f(z) = €+- Sa,(z — CH. 
k=1 


(I). Zu jeder natiirlichen Zahl m existiert ein Index km > km —1, 

so dag 
a =0 fiir ky <k< mk, 
gilt *). 

(II). ¢ ist ein Zentrum von f(z). 

Behauptung: Die Menge der zugeordneten Funktionen mit einfach 
zusammenhingendem Evxistenzbereich besitzt die Mdchtigkeit des Kontinuums. 
Dieser Menge gehéren insbesondere diejenigen {(b,;z) an, deren b, die Be- 
dingung 


(2ky)™ 

(9) lim inf Yar—b,=0 
erfiillen®). eer 

Wir haben Ia so formuliert, daB der Beweis von I ohne Schwierig- 
keit iibertragen werden kann. 

Als Anwendung auf die urspriingliche Fragestellung des Zentrum- 
problems erwihnen wir noch folgende Folgerung aus Ia: 

Eine ganze Funktion g(z), welche die Voraussetzungen des Satzes la 
sowie die Bedingung 


(2k,)” 


(10) lim inf Yav—1=0 


n=1, 2,... : 
erfiillt, ist eine lineare Funktion. 
Da (9) mit 6, = + aus (10) folgt, entnimmt man (10), daB y(=3 z), 
, \ 


8) Es wird nicht verlangt, daB die k,, voneinander verschieden sind. 
*) Wenn a, eine Einheitswurzel ist, sind alle zugeordneten Funktionen linear. 
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d. i. die Umkehrfunktion von g(z), im Grofen eindeutig ist. Die einzigen 
im Groen eindeutigen ganzen Funktionen sind aber die linearen Funk- 
tionen. 

Der Verfasser hat an anderer Stelle'®) bewiesen, daB die Menge der 
Drehwinkel, zu welchen nichtlineare ganze, langsamer als eine beliebig (aber 
fest) vorgegebene ganze Vergleichsfunktion wachsende Zentrumfunktionen 
nicht gehéren kénnen, die Machtigkeit des Kontinuums besitzt. Auch der 
Beweis dieses Satzes kann so dargestellt werden, daB der Zusammenhang 
mit dem hier benutzten Ostrowskischen Satze sichtbar wird. Der letztere 
beruht naimlich wesentlich auf dem Dreikreisesatz, aus welchem sich der 
eben genannte Satz des Verfassers in Verbindung mit (5) unschwer ge- 
winnen la8t""). 


1°) Leipziger Berichte 84, S. 299. 


1) Man erhalt sogar die 1. c. 8.310, Formel (22) angegebene verscharfte Dreh- 
winkelbedingung. 


(Eingegangen am 29. 4. 1934.) 
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Uber ganze Funktionen, welche drei nicht 
verschwindende Ableitungen besitzen. 
Von 


Paul Csillag in Budapest. 





Wir beweisen den Satz: 

Wenn drei beliebige Ableitungen einer ganzen transzendenten Funktion 
keine Nullstellen besitzen, so ist der Logarithmus dieser Funktion eine ganze 
lineare Funktion. Also ist die Funktion in diesem Falle die Exponential- 
funktion, abgesehen von einer linearen ganzen Transformation der un- 
abhangigen Variablen. 

Diesen Satz haben wir in einer Arbeit vom Jahre 1927') als Vei- 
allgemeinerung eines Satzes von Pélya-Saxer*) nur als Vermutung aus- 
gesprochen. Der Beweis gelingt jetzt erstens mit Hilfe einer Abanderung, 
die wir an den Voraussetzungen unserer dortigen Siatze anbringen miissen, 
zweitens mit Hilfe neuer Uberlegungen mehr formalen Charakters. 

Zur Behandlung gewisser Aggregate ganzer Funktionen, die wir als 
Borelsche Aggregate bezeichnen wollen, benutzen wir einen Majorisier- 
barkeitsbegriff*), welcher folgendermaBen lautet: 


Eine ganze Funktion f(z) ist majorisierbar durch die monoton ins Un- 
endliche wachsende reelle, stetige Funktion p(o), wenn fiir alle 56> 0 und 
fiir alle 9 > 0, héchstens mit Ausnahme einer von 5 abhiingigen Menge 
in 0 von endlichem Mage, 


log ae \f (2)| S [p (e))’. 


1) P. Csillag, Uber die Borelschen Verallgemeinerungen des Picardschen Satzes. 
Math. Annalen 100, S. 367. 

2) W. Saxer, Uber die Picardschen Ausnahmewerte sukzessiver Derivierten. 
Math. Zeitschr. 17. Ausfiihrung Pélyascher Beweisideen. 

5) In der friheren Arbeit benutzten wir den Begriff: Eine ganze Funktion / (z) 
ist abschaétzbar durch die monoton ins Unendliche wachsende Funktion p(o), wenn 
fiir ein ) > O und far alle e > 0, 0 > a (4), 


log Max |f(z)| = [ertetoy. 
lz|=¢ ° 
Der neue Begriff der Majorisierbarkeit ist zwar bei Abschitzungen durch Integral- 
sitze und Potenzreihenmajoranten nicht so handlich wie der alte Begriff der Ab- 
schatzbarkeit, aber er ist begrifflich einfacher (kein Parameter!) und fiir unsere 
jetzigen Zwecke unentbehrlich. 
Mathematische Annalen. 110. 48 








746 P. Caillag. 


§ 1. 
Majorisierbarkeit. 


@ bezeichnet eine reelle positive Variable. 

Eine Punktmenge in 9 nennen wir eine Ausnahmemenge, wenn sie 
in einer Intervallfolge von endlicher Gesamtlinge enthalten ist, welche 
die Eigenschaft besitzt, daB jedes endliche Stiick des Halbstrahles o > 0 
nur endlich viele Intervalle der Intervallfolge enthilt. 

Die Vereinigungsmenge endlich vieler Ausnahmemengen ist wieder 
eine Ausnahmemenge. 

p(o) bezeichnet eine reelle positive, mit 9 monoton und stetig ins 
Unendliche wachsende Funktion. 

Wir fiihren noch folgende Bezeichnungen ein: 


Lead If (2)| = f'(9); a Rf (2) = f*(e). 


Wir sagen: eine ganze Funktion f(z) ist majorisierbar durch p(o), 
wenn fiir ein beliebiges 6 > 0, abgesehen von einer (von 4 abhangigen) 
Ausnahmemenge 


(1.1) log f'(e) S [p(o)}’- ° 


Eine Konstante ist durch p(g) majorisierbar. 
Wenn f(z) durch p(g) majorisierbar ist, so ist auch /' (z) durch p(o) 


majorisierbar. 

Es ist namlich nach Borel‘), abgesehen von einer Ausnahmemenge 
(1. 2) f" (0) < Ef" (oy *?, 
also 


log f’" (0) < (1 + 6) log f''(e) S (1 + 8) p(o)’. 


Daraus folgt, daB alle Ableitungen von f(z) durch p(o) majorisier- 
bar sind, wenn /{(z) durch p(o) majorisierbar ist. 

Wenn zwei Funktionen durch p(g) majorisierbar sind, so ist die 
Summe und das Produkt dieser Funktionen ebenfalls durch p(g) majori- 
sierbar. 

Wenn eine Funktion durch p(g) majorisierbar ist, so ist auch jedes 
aus der Funktion und aus ihren Ableitungen gebildete Polynom durch 
p(g) majorisierbar. 

{(z) ist durch f*(9) majorisierbar. Es ist namlich nach Borel®), ab- 
gesehen von einer Ausnahmemenge 


f'(o) STF (ol *?. 


*) FE. Borel, Sur les zéros des fonctions entiéres. Acta Mathematica 20. 
5) L. ec. *). 
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Aus f(z) und aus Ableitungen von f(z) gebildete Polynome sind 
majorisierbar durch f* (9). 
Es ist 
f(e) Sf (e), 
also ist f(z) durch /''(g) majorisierbar. 


§ 2. 
Ein Hilfssatz. 
Sei A(z) eine ganze Funktion und P,(h, h’, h’, ...) ein Polynom 
vom Gesamtgrade héchstens m in A(z) und in ihren Ableitungen. 
Wenn fiir alle z 


(2. 1) [h(z)}"*+1 + P,(h, h’, hk’, ...) = 0, 
so ist A(z) eine Konstante. 


Nach Borel ist namlich fiir ein beliebig kleines, festes 5, abgesehen 
von einer Ausnahmemenge, 


| P,(h, h’, h”, ...)| < [h' (o)}P9*. 

Nach (2.1) gibt es aber fiir beliebig groBe o ein z,, |z,| = 9, so dab 
[h(z"*? = | Pal Sh (ot, |A (z,)| = A" (0), 
Mieh-** = 1. 

Also ist A(z) als eine beschrinkte ganze Funktion eine Konstante. 


also 


§ 3. 
Der Satz tiber Borelsche Aggregate. 
Es bezeichnen 
(3. 1) 9; (z) $ = Il, 2, .... 8, 
(3. 2) a, (z) 4+=1,2,....% 
ganze Funktionen. 
(3. 3) G(o) = gi(e) + 93(0) + .-- + 9x(0) 


wachst mit @ monoton ins Unendliche. 
Wir betrachten die Funktion 


(3. 4) a,(2) = 5 a,(z)e%. 


Wenn G(o) keine Konstante ist und die Funktionen (3.2) und a, 
durch G(o) majorisierbar sind, so folgt aus (3.4) die Identitat 


(3. 5) Z c,a,(z)e*" = 0 


48* 
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mit komplezen Konstanten c,, welche nicht alle verschwinden. Diesen Satz 
nennen wir ,,Satz I“, als Ubertragung unseres friiheren Satzes I aus 
Math. Annalen 100 auf die Majorisierbarkeit. 
Ebenso wie in jener Arbeit*®) folgern wir, daB a,(z) identisch ver- 
schwindet, wenn die Funktionen (3.2) durch alle Funktionen 
gi (0) 4=1,2,...,# 
majorisierbar sind. Diesen Satz nennen wir in der Folge ,,Satz II“. 
Um Satz I zu beweisen, zeigen wir, daB, wenn die Wronskische 
Determinante A,(z) der Funktionen 
a; (z) $= 1,32....% 
nicht identisch verschwindet, die Beschranktheit von G(g) folgt, also alle 
g;(z) konstant sind. 
Wir berechnen aus (3. 4) 


(3. 6) A, (z) = A, (z) é = 1,2,...,%. 
Die Determinanten A;(z) sind alle durch G(g) majorisierbar und ver- 
schwinden alle im Nullpunkt von gleicher Ordnung k. 
Es bestehen die Potenzreihenentwicklungen 


(3. 7) A,(z) = A4f2e+...;5 47+0 s=0,1,2,...,2. 
Es folgt daraus, da8 fiir alle o > 0, e > 0’) 


2¢ 
Aj (og + €) Aj (0 +2)]* 
{ Saetaries 7| 


A, (2) 
Ao (2) 


| At 
(3. 8) oe _ Max md 
jz|=e 0 

















+= 1,2,...,. 
Jetzt unterscheiden wir zwei Fille. 

Wir nehmen zuerst an, da® alle Funktionen (3.1) Polynome in z 
sind. Aus (3.8) folgt fiir 0 > 1, o = e gesetzt, 
A¥ | [Aj (2 9) A} (2 0) P 
43 | (4311471 
Die Funktionen A,(z) sind alle durch G(o) majorisierbar, also fiir groBe o 

und mit Ausnahme einer ,,Ausnahmemenge“ ist 


(3. 9) Gi @< 








$= 1,2,...,%. 


=a ft oy | 4? | Ga 9 
an © ne « se 4 
| AF | 





(3.10) Aj'(29) < eo", 


¢$= 0,1,2,..., #. 


*) Fir das Folgende siehe meine Arbeit |. c.') insbesondere Seite 375—376, 
Satze Il, Ill. — [Zusatz bei der Korrektur.] Die Satze I und II stehen in engem 
Zusammenhang mit Satzen von R. Nevanlinne. Siehe dessen Buch: Le théoréme 
de Picard-Borel et la théorie des fonctions méromorphes. Paris 1929. 

7) L. c.'), Seite 372, Hilfssatz. 
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Aus (3.9) folgt daraus weiter 


gi (0) < 5G@(2 0)’ = 1,2,...,%. 
GB.) EF gi(e) = C(e) ShnG Boy <G(2o"? <G (oy, 
G (o)'-*? —z. 


Das ist eben unsere Behauptung. (0) ist beschrankt. 
Jetzt nehmen wir den zweiten Fall, wo nicht alle g,(z) Polynome 


in z sind, und setzen in (3.8) ‘e = mao? woraus fiir 9 >1 folgt, dab 
1 1 2 glog G (9) 
as(e+gedea) at(e+ pede) 
7@ | A? | | a ( log G(o)/ ~* log G (e) 
Ca + ae [ay | [aP| 
Nach Borel ist mit Ausnahme einer Ausnahmemenge 





" i 1 i s 4!(e+ meat) i 2 
(3.13) Al(e+ iogaqq) < 4! (o)* ast < Ave) 


$= 0,1, 2,...,8, 





folglich 


7 A¥| 
(3.14) aM a [Aj (o) AV (o)ere*@ ¢=—1,2,...,0. 
0 
Fiir ~roBe o ist 





4 olog@(o) < G(o)’, 
also weil alle A,(z) durch G(9) majorisierbar sind, auBer in einer Aus- 
nahmemenge 


gi (0) < G(o)*? i=1,2,..," 
Zz gi (oe) = Glo) < n[G(o)? << G(o)*?, 
G(o)'-*9° <1. 


G(o) ist also eine Konstante. W. z. b. w. 


§ 4. 
Die Ableitungen einer ganzen Funktion. 
f(z), g(2), A(z), k(2), bo, (2) 
bezeichnen ganze Funktionen, 
P,(f) = Pall, ff’, ---)3 Q, (f); T,, (f) 
Polynome vom Grade n in mebreren Variablen, wo die Variablen durch 
die Ableitungen der ganzen Funktion f(z) ersetzt sind. 


a,(f) = a,(e, f, ff’, --.) 
bezeichnen Polynome in mehreren Variablen, wo die Variablen durch die 
Ableitungen der ganzen Funktion f/(z) und durch e/ ersetzt sind. 
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Wir nehmen an, daB f(z) und ihre zwei Ableitungen /*(z) und 
fe *+™(z) nirgends verschwinden und definieren g(z), h(z), k(z), P, durch 
die Formeln 


(4.1) f(z) = @®, 
fa=ge, 
(4. 2) f (z) = ("+ Pra-i (gy) = @*"*, 
(4. 3) form (2) = (9'*+"™ + Pri m—il(g)) Oe = otrtt. 


h(z) ist durch h*(o) oder k*(o) majorisierbar, und k(z) ist ebenfalls 
durch A*(o) oder k*(o) majorisierbar. Wenn o und rt zwei natiirliche 
Zahlen bedeuten und oh (z) + rk(z) = |,,.(z) gesetzt wird, so sind h(z) 
und k(z) auch durch Jj .(@) majorisierbar. Zum Beweise bemerken wir, 
daB nach (1.2) und (4.2) fiir ein beliebig kleines ¢ und fiir geniigend 
groBe o auBer in einer Ausnahmemenge 


(4. 5) eX @ = g’''(9)"(1 + 4, (0)), | 6, (@)| <e. 
Aus (1. 2) und 
ee) = (g + h')™ + Pa_i(g + A) 
folgt 
(4. 6) e** @ = g’''(9)™(1 + 4, (0)), | 6, (@)| <«: 


und daraus weiter 


elo,r@ — eth(2). gtk) — gf?" (g +4 h')je™ . ae 


(4. 7) elo, e@) = g/"(o)9™+=™(14 4, 2(0)), da e(v)| <e. 
Wir setzen 
(4.8) LEO) _ Q,g) = o'* + Pu-1(9)- 


e” dz” 
Die Q, (g) sind wohlbestimmte Polynome 
Q(9) = 1, 2(9=9; Q,(9) =g* +9", ..- 


Durch wiederholte Anwendung der fiir » > giiltigen Identitat 
(4. 9) (ev) _ [(ey™]"— »") — [e? + ay”) 


= E(u (Qe —n—n 


u=o 
gewinnen wir die fiir unsere Zwecke wichtigen Identitaten 


(4. 10) (ey = os Qn (g) Qy, “ (A) e, 


wo die a,,(h) Polynome mit positiven, ganzzahligen Koeffizienten in 
h(z), e* und in den Ableitungen von h(z) bezeichnen. 

Durch m-maliges Differenzieren mit Hilfe von (4.10) gewinnt man 
aus (4. 2) 
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(4.11) fort (2) = (9 (2) = (NAM = E (Mey (erym—* 


Min (m, n — 1) 


= eth z (7°) Qs (9) [Qm—» (A) + € a, m, (h)] 


wo die &,m,» Polynome mit positiven, ganzzahligen Koeffizienten in h(z), 
e*® und in den Ableitungen von A(z) bezeichnen. 
Ahnlich folgt fiir x = 0, 1, 2,...,n—1 
(4. 12) hi +m+x) (z) 
ae * +x 


r=0 v 


== eath 


)a (9) [Qm + x—»(h) + e An, m+ x, ¥ (h)}. 
Andererseits ist fir x = 0, 1, 2,...,.n—1 


(4.13) fotm+(z) = (eg tr+hy — eptrte 5 (7) 2. (9) Qe—v(h + k). 


Durch Vergleich von (4.12) und (4.13) gewinnen wir das in den Un- 
bekannten 
(4. 14) Qo(9), 9: (9), O39) -+++ Qn—s 
lineare homogene Gleichungssystem 
x (* 
& ES (")Q,(0)Q.—+th +B) 


aa ’ +x 


v=0 » 


) 2:(9) [Om ser (A) +e ann so (h] = 0 


x =0,1,...,.n—1. 
Es ist Q,(g) = 1, d.h. die Unbekannten (4.14) verschwinden nicht 
alle; also verschwindet die Determinante des Systems. 
Diese Determinante D ergibt entwickelt 
D= |" “Qn ex—ll 


v 





4+ De%* Ry, -(h, k) 
’ = Di + Seo*R,,(h, k) = 0. 


o,t bezeichnen endlich viele verschiedene natiirliche Zahlen, D% und 
R,,, »ezeichnen Polynome in h und k und in den Ableitungen dieser 
Funktionen. 

D;, und R,,, sind fiir jedes Wertepaar wu, v durch 1; ,(0) majorisier- 
bar, so daB nach Satz II D%*, identisch verschwindet. Aber es ist 














+ _|(m+x od m+ x\,,,, ead 

Ds =|(" "Ons —v(h)| = |(™ F*\am eel + Pam (hd 
und, wie wir gleich zeigen werden, 
(4.15) dn = |("**)) = 1, 
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so daB nach dem Hilfssatz des § 2, weil 7,,,, in den Ableitungen von h 
héchstens vom Grade nm — 1 ist, folgt, daB h’ konstant ist. 

Aus den Identitaten 

Q, (h’) = hr’, 
Q (h’) =h’ Q,- 1 (h’) + [Q, -1 (h’)y 
folgt mittels vollstandiger Induktion, fiir ein konstantes h’, Q,(h’) = h'', 
weiter, daB A’ null ist, also daB A eine Konstante ist. Aus (4.2) folgt 
daraus weiter, wieder nach dem Hilfssatz des § 2, daB g’ eine Konstante 
und g(z) eine ganze lineare Funktion in z ist. Unser Beweis ist damit 
beendet. 

Wir zeigen noch (4.15). Subtrahieren wir in dieser Determinante 
auBer der ersten Zeile jede Zeile von der vorhergehenden, so bekommen 
wir nach bekannten Eigenschaften der Binomialkoeffizienten eine Deter- 
minante, wo in der ersten Kolonne auBer in der ersten Reihe, wo Eins 
steht, lauter Nullen sind. Entwickeln wir nach der ersten Kolonne, so 
bekommen wir die Identitat 


das = Gx a—2- 


Aus dieser Identitit und aus d,,, = 1 folgt (4.15) mittels vollstandiger 
Induktion. 


(Eingegangen am 2. 7. 1934.) 








Eine Axiomatik 
der Kreisgeometrie und der Laguerregeometrie. 
Von 


B. L. van der Waerden in Leipzig und L. J. Smid in Warffum (Holland). 





Von den folgenden beiden Untersuchungen stammt die erste, iiber 
die Geometrie der Kreise in der ,,inversen Ebene“ (oder auf der Kugel), 
zu einem groBen Teil vom ersten Verfasser, die zweite, iiber die Geometrie 
der Speere und Zykeln, ganz vom zweiten. Um die Analogie zwischen 
den beiden Untersuchungen klar hervortreten zu lassen, sind die Axiome 
und Folgerungen in den beiden Teilen méglichst gleich formuliert. 


I. Axiomatik der Geometrie von Punkten und Kreisen. 


1. Einleitung. Um die projektive ebene Geometrie zuriickzufiihren 
auf eine Zahlengeometrie, wobei das zugrunde liegende Zahlensystem die 
gewohnlichen Kérpereigenschaften hat (mit Einschlu8 der Kommutativitat 
der Multiplikation), braucht man auBer den einfachsten Axiomen von Ver- 
binden und Schneiden noch einen Schnittpunktssatz. Die zwei einfachsten 
Schnittpunktssitze sind die Sitze von Pappus und von Desargues, und 
der letzte 1aBt sich herleiten aus den ein- 
fachsten Axiomen der projektiven Raum- 
geometrie. Bekanntlich geniigt es, den 
ersten als Axiom hinzuzunehmen: De- 
sargues ist aus Pappus herzuleiten, aber 
nicht umgekebrt. 

Eine groBe Analogie zeigen die Ver- 
hiltnisse in der Kreisgeometrie. Auch 
hier gibt es zwei einfachste Schnitt- 
punktssatze, welche beide eine Konfigu- 
ration (8,, 6,) von Punkten und Kreisen 
erzeugen. Der erste ist der Satz von 
Miquel ') (Fig. 1), welcher fiir den Fall, 
da8B alle Punkte verschieden sind, so lautet: Wenn acht Punkte derart 
den Ecken eines Kubus zugeordnet sind, daB den Ecken von fiinf der 
Seitenflichen je vier Punkte eines Kreises entsprechen, so ist das auch 
mit den Ecken der sechsten Flache der Fall. 


Fig. 1. 


1) Miquel, Liouville Journal 8 (1838) und 9 (1844). 
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Den anderen Satz nennen wir Biischelsatz, weil er einen allgemeinen 
Satz iiber Biischel algebraischer Kurven darstellt. Er lautet fiir den Fall 
verschiedener Punkte: Wenn man vier Paare verschiedener Punkte hat, so 
kann man in sechs Weisen zwei dieser Paare herauswaihlen; wenn man in 
fiinf Weisen vier Punkte eines Kreises erhilt, so ist das auch das sechste 
Mal der Fall. Dieser Biischelsatz la8t sich herleiten aus den einfachsten 
Axiomen der Kugelgeometrie. 

Auch hier geniigt es fiir unser Ziel nicht, wenn wir den Biischelsatz 
als Axiom hinzunehmen, wohl aber wenn wir Miquel postulieren, allerdings 
in abgeinderter Form (wobei ein Punktepaar der Figur koinzidieren darf). 
Der Biischelsatz la8t sich nachher beweisen. 

2. Als Axiome der ,,axiomatischen Kreisgeometrie“ nehmen wir 
elementare Sitze der ,,gewdhnlichen“ (numeralen) inversen Geometrie. 

Axiom I. Die Punkte bilden eine Menge, 

Axiom II. Ein Kreis ist eine nichtleere Menge von Punkten. 

Axiom III. Es gibt wenigstens vier verschiedene Punkte, welche nicht 
zu einem Kreise gehdren. 

Axiom IV. Drei verschiedene Punkte gehéren einem und nur einem 
Kreise an. 

Folgerung: Zwei verschiedene Kreise haben keinen, einen oder zwei 
verschiedene Punkte gemeinsam. 

Definition: Die (zusammenfallenden oder verschiedenen) Punkte P,Q 
bilden den ,,volisténdigen Durchschitt“ (vD) der Kreise « und £, wenn 
P und Q beiden Kreisen angehéren und es keinen anderen gemeinsamen 
Punkt von « und # gibt. 

Definition: Wenn zwei Kreise nur einen Punkt gemeinsam haben, 
so sagt man, daB sie sich in jenem Punkte ,,beriihren“. 

Axiom V. Wenn ein Punkt zu einem Kreise gehirt und ein zweiter 
Punkt nicht zum Kreise gehéri, so gibt es einen und nur einen Kreis, 
welcher durch den zweiten Punkt geht und den Kreis im ersten Punkte 
beriihrt. 

Folgerung: Wenn zwei verschiedene Kreise einen dritten Kreis in 
demselben Punkte beriihren, so beriihren auch diese zwei Kreise sich in 
jenem Punkte. Denn hitten sie einen zweiten Schnittpunkt, so miiBten 
sie nach Axiom V zusammenfallen. 

Definition: Die Menge aller Kreise, welche einen Kreis in einem 
festen Punkte P beriihren oder mit diesem Kreis zusammenfallen, nennt 
man ein zu P gehériges Beriihrungsbiischel. 

Aus diesen Axiomen ]48t sich unschwer beweisen: Jeder Kreis hat 
wenigstens drei verschiedene Punkte. Zu jedem Punkte gehéren wenigstens 
drei verschiedene Beriihrungsbiischel. Jedes Beriihrungsbiischel enthalt 
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wenigstens zwei verschiedene Kreise. Es laBt sich auch leicht eine ,,Geo- 
metrie“ (von fiinf Punkten und zehn Kreisen aus je drei Punkten) 
konstruieren, in der die Axiome I bis V erfiillt sind und die genannten 
Minima nicht iiberschritten werden. 


3. Die gewohnliche inverse Kreisgeometrie geht bekanntlich in die Eu- 
klidische iiber, wenn man einen Punkt ,,uneigentlichen Punkt“ nennt, usw. 
Wir versuchen, dasselbe zu erreichen in der axiomatischen Kreisgeometrie. 


Es sei W ein beliebiger fester Punkt. Jeden von W verschiedenen 
Punkt der axiomatischen Kreisgeometrie nennen wir ,,Hauptpunkt“ (oder 
eigentlichen Punkt). Jedes zu W gehérige Beriihrungsbiischel nennen wir 
,,8peziellen Punkt“ (oder uneigentlichen Punkt). Hauptpunkte und spezielle 
Punkte heiBen beide ,,projektive Punkte‘‘; ihre Gesamtheit ist ,,die 
axiomatische projektive Ebene“. Wenn kein Mibverstindnis méglich ist, 
werden wir statt ,,projektiver Punkt kurz ,,Punkt‘‘ sagen. 


Eine ,,Hauptgerade“ ist eine Punktmenge, welche die Hauptpunkte 
eines durch W gehenden Kreises enthalt, nebst dem ,,speziellen Punkt“, 
welcher diesen Kreis enthilt. Die ,,spezielle Gerade“ g ist die Menge 
aller speziellen Punkte. 

Ein ,,Hauptkreis“ ist ein nicht durch W gehender Kreis. 

Nach diesen Festsetzungen hat man: 

(a) Die projektiven Punkte bilden eine Menge. 

(6) Kine Gerade ist eine Menge von projektiven Punkten. 

(y) Es gibt wenigstens vier verschiedene Punkte derart, da8 nicht drei 
zu einer Gerade gehéren. 

(6) Zwei verschiedene Punkte gehéren einer und nur einer Geraden an. 

(e) Zwei verschiedene Geraden haben wenigstens einen Punkt (,,Schnitt- 
punkt“) gemeinsam. 

Mit Hilfe der Axiome I bis V und der Definitionen sind diese Sitze 
unmittelbar zu verifizieren. 

Die einfachste Geometrie, in der die Siatze («) bis (e) erfillt sind, 
ist die ,,Fanosche“, welche gebildet wird von sieben Punkten und sieben 
Geraden und der Geometrie von fiinf Punkten und zehn Kreisen entspricht. 

4. Aufer den ,,projektiven Satzen“ («) bis (e¢) brauchen wir noch 
die ,,metrischen Sitze“ (1) bis (6): 

(1) g ist eine Gerade. 


Die Punkte von g sind die speziellen Punkte, die anderen Punkte 
sind die Hauptpunkte. Die nicht mit g zusammenfallenden Geraden sind 
die Hauptgeraden. Zwei Hauptgeraden heiBen parallel, wenn sie denselben 
speziellen Punkt enthalten. 

(2) Ein Hauptkreis ist eine Menge von Hauptpunkten. 
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(3) Drei verschiedene Hauptpunkte gehéren entweder einem und nur 
einem Hauptkreise, oder einer Hauptgeraden an. 

Fiir zwei Hauptkreise oder fiir einen Hauptkreis und eine Gerade 
lauten die Definitionen von ,,v D“ und ,,beriihren“‘ wie oben. Aus Axiom V 
hat man u. a.: 

(4) Durch einen Punkt eines Hauptkreises geht eine und nur eine 
Gerade, welche den Hauptkreis beriihrt, und: 

(5) Wenn eine Gerade einen Hauptpunkt enthalt und ein zweiter 
Hauptpunkt nicht der Geraden angehért, so gibt es einen und nur einen 
Hauptkreis, welcher den zweiten Punkt enthilt und die Gerade im ersten 
Punkte beriihrt. 

Definition: Ein System von vier zyklisch geordneten Hauptgeraden 
a, b, c, d derart, daB je zwei aufeinanderfolgende Geraden sich in 
einem Hauptpunkt schneiden, hei®t ,,Sehnenvierseit‘‘, wenn es einen 
Hauptkreis k gibt, welcher die vier Schnittpunkte ab, bc, cd, da ent- 
halt, derart, daB a und k den vD (ad, ab) haben, 6 und k den vD 
(ba, be), usw. 











Fig. 2. Fig. 3. 


Hifssatz (H) (Fig. 2.): Wenn die Hauwptgeraden a, b, ¢ uad der 
Hauptpunkt L auf ¢ derart liegen, daB je zwei aufeinanderfolgende Geraden 
sich in einem Hauptpunkt schneiden, wihrend (ab) und L verschieden sind, 
so gibt es eine und nur eine Gerade d durch L derart, daB abcd ein 
Sehnenvierseit ist. 

Denn es gibt nach (3) und (5) einen und nur einen Hauptkreis k 
durch ab, bc, L derart, daB ab, bc der vD von 6 und k und be, L 
der vD von c und k ist. Der vD von a und k bestehe aus ab, M. 
Die Gerade, welche mit k den vD L, M hat, ist die gesuchte Gerade d. 

5. Als weiteres Axiom brauchen wir den Satz von Miquel, den wir 
durch Auszeichnung des Punktes W spezialisieren und so formulieren, 
daB ein Punktepaar (P, und B) koinzidieren kann: 
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Axiom VI. Wenn drei Kreise ,, a, a, durch einen gewissen Punkt W 
gehen und a, und a, sich noch in dem Punkt A,, a, und a, in Ay, a, 
und a, in A, schneiden und diese Punkte voneinander und von W ver- 
schieden sind, wenn weiter P,, P,, P, drei Punkte bzw. auf a,, «,, a, sind, 
verschieden von den vorigen, und y,, Y,, y; die Kreise bzw. durch A, P, i's, 
A,P,P,, A;P,P,, und wenn schlieBlich y, und y, den vD P,B haben 
und B verschieden von P, und P, ist, so geht auch y, durch B (Fig. 3). 

Man darf in diesem Satz die Bedingung ,,B verschieden von P, und 
P, fortlassen, denn wenn B z. B. mit P, zusammenfillt, ist der Satz 
trivial. Da8 aber auch in diesem Fall P, B der vD von y,y, ist, beweisen 
wir so: Es sei dann P, B’ der vD von y,y,. Nach Axiom VI geht auch 
y, durch B’. B’ gehért dann zum vD P,P, von y,y, und zum vD 
P,P, von y,7;, muB also mit P, = B identisch sein. 

Der Satz laBt sich so verallgemeinern, da8 noch mehr Punktepaare 
koinzidieren diirfen. Man erhalt dann: 

(VIa) Wenn drei Kreise «,,a,,«, durch W gehen und WA, der vD 
von a,a,, WA, von a,a,, WA, von «,a, ist, wihrend A,, A,, A, verschieden 
sind, wenn weiter P,, P,, P, drei Punkte bzw. auf «,, a, «, sind, ver- 
schieden voneinander und von W, und »,, 75, y, drei Kreise, so daB y, 
durch A, P,P, geht und mit a den vD A,P,, mit a, den vD A,P; 
hat usw., so gehen y,,y,,y, durch einen Punkt B, so dai P,B der vD 
ist von y,y, usw. 

Wir haben eben bewiesen, daB dieser Satz gilt unter den Neben- 
bedingungen (a) und (b): 

(a) Die Punkte A sind verschieden von W. 

(b) Die Punkte P sind verschieden von den Punkten A. 

Durch indirekte Beweise kénnen wir uns zuerst. von (b) und dann 
von (a) befreien. 

Zuerst beweisen wir: Wenn der Satz Via gilt fiir eine bestimmte 
Figur W, «,, a, a, mit zwei bestimmten Punkten P, und P, und fiir 
jeden Punkt P,, der auBer den Bedingungen von VIa noch der Neben- 
bedingung geniigt, daB er von A, und A, verschieden isc, so gilt der 
Satz fiir jene Figur und jene Punkte P, und P, auch ohne diese 
Nebenbedingung. 

Es falle P, z. B. mit A, zusammen. P, ist also verschieden von 
P, = A,. y, geht also nicht durch A,. Es sei P,B der vD von y,7;. 
B ist verschieden von A,, A,, A, und W. Wenn y, mit y, nicht den 
vD P,B hat, kann man y, durch A, P,B so anbringen, dab er mit 
y; den vD P,B hat. y, ist dann verschieden von y, und y,. Wenn 
A,P; der vD von ya, ist, ist P, also verschieden von P, = A,, von 
A, und von W. Fiir diesen Punkt P; gilt der Satz. Der Kreis y, durch 
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A, P, P;, welcher mit «, den vD A,P, hat, mu8 also mit y, den vD 
P,B haben und ist also identisch mit y,, weil beide mit «, und y, baw. 
die vD A, P, und P,B haben. Das ist aber unméglich, weil y, nicht 
durch P, geht. Die Voraussetzung, daB y, mit y, nicht den vD P,B 
hat, ist also falsch. y,y, haben also den vD P, B, und weil B verschieden 
ist von P,, haben y,y, den vD P,B. 

Durch dreimalige Anwendung dieses Hilfssatzes kénnen wir uns von 
der Nebenbedingung (b) befreien. 

Jetzt miissen wir noch beweisen, daB Via auch gilt, wenn einer der 
Punkte A, z. B. A, mit W zusammenfillt. Es sei dann P,B der vD 
von y,7,- B ist verschieden von A,, A,, A,. Wenn P,B nicht der vD 
von y,7;, oder P, B nicht der vD von y,y, ist, kann man y, durch BP, P, 
so anbringen, da8 er mit y, den vD P,B und mit y, den vD P,B hat. 
y;, ist dann verschieden von y,. Wenn A, P, der vD von y\a, ist, ist 
A, verschieden von A, = W und 4A,- 

Der Kreis «, durch WA, A, hat mit y, den vD A; Pj. P; ist ver- 
schieden von P,, P, und W. Wenn y, der Kreis durch A, P, P; ist, 
welcher mit «, und a, bzw. die vD A,P, und A,P; hat, so mu8 nach 
den schon bewiesenen Fillen von Vla y; mit y, und y, bzw. die vD 
P,B und P;B haben und also identisch mit y, sein, weil beide mit a, 
und y, bzw. die vD A, P, und P,B haben. +, und y, haben mit y, bzw. 
die vD P,B und P, B. Weil y, = y, ist, muB P; = P, sein. a, und a, 
gehen durch W und haben mit y,; = y, die identischen vD A, P; und 
A,P,, und sind also identisch. Das ist aber unméglich, weil «, nicht 
durch A, geht. Unsere Voraussetzung war also falsch. P,B ist also 
der vD von y,y, und P,B von y»,7,. 

Bevor wir zur Anwendung iibergehen, wollen wir noch drei Bemerkungen 
machen: 

Erstens: Axiom VI ist unabhingig von den vorbergehenden und vom 
Biischelsatz (vgl. Einleitung): Alle Satze der gewéhnlichen Kreisgeometrie, 
also auch die Axiome I bis VI und der Biischelsatz sind erfiillt, wenn 
man die Punkte einer konvexen nicht-singularen quadratischen Flache als 
Punkte und die ebenen Schnitte als Kreise nimmt. Wenn man aber die 
quadratische Flache ersetzt durch eine nicht-quadratische konvexe Flache, 
so bleiben die Axiome I bis V und der Biischelsatz erfiillt, nicht aber 
VI, wie man sich leicht klarmacht. 

Zweitens: Es geniigt, das Axiom VI, wie oben geschehen ist, nur fiir 
einen bestimmten Punkt W zu postulieren. Die Giiltigkeit fiir jeden Punkt 
kénnen wir dann auch direkt beweisen. In dieser Weise kann man das 
Axiom sogar noch weiter reduzieren, denn wir kénnen beweisen, da der 
Satz allgemein gilt, wenn er fiir einen bestimmten Punkt W, einen 
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bestimmten Kreis «, durch W und einen bestimmten Punkt A, auf «, 
gilt (natiirlich unter Voraussetzung der iibrigen Axiome). 

Drittens: Wenn wir Vila als Axiom nehmen statt VI, und III er- 
ginzen durch: ,,jeder Kreis enthalt wenigstens fiinf verschiedene Punkte“ 
(IIIa), so kénnen wir V aus den iibrigen, d.h. aus I, II, III, Ila, IV, 
Vi a, beweisen. 


6. Wir konnten in 3. den uneigentlichen Punkt W beliebig wahlen. 
Wir setzen nun voraus, da8 er mit dem Punkt W von Axiom VI zu- 
sammenfallt. Ein Spezialfall von VIa ist dann: 

(6) Wenn abcd ein Sehnenvierseit ist, d’ parallel mit d, und a, b, c, d’ 
gehen nicht durch einen Punkt, so ist abcd’ wieder ein Sehnenvierseit (Fig. 4). 

Zum Beweis wollen wir die Bezeich- 
nung derart abindern, daB sie iiberein- 
stimmt mit Axiom VI: Wenn «a,a,by, mit 
,»cken“ A, ?, BP, (a,a, = A;, usw.) ein 
Sehnenvierseit des Hauptkreises y, ist, a, 
parallel mit a, ist, und a,, a, 6, y, nicht 
durch einen Punkt gehen, so ist «a, a,by, 
(mit Ecken A,P,BP,) wieder ein Sehnen- 
vierseit. Wenn wir nun dem Punkt W auch 
den Namen A, geben, so sind die Be- 
dingungen von VI a schon erfiillt, soweit sie nicht y, oder B betreffen. Jetzt 
kann man den Kreis y, durch A, P, P, legen, so daB er mit «, und «, bzw. 
die vD A, P, und 4, P, hat. y, geht nicht durch W. Fiir y, sind nun 
auch die Bedingungen von VIa erfiillt. Nach VIa gehen y,y,y, durch 
einen Punkt B’, so daB P, B’ der vD von y, und y, ist. Also ist B’ 
identisch mit B. Nach Via ist weiter P,B der vD von y,y, und P,B 
der vD von y,y,. P,B ist auch der vD von by,, und deshalb, weil 6 
und y, verschieden sind, ist P,B auch der vD von by,. Demnach ist 
a,a,by, ein Sehnenvierseit von y,. 

Man kann diesen Satz verallgemeinern: Wenn die Hauptgeraden 
a’, b’, c’, d’, welche nicht durch einen Punkt gehen, parallel sind oder 
zusammenfallen mit den entsprechenden Seiten des Sehnenvierseits abcd, 
so ist a’b’c’d’ wieder ein Sehnenvierseit. Um das zu beweisen, hat man 
sich nur zu iiberlegen, da8 man abcd in a’b’c'd’ verwandeln kann, indem 
man je eine Seite durch eine parallele Gerade ersetzt, und daS man 
‘dabei immer den Fall, daB die vier Geraden durch einen Punkt gehen, 
vermeiden kann. 


Mit Hilfe von Hilfssatz (H) aus Nr. 4 findet man unmittelbar die 
Umkehrung: Wenn abcd und a’b'c'd’ Sehnenvierseite sind und die 








Fig. 4. 
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Paare aa’, bb’, cc’ zusammenfallen oder parallel sind, so ist das auch 
mit dd’ der Fall. 

Die Frage, ob die nicht durch einen Punkt gehenden Hauptgeraden 
abcd ein Selinenvierseit bilden, hingt also nur ab von ihren ,,Richtungen“, 
d. h. von ihren speziellen Punkten. Diese Lage von vier speziellen Punkten 
ABCD werden wir mit dem Symbol S(A BCD) bezeichnen. Bei drei 
speziellen Punkten A BC, wobei je zwei aufeinanderfolgende verschieden 
sind, gibt es infolge von (H) immer einen und nur einen speziellen 
Punkt D, so daB S(A BCD) ist. D ist verschieden von .C und A. 

Die Relation S(ABCD) kann dazu benutzt werden, die Gleichheit von 
Winkeln zwischen Richtungen und daher auch zwischen Geraden und schlieBlich 
von Winkeln zwischen Kreisen zu definiereu. Der (orientierte) Winkel zwischen den 
Richtungen A und B ist (modulo x) gleich dem Winkel zwischen D und C, wenn 
S(A BCD) gilt. Der Winkel zwischen zwei Kreisen in einem ihrer Schnittpunkte 
ist definitionsmaBig gleich dem Winkel der Richtungen ihrer Tangenten. Die so 
definierte Gleichheit von Winkeln zwischen Kreisen ist unabhingig von der Wahl 
des Punktes W und kann daher einer kreisgeometrischen Winkelrechnung zugrunde 
gelegt werden. In der Dissertation des zweiten Verfassers*) ist das genau ausgefihrt. 
Diese Winkelrechnung war einer der Ausgangspunkte der vorliegenden Untersuchung. 
Wir werden sie jedoch nicht explizit benutzen. 

Projektiv kann man die Relation S (A BC D) so deuten: Die Punktepaare AC 
und BD bestimmen auf der Geraden g eine Involution, der auch das isotrope Punkte- 


paar angehért. Diese Deutung liegt der folgenden Untersuchung, insbesondere der 
Nr. 8 zugrunde. 


7. Jetzt kénnen wir den affin-spezialisierten Satz von Pappus beweisen: 
(P) Wenn die Ecken eines einfachen Sechsecks abwechselnd auf zwei 
verschiedenen festen Geraden liegen, wihrend keine Ecke auf g liegt, und 
von den drei Schnittpunkten je zweier gegeniiberliegender Seiten zwei 
auf der Geraden g liegen, so liegt auch der dritte Schnittpunkt auf g. 








Fig. 5. 


Es seien h,, h,, hy, h,, h,, hz die Seiten; die Ecken A,h,, h,h,, hh, 
liegen auf p, und h,h,, h,h,, hh, liegen auf q (Fig. 5). Nach der Voraus- 


*) L. J. Smid, Over Cirkelmeetkunden, Amsterdam 1928, § 25 (S. 54—61). 
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setzung ist h, zu A, und h, zu A, parallel; wir miissen beweisen, daB h, 
zu h, parallel ist. 

Beweis*): Durch den Punkt gh, bestimmt man nach (H) eine Gerade l,, 
so daB pl,qgh, Sehnenvierseit ist. J, ist verschieden von q, also liegt pl, 
nicht auf g. Die Verbindungslinien dieses Punktes mit gh, und qh, sind 
l, und 1. 

pl,qh, ist ein Sehnenvierseit, also auch pi,qh, (hat dieselben Ecken, 
und die Paare auffolgender Ecken bilden die vD der Seiten mit demselben 
Kreis), also auch pl,gh, (denn h, ist parallel mit h,), also auch pl,qh, 
(hat dieselben Ecken usw.), also auch pl,gh, (denn A, ist parallel mit 
h,), also auch pl,gh, (hat dieselben Ecken usw.). Weil pl,gh, und pl,qh, 
Sehnenvierseite sind, ist h, parallel mit h,. 

Bekanntlich kann man aus dem ,,affinen Pappus‘ den_,,affinen 
Desargues, den allgemeinen Pappus und den allgemeinen Desargues be- 
weisen‘). Dann kann man in bekannter Weise Dreieckskoordinaten oder 
speziell schiefwinklige Koordinaten einfiihren. Das dabei verwendete Zahlen- 
system hat die gewdhnlichen Kérpereigenschaften - Einschlu8 der 
Kommutativitaét der Multiplikation). 

8. Wir haben also eine eineindeutige Abbildung der Punkte der 
axiomatischen projektiven Ebene auf die Punkte einer Zahlenebene, wobei 
immer die Punkte einer ,,Zahlengeraden“ den Punkten einer axiomatischen 
Geraden entsprechen. Die entsprechenden Figuren und Relationen werden 
mit denselben Namen und denselben Buchstaben bezeichnet. Weil die 
Begriffe Hauptpunkt, spezieller Punkt usw. in der axiomatischen Ebene 
definiert sind, sind sie jetzt auch in der Zahlenebene definiert, und weil 
wir die Begriffe Projektivitat, Kegelschnitt usw. in der Zahlenebene in 
der iiblichen Weise definiert denken, so sind sie auch definiert in der 
axiomatischen Ebene. 

a) Jetzt wollen wir beweisen, daB jeder Hauptkreis ein Kegelschnitt 
ist. Dazu beweisen wir zuerst den Hilfssatz: Wenn S(A BCD) gilt und 
die Punkte A und C fest sind, aber B und D verinderlich, so bilden die 
Punktepaare BD mit dem Punktepaar 7 eine Involution. Wir miissen 
also beweisen: wenn S(A BCD) und S(AFCH), so sind AC, BD und 
FH dic Paare einer Involution. Auf einer Hauptgeraden 6 durch B 
nehmen wir zwei verschiedene Hauptpunkte P und Q (Fig. 6) und setzen 
PA =a, PF = [,QC =c, QH =h, ah =S,cf = R, RS =d. Wegen 
S(AFCH) ist PQRS ein Sehnenvierseit, und deshalb ist S(A BCD’), 


3) Der folgende Beweis ist im wesentlichen ein Beweis aus Hilberts Grundlagen 
der Geometrie, Kap. III. Die Benutzung des Winkelbegriffs haben wir vermieden 
durch Anwendung der Eigenschaften des Sehnenvierseits. 

*) G. Hessenberg, Math. Ann. 61, 8. 16]. 
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wenn D’ der spezielle Punkt von d ist. Also ist D’=D. Die Paare 
AC, BD, FH sind nun die Schnittpunkte von g mit den Seitenpaaren 
des vollstaéndigen Vierecks PQ RS, also drei Paare einer Involution. 

Mit 1(A BCD) bezeichnen wir die Aussage: Entweder ist S(A BCD), 
oder das Paar BD ist identisch mit AC oder CA. 

Nehmen wir jetzt zwei verschiedene feste Punkte S, und S, eines 
Hauptkreises und einen verianderlichen Punkt R dieses Kreises (Fig. 7). 








R C 
C 
fr 
P z Ss 
Fa 
- 0 
Fig. 6. Fig. 7. 


Wenn d, die Gerade ist, welche als vD mit dem Kreise S,R hat, und 
d, diejenige, welche als vD S,R hat, so miissen wir beweisen, daB d, 
und d, projektive Biischel durchlaufen. Es sei P ein fester Punkt des 
Kreises; a, und a, seien die Geraden, welche als vD mit dem Kreise S, P 
und S,P haben, C ein fester spezieller Punkt, c die Gerade RC, RQ der 
vD von ¢ mit dem Kreise, und 6 die Gerade, welche PQ als vD mit 
dem Kreise hat. Die speziellen Punkte von a,a,bced,d, seren A, A, BCD, D,. 
Dann ist 1(A,BCD,), denn wenn R in P fallt, ist BD, = CA,, wenn 
Q in S, fallt, ist BD, = A,C, und sonst ist a,bcd, ein Sehnenvierseit, 
also S(A, BCD,). Weil 1(A, BCD,) gilt und A, und C fest sind, sind die 
Punktreihen B und D, projektivisch. In derselben Weise zeigt man, dab 
die Punktreihen B und D, projektivisch sind. Also sind die Punktreihen 
D, und D, und demnach die Biischel d, und d, projektivisch. Der 
Hauptkreis ist also ein Kegelschnitt. 

b) In der gewéhnlichen euklidischen Geometrie kénnen die Kreise 
charakterisiert werden als diejenigen Kegelschnitte, welche die uneigentliche 
Gerade in demselben konjugiert imaginiren Punktepaar schneiden, oder 
reell: in deren Gleichung in schiefwinkeligen Koordinaten die quadratischen 
Glieder eine feste quadratische Form ohne reelle Nullstellen darstellen. In 
der reellen Geometrie kann man diese Form natiirlich zu z? + 23 normieren; 
in der rationalen Geometrie in bezug auf ein beliebiges schiefes Achsen- 
kreuz geht das im allgemeinen nicht mehr. Wir kénnen nun dasselbe 
fiir die axiomatische Kreisgeometrie beweisen. 
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Wir nehmen die spezielle Gerade g als dritte Seite eines Koordinaten- 
dreiecks. Auf g seien vier Punkte A, B,C, D gegeben, welche die Relation 
S (A BCD) erfiillen. Vier beliebige Geraden a, b, c, d durch A, B, C, D 
haben Gleichungen a,z, + a,27,-+ 4,2, = 0, ..., im denen die von z, 
unabhingigen Glieder, also a,2,-+ a,2,,..., durch die Punkte A, B, ... 
allein bestimmt sind und nicht mehr von der Lage der Geraden a, b, ;.. 
abhangen. 

Ein beliebiger Hauptkreis k habe die Gleichung 

pu +qz,2%,+ray+...=0, 
wo die Glieder mit z, nicht angeschrieben sind. Man kann bei gegebenen 
A, B, C, D die Geraden a, b, c, d so wiahlen, daB sie ein Sehnenvierseit 
dieses Kreises bilden (man wiahle eine Ecke beliebig auf dem Kreise; die 
weitere Konstruktion ergibt sich ganz von selbst). Man sieht dann sofort, 
daB der Kegelschnitt k mit den beiden Geradenpaaren ac, bd einem 
Kegelschnittbiischel angehért. Daraus folgt das Bestehen einer linearen 
Abhangigkeit zwischen den drei quadratischen Formen 
px + qz,2%,+ rx} 
(4,2, + a,%,) (c, 2, + ¢,2,) 
(b, 2, + 6,2.) (d,z, + d,2,). 


Daraus erhalt man die in p, g, r lineare Gleichung 


Pp q r 
(1) @,C, @,C,+a,¢, a,c, | = 0. 
6,d, b,d, + bd, bad, 
Man kann die Punkte A und C sowie den von A und C verschiedenen 


Punkt B beliebig wihlen und D dazu bestimmen, unabhingig vom 
Hauptkreis k. Wahlt man insbesondere 


@,=c,=0 oder a4,=c,=0 oder a, =, = 0, 


so erhalt man aus (1) Gleichungen, in denen nur p und q, bzw. nur g und 
r, bzw. nur p und r vorkommen, und von denen keine die Form 0 = 0 
hat. Durch diese linearen Gleichungen sind die Verhiltnisse p:qg:r ein- 
deutig festgelegt, unabhingig vom gewahlten Hauptkreis k. Also haben alle 
Hauptkreise bis auf einen unwesentlichen Proportionalititsfaktor in ihrer 
Gleichung ein und dasselbe von x, unabhingige Stiick pa} + qz,z, + rz}. 

Die GréBen p, g, r kénnen nie aile drei verschwinden, denn dann 
wiirde der Hauptkreis mit einer geraden Linie zusammenfallen. 

Durch je drei nicht in einer Geraden liegende Hauptpunkte ist genau 
ein Kegelschnitt mit dem festen quadratischen Stiick paj + qa,x, + rz} 
bestimmt, aber auch genau ein Hauptkreis; also ist auch jeder Kegel- 
schnitt von dieser Art ein Hauptkreis. 


49* 
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Die Form pz} + qz,%,+ rz} kann keine reellen Nullstellen haben, 
denn dann wiirden im System der Kegelschnitte von der betrachteten 
Art auch solche vorkommen, die in zwei Geraden zerfallen, wahrend ein 
Hauptkreis keine Gerade enthalten kann. 


Wir wollen die Kegelschnitte der Zahlenebene, in deren Gleichung ein 
fest vorgegebenes quadratisches Stiick pz] + qgz,x2, + rz} ohne reelle Null- 
stellen im betrachteten Kérper vorkommt, euklidische Kreise nennen. 
Dann 1a8t sich das Bewiesene so zusammenfassen: 

Die Punkte der axiomatischen inversen Ebene lassen sich eineindeutig 
abbilden auf die um einen Punkt W vermehrten Punkte einer euklidischen 
Zahlenebene, derart, daB die Punkte eines Kreises abgebildet werden entweder 
auf die Punkte eines euklidischen Kreises, oder auf die um W vermehrten 
Punkte einer euklidischen Geraden und umgekehrt. 


9. Ein Satz gleichen Wortlautes gilt fiir die Punkte der ,,gew6hnlichen“ 
inversen Geometrie. Die axiomatische und die ,,gewdhnliche Geometrie 
sind aber nur als identisch zu betrachten, wenn die zugrunde liegenden 
Zahlensysteme (Kérper) isomorph sind®) und die Formen pzj + gz, 2, + 12} 
sich bis auf einen Faktor linear ineinander transformieren lassen. 

Die letztere Bedingung nimmt natiirlich fiir verschiedene Kérper 
verschiedene Gestalten an: im Kérper der reellen Zahlen fallt sie weg, da 
jede quadratische Form ohne reelle Nullstellen sich in xj + 2} transformieren 
laBt; andere Kérper (wie der Kérper der komplexen Zahlen) kommen 
iiberhaupt nicht in Betracht, weil in ihnen jede quadratische Form 
zerfallt. 

Im Fall von Kérpern der Charakteristik + 2 laBt sich jede Form 
als Summe von Quadraten schreiben: pzi—rz}, und das Produkt pr 
(Diskriminante) ist eine Invariante, welche bei Transformationen immer 
mit einem Quadrat multipliziert wird. Die multiplikative Gruppe des 
Kérpers zerfallt in Nebenklassen nach der Untergruppe Q der Quadrate, 
und jede dieser Nebenklassen, die Untergruppe Q selber ausgenommen, 
ergibt eine nichtzerfallende quadratische Form zj —dz}, deren Dis- 
kriminante d eben dieser Nebenklasse angehért. Alle diese quadratischen 
Formen sind nicht linear ineinander transformierbar und ergeben, soweit 
sie nicht durch Automorphismen des K6rpers ineinander iibergefiihrt werden 
kénnen, auch verschiedene Kreisgeometrieen. Im Fall des rationalen 
Zahlkérpers z. B. kann man fiir d irgendeine quadratfreie Zahl + p,p,... p, 
oder — 1, aber nicht +1 wiaiihlen. 


5) Fir die hier benutzten Begriffe der Kérpertheorie vgl. E. Steinitz, Alge- 
braische Theorie der Kérper, Journ. f. Math. 187, S. 167. 
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II. Axiomatik der Geometrie von Speeren und Zykeln, 

1. Einleitung. Versteht man unter einem Speer eine orientierte 
Gerade der reellen euklidischen Ebene, unter einem orientierten Kreis 
oder Zykel die Gesamtheit der orientierten Geraden, die von einem festen 
Punkt einen festen Abstand haben, so hat man damit das Objekt einer 
bei der Laguerregruppe invarianten Geometrie definiert. Es ist schon 
mehrmais hervorgehoben worden, da® es eine unvollkommene Dualitat 
gibt zwischen der Geometrie von Punkten und Kreisen in der ,,inversen 
Ebene“ einerseits, und der Geometrie von Speeren und Zykeln in der 
,Speerinversen Ebene“ andererseits*). Diese Dualitét und ihre Un- 
vollkommenheit beruhen darauf, daB, wahrend die Punkte und Kreise 
der inversen Geometrie eineindeutig auf die Punkte und ebenen Schnitte 
einer nicht-geradlinigen Flache zweiten Grades abgebildet werden kénnen, 
die Speere und Zykeln sich auf die Punkte und ebenen Schnitte eines 
Kegels zweiten Grades abbilden lassen, wobei die Kegelspitze und die sie 
enthaltenden ebenen Schnitte auSer Betracht bleiben. Die Orientierung 
einer Geraden Lz + My = N geschieht naimlich durch Wahl einer Quadrat- 
wurzel K = )L* + M?’, und die Speere werden daher durch vier homogene 
Koordinaten K, LZ, M, N mit K* = L’ + M? bestimmt. 

Die im folgenden zu gebende Axiomatik ist das duale Gegenstiick 
zum ersten Teil. Wegen der Unvollkommenheit der Dualitét gibt es 
aber einige Unterschiede in Behandlung und Resultaten: 

1. Es gibt immer wenigstens einen Kreis durch zwei verschiedene 
Punkte, aber zwei Speere werden nicht immer von einem Zykel beriihrt. 
Man muB also die Méglichkeit von parallelen Speeren beachten. 

2. Durch die Wahl eines beliebigen Punktes als_,,uneigentlichen 
Punktes“ und Bezeichnung der hindurchgehenden Kreise als ,,Geraden“ 
wird die Kreisgeometrie zuriickgefiihrt auf die euklidische Geometrie. 
Man kénnte die Zykelgeometrie in ahnlicher Weise auf die euklidische 
zuriickfiihren, sollte dann aber nicht die einen Speer beriihrenden Zykel, 
sondern die Zykel eines ,,elliptischen Blattes“ als Punkte bezeichnen. 
(Unter einem Blatte verstehen wir ein zweifach unendliches lineares System 
von Zykeln.) Axiomatisch gibt das aber groBe Schwierigkeiten. Statt 
dessen wihlen wir doch einen ,,uneigentlichen Speer“ und bezeichnen die 
ihn beriihrenden Zykel als ,,Punkte oder dual als ,,Geraden“. Dann 
aber erhalten wir eine ,,ausgeartet-euklidische Geometrie“, d.h. die 
absoluten Punkte fallen zusammen in einen reellen Punkt der uneigent- 
lichen Geraden. 


6) Miller, Monatshefte f. Math. u. Phys. 9 (1898); Epstein, Zeitechr. f. math. 
u. phys. Unterricht 37 (1906). 
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2. Als Axiome der ,,axiomatischen Zykelgeometrie’ nehmen wir 
elementare Siitze der ,.gew6hnlichen“ (numeralen) speerinversen Geometrie. 

Axiom I. Die Speere bilden eine Menge. 

Axiom II. Ein Zykel ist eine nichtleere Menge von Speeren. 

Definition: Wenn ein Speer zu einem Zykel gehért, sagt man 
auch, daB der Speer und der Zykel sich beriihren. 

Definition: Wenn es keinen Zykel gibt, der zwei verschiedene 
Speere beriihrt, so nennt man die Speere parallel. 

Axiom III. Es gibt einen Zykel, welcher von wenigstens drei ver- 
schiedenen Speeren beriihrt wird und von wenigstens einem Speer nicht 
beriihrt wird. 

Axiom IV. Drei verschiedene Speere, von denen nicht zwei parallel 
sind, gehdren einem und nur einem Zykel an. 

Folgerung: Zwei verschiedene Zykel haben keinen, einen oder 
zwei verschiedene Speere gemeinsam. 

Definition: Die (zusammenfallenden oder verschiedenen) Speere 
P, Q bilden die ,,vollstandige Beriihrungsfigur“ (vB) der Zykel « und £, 
wenn P und Q von beiden Zykeln beriihrt werden und es keinen anderen 
gemeinsamen Speer von a und # gibt. 

Definition: Wenn zwei Zykel nur einen Speer gemeinsam haben, 
sagt man, daf sie sich in jenem Speere beriihren. 

Axiom V. Wenn ein Speer einen Zykel beriihrt und ein zweiter 
Speer weder den Zykel beriihrt noch mit dem ersten Speer parallel ist, so 
gibt es einen und nur einen Zykel, welcher den zweiten Speer bertihrt und 
den Zykel im ersten Speer beriihrt. 

Folgerung: Wenn zwei verschiedene Zykel einen dritten Zykel 
im selben Speer beriihren, so beriihren auch diese zwei Zykel sich in 
jenem Speer. 

Definition: Die Menge aller Zykel, welche einen Zykel in einem 
festen Speere S beriihren, oder mit diesem Zykel zusammenfallen, nennt 
man eine zu S gehorige ,,Beriihrungsreihe“. 

Axiom VI. Wenn ein Speer einen Zykel nicht beriihrt, so gibt es 
einen und nur einen Speer, welcher dem ersten parallel ist und den Zykel 
beriihrt. 

Folgerung: Wenn zwei verschiedene Speere einem dritten parallel 
sind, so sind sie auch einander parallel. Denn wenn sie einen Zykei 
beide beriihrten, so kame man in Widerspruch zur Eindeutigkeitsforderung 
von Axiom VI. 

Definition: Die Menge aller Speere, welche mit einem festen 
Speere parallel sind oder mit diesem Speere zusammenfallen, nennt man 
eine ,,Speerrichtung“. 
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Aus diesen Axiomen lait sich unschwer beweisen: Jeder Zykel hat 
wenigstens drei verschiedene Speere. Jede Speerrichtung enthialt wenigstens 
zwei verschiedene Speere. Zu jedem Speer gehéren wenigstens zwei ver- 
schiedene Beriihrungsreihen. Jede Beriihrungsreihe enthilt wenigstens 
zwei verschiedene Zykel. Es laBt sich auch leicht eine ,,Geometrie“ (von 
sechs Speeren und acht Zykeln) konstruieren, in der die Axiome I bis VI 
erfiillt sind und die genannten Minima nicht iiberschritten werden. 


3. Um unsere axiomatische Geometrie auf eine ausgeartet-euklidische 
Geometrie zuriickzufiihren (vgl. Einleitung), gehen wir folgendermaBen vor: 


Es sei W ein beliebiger fester Speer (,,Grundspeer“). Unter einem 
»projektiven Punkt* verstehen wir: entweder einen ,,Hauptpunkt“, d. h. 
einen Speer, der nicht mit W parallel ist, oder einen ,,speziellen Punkt“, 
d.h. eine zu W gehérige Beriihrungsreihe, oder schlieBlich den ,,Grund- 
punkt“, d.h. das Symbol G. Die Gesamtheit dieser Punkte heibt ,,die 
axiomatische projektive Ebene“. 


Eine ,,Gerade“ ist eine Punktmenge von einem der folgenden drei 
Typen: Eine ,,Hauptgerade“ wird reprisentiert von jedem W beriihrenden 
Zykel z und enthalt als Hauptpunkte die Speere, welche z beriihren und 
von W verschieden sind, und als speziellen Punkt die von W und z 
bestimmte Beriihrungsreihe. Eine ,,spezielle‘‘ Gerade wird reprisentiert 
durch eine Speerrichtung und enthilt den Grundpunkt und als Haupt- 
punkte die Speere dieser Speerrichtung. Die ,,Grundgerade“ g schlieBlich 
enthalt alle speziellen Punkte und den Grundpunkt. 


Ein ,,Hauptkreis ist eine Punktmenge, welche als Hauptpunkte die 
Speere eines W nicht beriihrenden Zykels enthalt, und auBerdem den 
Grundpunkt, aber keine speziellen Punkte enthilt’). 


Nach diesen Festsetzungen hat man die Sitze («) bis (e) genau wie 
im ersten Teil (I, 3). (x) und (f) sind trivial. Fir (y) kann man als 
Beispiel zwei parallele Speere nehmen, welche nicht mit W parallel sind, 
nebst zwei parallelen Speeren, welche nicht mit den vorigen oder W 
parallel sind. Fiir (6) hat man alle Fille zu untersuchen: Hauptpunkt 
mit Hauptpunkt, Hauptpunkt mit speziellem Punkt usw., und in ahnlicher 
Weise kann man (e) bestitigen. 


7) Mit der neuen Terminologie assoziiert man ein neues anschauliches Bild. 
In den Fig. 9 und 10 haben wir uns g durch die ,,unendlich ferne Gerade“, G durch 
den ,,unendlich fernen Punkt“ in horizontaler Richtung reprasentiert gedacht. Die 
speziellen Geraden werden durch horizontale Geraden, die Hauptgeraden durch 
nicht-horizontale Geraden, die Hauptkreise durch Parabeln mit horizontalen Achsen 
reprasentiert. Diese Vorstellung erklart auch den Namen ,,nivelliert‘‘ fir Punkte 
»auf demselben Niveau“. 
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Die einfachste Geometrie, in der die Siitze (a) bis (e) erfiillt sind, 
ist wieder die Fanosche, welche der Geometrie von sechs Speeren und 
acht Zykeln entspricht. 

4. AuBer den projektiven Sitzen («) bis (e) brauchen wir noch 
»metrische Sitze, welche nur wenig verschieden sind von den Sitzen (1) 
bis (6) des ersten Teils. 

(1) G ist ein Punkt; g ist eine Gerade, welche diesen Punkt enthiilt. 

Die anderen Punkte von g sind die speziellen Punkte, die anderen 
Geraden durch @ sind die speziellen Geraden. Die nicht auf g liegenden 
Punkte sind die Hauptpunkte, die nicht durch G gehenden Geraden sind 
die Hauptgeraden. Zwei verschiedene Hauptgeraden heiBen parallel, wenn 
sie denselben speziellen Punkt haben. (Sie entsprechen Zykeln, welche 
sich in W beriihren.) Zwei verschiedene Hauptpunkte heiBen ,,nivelliert*, 
wenn sie derselben speziellen Geraden angehéren. (Sie entsprechen also 
parallelen Speeren.) 

(2) Ein Hauptkreis ist eine Punktmenge, welche aus G und Haupt- 
punkten besteht. Zwei verschiedene Hauptpunkte eines Hauptkreises 
sind nicht nivelliert*). 

(3) Drei verschiedene Hauptpunkte, von denen keine zwei nivelliert 
sind, gehéren entweder einem und nur einem Hauptkreis oder einer 
Hauptgeraden an. 

Folgerung: Zwei verschiedene Hauptkreise, oder eine Hauptgerade 
und ein Hauptkreis haben keinen, einen oder zwei verschiedene Haupt- 
punkte gemeinsam. 

Fiir einen Hauptkreis und eine Hauptgerade lauten die Definitionen 
von ,,vD* und ,,beriihren“ wie in der Kreisgeometrie*). Aus Axiom V 
hat man u. a.: 


8) Wir hitten auch eine duale Terminologie einfiihren kénnen, indem wir die 
Wérter Punkt und Gerade, nivelliert und parallel vertauschten. Das hatte sich 
besser an die Zyklographie angeschlossen und ware in der euklidischen Speer- 
geometrie aufzufassen als die folgende elementare Abbildung: Man nimmt fir W 
einen ,,vertikalen’* Speer. Jeder nicht mit W zusammenfallende oder parallele 
Speer wird abgebildet auf die ,,Hauptgerade“, welche der geometrische Ort der 
Mittelpunkte der Zykel ist, welche den Speer und W beriihren. Dann werden die 
Speere eines W beriihrenden Zykels abgebildet auf die Hauptgeraden durch seinen 
Mittelpunkt, die Speere eines anderen Zykels auf die Tangenten einer Parabel mit 
horizontaler Achse. Vg". weiter FuBnote '%). 

Die hier befolgte Terminologie zeigt aber besser die (liickenhafte) Analogie 
mit der Kreisgeometrie. 

%) Man beachte, daB wir diese Definitionen nicht fir zwei Hauptkreise geben. 
Denn sonst wiirden z. B. auch zwei Zykel, welche sich nicht berihren, aber einen 
mit W parallelen gemeinsamen Berihrungsspeer haben, durch ,,beriihrende Haupt- 
kreise reprasentiert. 
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(4) Durch einen Hauptpunkt eines Hauptkreises geht eine und nur 
eine Hauptgerade, welche den Hauptkreis beriihrt, und: 

(5) Wenn eine Hauptgerade einen Hauptpunkt enthilt und ein 
zweiter Hauptpunkt nicht zu der Geraden gehért und nicht mit dem ersten 
Punkt nivelliert ist, so gibt es einen und nur einen Hauptkreis, der den 
zweiten Punkt enthailt und die Gerade im ersten Punkt beriihrt. 

Dann kénnen wir die Definition des Sehnenvierseits und den Beweis 
eines Hilfssatzes (H) geben, vollkommen analog mit der Kreisgeometrie 
(S. 756). Dieser Hilfssatz lautet folgendermaBen: Wenn die Hauptgeraden 
a, b,c und der Hauptpunkt Z auf c derart liegen, daB jede zwei auf- 
einanderfolgende Geraden sich in einem Hauptpunkt schneiden, waihrend 
(ab) und L verschieden und nicht nivelliert sind, so gibt es eine und 
nur eine Hauptgerade d durch L, derart, daB abcd ein Sehnenvierseit ist. 

5. Als weiteres Axiom nehmen wir den Satz aus der Zykelgeometrie, 
der dem Satz von Miquel (I, 5) analog ist’*), und den wir so formu- 
lieren, daB zwei Speere (P, und B) koinzidieren kénnen, und durch 
Auszeichnung eines Speeres W spezialisieren. 





Fig. 8. 


Axiom VII. Wenn ein gewisser Speer W von drei Zykeln «,, a, as 
beriihrt wird, und die Paare a, a, %; %,, %, % haben bzw. die Beriihrungs- 
speere A,, A,, A, gemeinsam, welche voneinander und von W verschieden 
sind, und a,, a, a, werden bzw. beriihrt von drei von den vorigen ver- 
schiedenen Speeren P,, P,, P,, von denen keine zwei parallel sind, und 
Vis Var Ys Sind die Zykel, welche bzw. A, P, P;, A, P; P,, A; P, P, beriihren, 
und schlieBlich haben y, und y, die vB P, B, so wird B auch von y, 
beriihrt (Fig. 8). 

10) Man findet diesen Satz, in ein wenig anderer Form, bei Miller, Monatsh. 
f. Math. u. Phys. 6, S. 289. 
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Mit Hilfe der Axiome I bis V und VII kénnen wir dann einen noch 
allgemeineren Satz VIIa heweisen, welcher dem Satz Vla aus der Kreis- 
geometrie analog ist, und nur darin von Axiom VII verschieden ist, 
daB8 noch mehr Punktepaare koinzidieren diirfen. Wir iibergehen die 
Formulierung und den Beweis von VIIa. 

Jetzt machen wir einige Bemerkungen iiber ,,Abhingigkeit“: 

Erstens: Axiom VII ist unabhingig von den vorhergehenden und 
vom ,,Biischelsatz‘‘''): Alle Axiome I bis VII und der Biischelsatz sind 
erfillt, wenn man die von der Spitze verschiedenen Punkte eines quadra- 
tischen Kegels als ,,Speere‘, und die nicht dutch die Spitze gehenden 
ebenen Schnitte als ,,Zykel“ bezeichnet. Wenn man aber den quadra- 
tischen Kegel ersetzt durch einen anderen konvexen Kegel, so bleiben 
die Axiome I bis VI und der Biischelsatz erfillt, VII aber nicht. 

Zweitens: Wenn wir Vila statt VII als Axiom nehmen, aber dann 
fiir jeden beliebigen Speer W (VIla’), und III erginzen durch: ,,Wenn 
ein Zykel und zwei Speere beliebig gegeben sind, so enthalt der Zykel 
wenigstens fiinf verschiedene Speere, welche nicht parallel sind mit den 
zwei gegebenen Speeren“ (IIIa), so kénnen wir V aus I, II, III, Ila, 
IV, Vila’ beweisen **). 

Drittens: Axiom VI ist sicher unabhangig von den iibrigen, denn 
wir kénnten es ohne Widerspruch ersetzen durch diese Verneinung: ,,Es 
gibt keine parallelen Speere‘, und hiatten dann genau die Axiome der 
Kreisgeometrie erhalten, wo das Wort ,,Punkt“ durch ,,Speer“, und 
» Kreis“ durch ,,Zykel“ ersetzt ist. 

Wenn wir aber wieder III durch IIIa erginzen, und VII fiir jeden 
beliebigen Speer W postulieren (VII’), so kénnen wir Axiom VI reduzieren. 
Denn wenn wir nur die Existenz von irgend zwei parallelen Speeren 
postulieren (VIa), so kénnen wir den ersten Teil von Axiom VI beweisen"*), 
d. h. den Satz: ,,Wenn ein Speer einen Zykel nicht beriihrt, so gibt es 
wenigstens einen Speer, welcher dem ersten parallel ist und den Zykel 
beriihrt’’. Der zweite Teil, d. h. die Behauptung, daB es nicht mehr als 
einen solchen Speer gibt, ist aber unabhingig von den iibrigen, ein- 
schlieBlich IIIa, VIla und VII’. Denn diese Axiome sind erfiillt, wenn 
man die Punkte einer quadratischen Flache mit zwei reellen Schaaren 
gerader Linien ,,Speere“‘ nennt, und die nicht-zerfallenden ebenen Schnitte 


11) Darunter verstehen wir das Analogon zum Biischelsatz aus der Kreis- 
geometrie (I, 1). Man findet diesen Satz bei K. Ogura, Téhoku Math. Journal 3, 
8. 104. 

12) Wir haben diese Beweise ausgelassen, weil sie ziemlich viel Raum ein- 
nehmen wiirden. 
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»Zykel“. Dann aber gibt es zu einem Speer genau zwei parallele 
Speere eines Zykels, der den Speer nicht beriihrt. Um aber auch den 
zweiten Teil von VI beweisen zu kénnen"), brauchen wir nur Via zu 
ersetzen durch: ,,Es gibt einen Speer und einen Zykel, der den Speer 
nicht beriihrt, derart, daB es genau einen Speer des Zykels gibt, der dem 
ersten parallel ist“ (VIb). Weil III eine triviale Folge von VIb und IIIa 
ist, kénnen wir schlieBlich sagen: das urspriingliche Axiomensystem I bis VII 
kann hergeleitet werden aus dem System I, II, IIIa, IV, V, VIb, VII’. 
Damit haben wir den Unterschied zwischen Zykelgeometrie und Kreis- 
geometrie auf das méglichst enge Axiom VIb reduziert. Denn um die 
Kreisgeometrie zu erhalten, brauchen wir nur in VIb die Worte ,,genau 
einen“ zu ersetzen durch ,,keinen“. 

6. Jetzt setzen wir voraus, daB der in 3. gewahlte Speer W der 
Speer W von Axiom VII ist. Ein Spezialfall von Vila ist dann: 

(6) Wenn abed ein Sehnenvierseit ist, d’ parallel mit d, und die 
Punkte ab und ed’ sind nicht nivelliert, so ist abcd’ wieder ein Sehnen- 
vierseit (Fig. 9). 





Fiir den Beweis verweisen wir auf den analogen Beweis aus der 
Kreisgeometrie (I, 6). 

Aus (6) und (H) findet man unmittelbar: Wenn abcd und abcd’ 
Sehnenvierseite sind, so ist d’ parallel oder zusammenfallend mit d. 

Weiter: Wenn abcd ein Sehnenvierseit ist, d’ parallel mit d, und bc 
und ad’ nivelliert, so sind auch ab und cd’ nivelliert (6a) (Fig. 10). 
Denn wenn diese nicht nivelliert waren, so ware nach (6) abcd’ ein 
Sehnenvierseit, im Widerspruch zur Voraussetzung, daB be und ad’ 
nivelliert seien. 

7. Dann kénnen wir wieder den affin-spezialisierten Satz von Pappus 
beweisep. Wenn die Buchstaben die entsprechenden Bedeutungen haben 








772 B. L. van der Waerden und L. J. Smid. 


wie in der Kreisgeometrie (I, 7), so unterscheiden wir die folgenden Fille 
(Fig. 5): 

a) p und gq sind beide Hauptgeraden. 

Von den Geraden h,, h,, h, ist héchstens eine speziell. Deshalb 
haben wir die folgenden Unterfille: 


1) hy, h,, h, sind Hauptgeraden, also auch h,, h,. Dann kénnen wir 
beweisen, daB auch A, Hauptgerade ist und parallel mit A,. Fiir den 
Beweis verweisen wir wieder auf 
den analogen Beweis aus der Kreis- 
geometrie (jetzt miissen wir aber 
immer das Nicht-nivelliert-sein von 

zwei Punkten beachten) "*). 
4’ Die anderen Fille lassen sich 

\ dann indirekt beweisen: 
2) A, ist speziell. Wenn A, 
+ nicht speziell wire, so waren h,, 
\ h,, h, Hauptgeraden, und nach 1) 
\ Ware dann auch h, Hauptgerade. 
Das ist aber nicht der Fall. Also 
Fig. 10. muB h, speziell sein und deshalb 
parallel mit h,. 

3) A, ist speziell. Wenn A, nicht parallel mit 4, wire, so kénnte 
man durch ph, eine von A, verschiedene Hauptgerade h; parallel mit h, 
legen. Die Verbindungslinie A, von ph, und qh; wire dann eine Haupt- 
gerade. Dann waren h,, h;, h, Hauptgeraden, h, parallel mit h,, h; mit h,, 
also wire nach 1) auch h, eine Hauptgerade. Das ist aber nicht méglich, 
weil A, mit h, parallel ist. A, muB also mit A, parallel sein. 

Ebenso, wenn h, speziell ist 

b) p ist speziell, qg nicht. Wenn h, nicht parallel mit h, ware, so 
kénnte man durch qh, eine von A, verschiedene Gerade h, parallel mit 
h, legen. Der Schnittpunkt A; h, lige dann nicht auf ». Die Ver- 

















13) In der dualen Terminclogie, vgl. FuBnote *), sagt Satz (6) aus, daB 
die Frage, ob ein Viereck A BC D mit nicht-parallelen Gegenseiten Tangentenviereck 
eines ,,Hauptkreises“ ist, nur von den ,,Niveaus‘‘ der Ecken abhangt. Auch in der 
elementaren Zykelgeometrie findet man leicht, daB die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafiir lautet: Die Mitten von AC und BD missen nivelliert sein. 
Wenn dann £ und F die Schnittpunkte der Paare Gegenseiten sind, so miissen 
auch die Mitten von AC und £F nivelliert sein. So findet man einen elementaren 
Beweis (mit Hilfe von Zykeln) des bekannten Satzes: ,,Die Mitten der drei 
Diagonalen eines vollstandigen Vierseits liegen in einer Geraden“. Dann (und das 
ist der Zweck dieser Bemerkung) zeigt der Beweis von 7a, 1), daB man durch 
dreimalige Anwendung dieses Satzes den Satz von Pappus beweisen kann. 
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bindungsgerade p’ von ph, und h,h, ware dann eine Hauptgerade. Der 
Schnittpunkt p'h, wire dann verschieden von ph, und die Verbindungs- 
linie h, von gh, mit p’h, wire verschieden von h,. Nach a,1) wire h, 
parallel mit 4,. Das ist aber unméglich, weil es dann durch gh, zwei 
verschiedene Geraden parallel mit h, giibe. h, muB also parallel mit A, sein. 

Ebenso, wenn q speziell ist und p nicht. 

c) p und g sind speziell. Der Beweis geht wie bei b), aber schlieBlich 
wird nicht a,1), sondern b) angewendet. 


8. Wie in der Kreisgeometrie (I, 7) angedeutet, kénnen wir jetzt 
»»Dreieckskoordinaten“ einfiihren. Wir haben also eine eineindeutige Ab- 
bildung der Punkte der axiomatischen projektiven Ebene auf die Punkte 
einer Zahlenebene, wobei immer die Punkte einer ,,Zahlengeraden“‘ den 
Punkten einer axiomatischen Geraden entsprechen. Die entsprechenden 
Figuren und Relationen werden mit denselben Namen und denselben Buch- 
staben bezeichnet. Weil die Begriffe Hauptpunkt, nivellierte Punkte usw. 
in der axiomatischen Ebene definiert sind, sind sie jetzt auch in der 
Zahlenebene definiert, und weil wir die Begriffe Projektivitaét, Kegel- 
schnitt usw. in der Zahlenebene in der iiblichen Weise definiert denken, 
so sind sie auch in der axiomatischen Ebene definiert. 

Dann beweisen wir: Die Hauptkreise sind die Kegelschnitte, welche 
g in @ berihren. Es seien A und B zwei verschiedene feste Hauptpunkte 
eines Hauptkreises k (Fig. 10), P ein veriinderlicher Punkt von k, d und 
c die Geraden, welche als vD mit k bzw. AP und BP haben"). Wir 
werden jetzt beweisen, da8 c und d projektive Biischel durchlaufen. Es 
‘sei E ein von B verschiedener fester Hauptpunkt von k, a die Gerade, 
welche AE als vB mit k hat, b die Gerade BE, A’ der Punkt von a, 
welcher mit B nivelliert ist. Es sei d’ die Gerade durch A’, welche mit 
d parallel oder zusammenfallend ist. Wenn P ein von £ verschiedener 
Hauptpunkt ist, ist abcd ein Sehnenvierseit, d’ parallel mit d, wahrend 
bc (= B) und ad’ (= A’) nivelliert sind. Nach (6a) sind dann auch 
ab (= E) und cd’ nivelliert, d. h. cd’ liegt auf der speziellen Geraden 
EG. Auch in den bisher ausgeschlossenen Fallen, daB P mit E oder G 
zusammenfallt, haben c und d’ einen Punkt von EG gemeinsam, namlich 
E oder G. Der Biischel c ist also perspektiv mit d’ (Achse EG), und 
weil d’ perspektiv ist mit d (Achse g), ist c projektiv mit d. c und d 
durchlaufen die vollstandigen Biischel B und A. Die Biischel haben keinen 
Strahl homolog und gemeinsam. Deshalb ist k ein Kegelschnitt; weil 
dieser Kegelschnitt mit g nur G gemeinsam hat, beriihrt er g in G. 


14) Wenn P mit G zusammenfallt, meinen wir natiirlich die speziellen Geraden 
AG und BG. 
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Umgekehrt ist auch jeder Kegelschnitt k, der g in @ berihrt, ein Haupt- 
kreis. Denn wenn P und Q zwei verschiedene Hauptpunkte von k sind 
(diese gibt es sicher, weil es wenigstens zwei verschiedene spezielle Ge- 
raden gibt), und g die Tangente in Q, so gibt es nach (5) einen Haupt- 
kreis durch P, welcher g in Q beriihrt, und dieser Hauptkreis ist derselbe 
Kegelschnitt wie k, weil beide durch P gehen, g in Q und g in @ be- 
rihren. 

9. SchlieBlich konstruieren wir eine Abbildung, wobei keiner der Speere 
(wie jetzt W) eine besondere Rolle spielt. 


Die Zahlenebene Z la8t sich ausdehnen zu einem Zahlenraum R. 
In diesem Raum nimmt man einen quadratischen Kegel 1*, welcher g in 
G beriihrt und die Spitze S nicht in # hat. Auf SG = h nimmt man 
einen Punkt T und projiziert die Hauptpunkte von E aus T auf /*. Die 
nicht auf h liegenden Punkte P von /* sind also Bildpunkte der Haupt- 
punkte von E und der entsprechenden Speere, das sind die nicht mit W 
parallelen oder. zusammenfallenden Speere. Die nicht auf A liegenden 
Punkte eines durch 7 gehenden nicht-entarteten ebenen Schnittes sind 
Bildpunkte der Hauptpunkte einer Hauptgeraden und deshalb der von W 
verschiedenen Speere eines Zykels, der W beriihrt. Die nicht auf h liegenden 
Punkte eines nicht durch 7 gehenden nicht-entarteten ebenen Schnittes 
sind Bildpunkte der Hauptpunkte eines Hauptkreises und deshalb der 
nicht mit W parallelen Speere eines Zykels, der W nicht beriihrt. Damit 
hat man eine eineindeutige Abbildung der Zykel auf die nicht-zerfallenden 
ebenen Schnitte von /* erhalten”), und diese kann man benutzen, um die 
Abbildung der Speere zu vervollstandigen, indem die mit W parallelen 
oder zusammenfallenden Speere abgebildet werden auf die von S ver- 
schiedenen Punkte von h. Dazu beweisen wir: 

Die Zykel, welche einen Speer A beriibren, werden abgebildet auf 
die nicht-entarteten ebenen Schnitte durch einen Punkt von 1?. 

Wenn A nicht mit W parallel ist oder zusammenfillt, ist die Be- 
hauptung trivial. 

Wenn A mit W zusammenfillt, werden die Zykel, welche A beriihren, 
abgebildet auf die Hauptgeraden von EZ, und diese auf die nicht-entarteten 
ebenen Schnitte durch T. 


1) Nur im Fall der einfachsten Zykelgeometrie, wo jeder Zykel nur drei 
Speere enthalt (vgl. II, 2), ist durch die Abbildung der Hauptpunkte die Abbildung 
der Zykel auf die ebenen Schnitte noch nicht festgelegt, denn jeder Zykel enthilt 
dann pur zwei ,,Hauptpunkte, und durch die entsprechenden Punkte des Kegels 
gibt es zwei nicht-entartete Schnitte. Wir kénnen die Abbildung dann vervoll- 
stindigen, indem wir verabreden, daB W auf 7 abgebildet wird, und der mit W 
parallele Speer auf den von S und 7 verschiedenen Punkt von h. 
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Es sei schlieBlich A parallel mit W. Zwei sich nicht beriihrende 
Zykel x und y, welche A beriihren, haben nur einen nicht mit W zu- 
sammenfallenden oder parallelen Speer B gemeinsam. Sie werden also 
abgebildet auf zwei Schnitte, welche nur einen Punkt P auBerhalb h ge- 
meinsam haben. Dann miissen diese entweder sich in P beriihren, oder 
einen Schnittpunkt auf h haben. Die erste Méglichkeit kann aber nicht 
zutreffen, denn dann wiirde es einen nicht-entarteten ebenen Schnitt 
durch 7 geben, welcher die beiden ersten in P beriihrte und also das 
Bild eines W beriihrenden Zykels » wire. wv miiBte z (und ebenso y) 
in B beriihren, denn er kann keinen anderen Speer mit x gemeinsam 
haben (keinen mit W parallelen oder zusammenfallenden Speer, weil v 
von W beriihrt wird, und z nicht, und keinen anderen von B verschiedenen 
Speer C, weil der Bildpunkt von C auf /* ein zweiter gemeinsamer Punkt 
der ebenen Schnitten sein wiirde). Dann bleibt also nur die zweite Méglich- 
keit, d. h. die ebenen Schnitte schneiden sich in einem Punkt Q von h. 
Jeder weitere Zykel z, der A beriihrt, hat als Bildfigur einen Kegelschaitt 
durch Q. Denn z beriihrt héchstens einen der Zykel x und y, z. B. er 
beriihrt z nicht. Dann miissen die Bildfiguren von z und z Ah in dem- 
selben Punkt schneiden, also in Q. 

Die mit W parallelen Speere A werden in dieser Weise eineindeutig 
abgebildet auf die von S und T verschiedenen Punkte Q von h. 

Also schlieBlich : 

Die Speere lassen sich eineindeutiy abbilden auf die von der Spitze 
verschiedenen Punkte eines quadratischen Kegels, derart, daB die Speere eines 
Zykels abgebildet werden auf die Punkte eines nicht-entarteten ebenen Schnittes, 
und umgekehrt. 

10. Ein Satz gleichen Wortlautes gilt fiir die Speere der ,,gewdhn- 
lichen“ speerinversen Geometrie. Die axiomatische und die ,,gzewdhnliche“ 
Geometrie sind aber nur dann als identisch zu betrachten, wenn die zu- 
grunde liegenden Zahlkérper isomorph sind. Wenn man unter der ,,ge- 
wohnlichen“ Geometrie z. B. die rationale, die reelle oder die komplexe 
versteht, hat man dort den Kérper der rationalen bzw. reellen oder 
komplexen Zahlen zugrunde gelegt, usw. Um die Isomorphie des bei 
der axiomatischen Geometrie verwendeten Zahlkérpers mit einem der 
oben genannten Kérper zu erreichen, braucht man noch mehr Axiome. 

In allen ,,gewohnlichen“ Zykelgeometrieen gelten aber die namlichen 
linearen Beriihrungssiitze’*). Damit diese gelten, brauchen wir nur noch 

16) Unter linearen Beriihrungssatzen verstehen wir Satze, welche zerfallen in 
Satze folgender Form: Wenn zwischen einer endlichen Zahl von Speeren und Zykeln 
gewisse Relationen ,,zusammenfailen’‘, ,,verschieden sein‘, ,,beriihren‘* oder 


»nichtberihren*‘, bekannt sind, so besteht auch eine bestimmte weitere solche 
Relation zwischen zwei dieser Figuren. 
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zu wissen, da die Charakteristik unseres Zahlkérpers Null ist’’). Diese 
Voraussetzung kann in verschiedenen Weisen auf eine geometrische Form 
gebracht werden, z. B. sc: 

Wenn A und B zwei verschiedene zum selben Speer W gehdrige 
Beriihrungsreihen, p und q zwei verschiedene Speerrichtungen sind, welche 
W nicht enthalten, so kann man aus einem Speer P von p einen Speer 
P’ folgenderma8en xonstruieren : Man bestimmt den Zykel a aus A, welcher 
P beriihrt, den Speer Q von a in der Speerrichtung g, den Zykel 6 aus B, 
welcher Q beriihrt, und den Speer P’ von b in der Speerrichtung p. Wir 
sagen dann, daB FP’ aus P erhalten ist durch ,,Parallelkonstruktion in 
bezug auf gq, A, B“. Die Voraussetzung lautet dann so: 

Wenn man durch Parallelkonstruktion in bezug auf qg, A, B aus 
einem Speer P, den Speer P,, aus P, den Speer P, erhilt, usw., so ist 
P,,, fiir jede Primzahl n, verschieden von P,. 

Wir brauchen dieses Axiom natiirlich nur zu postulieren fiir zwei 
bestimmte Beriihrungsreihen A und B, eine bestimmte Speerrichtung q 
und einen bestimmten Speer P,, welche den in der Definition der ,,Pa- 
rallelkonstruktion“ genannten Bedingungen geniigen. 


7) Das heiBt: wenn a + 0, so ist a-+-a+...+ a+ 0. 


(Eingegangen am 28. 4. 1934.) 








Berichtigung 


zu der Arbeit von Kurt Friedrichs: 
, Spektraltheorie halbbeschrinkter Operatoren I. und II. Teil‘, 
Math. Annaien 109, S. 465—487 und 685—713. 


Herr Wecken hat mich auf einige Fehler in der angegebenen Arbeit auf- 
merksam gemacht, die ich im folgenden berichtigen will. 

In Teil I, 8. 472, wurde behauptet, daB ein H-dichter Teilraum © des Hilbert- 
schen Raumes §, der mit einer positiv halbbeschrinkten Form G@ als MaBform 
abgeschlossen ist, auch separabel und also ein Hilbertscher Raum ist mit @ als 
MaBform. Der in Anmerkung *) gegebene Beweis ist nicht richtig. Man schlieBe 
folgendermaBen. 

Nach Satz 6 (8.477) gibt es einen beschrinkter Operator B, dessen Wert- 
bereich § in © liegt und fiir den eine Abschitzung (Bh G Bh) S const. (h Hh) 
besteht. Er fiihrt offenbar die abzihlbare H-dichte Teilmenge (9) von § in eine 
abzihlbare (i-dichte Teilmenge (}) von § iiber. Beim Beweise von Satz 6 wurde 
in der Tat die G-Separabilitat von © nicht benutzt, wie Fr. Rellich bemerkt hat; 
ebenso unabhangig beweist man '), daB es zu jeder Teilmenge von ©, die nicht 
G-dicht in © liegt, ein Element g, = 0 gibt, das auf ihr orthogonal ist. Daraus 
folgt (vgi. Beweis von Satz 7), daB § und also auch (}) G-dicht in G liegt. 

Teil II. (1). Das Zusatzpotential v soll bei den Dimensionen n = 2 und 
» = 3 noch stetig differenzierbar sein statt nur stetig (S. 688, 689). 

Beim Beweise von Satz 1.3B (8.705) wird anschiieBend an Formel (13 B) 
in der Tat die stetige Differenzierbarkeit von v benutzt statt nur die von f, (2). 

Im Falle (4) soll ferner (S. 688) vorausgesetzt werden, daB v in J’ nach oben 
beschrankt bleibt. 

(2). Fir die Tatsache, daB die Riume §", §', ©, G' ineinander dicht liegen 
mit G@ als MaBiorm (S. 689—690) wurde in FuBnote 7) ein Beweis angedeutet, der 
fiir den Fall (4) nicht stichhaltig ist. Er soll hier fir alie Falle naher ausgefihrt 
werden. 

Es ist also {zu jeder Funktion g(x) aus ©’ eine Funktion f(z) aus f” an- 
zugeben, so daB fiir die Differenz die Form G@ beliebig klein wird. 

Man wird sich zu dem Zwecke auf die bekannte Tatsache berufen, daB jede 
stetige, (im Sinne von 8. 687) stiickweise stetig differenzierbare Funktion g(z) in 
jedem Teilgebiet 1, derart durch viermal stetig differenzierbare Funktionen f (x) 
approximiert werden kann, daB 


} |” (fu-9) +0—o| ae 


r 


o 


beliebig klein wird. Ist g(x) auBerhalb eines Teilgebietes I, von I’, (tr > a) vier- 
mal stetig differenzierbar, so l48t sich / in J” zweimal stetig differenzierbar so 
wihlen, daB / = g ist auBer I’, 

Nun geniigt es, zur Funktion g(x) eine Funktion g(x) aus ©’ mit beliebig 
kleinem g — 9 Gg —g zu konstruieren, die auBerhalb eines geeigneten Teil- 


1) Vgl. H. Léwig, Fr. Riesz, Acta Litt. Sci. Szeged 7 (1934); Fr. Rellich, Math. 
Annalen 110 (1934), S. 342. 
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gebietes F, in den Fallen (1), (2), (8) identisch verschwindet, im Falle (4) in 
radialor Richtung konstant und viermal stetig differenzierbar ist. Denn wahlen 
wir zu dieser Funktion g(x) nach Vorangehendem eine zweimal stetig differenzier- 
bare Funktion /(z) mit beliebig kleinem g —/Gg—/, die auBerhalb I, mit g (x) 
ibereinstimmt, so liegt f(z) in §’ und es ist auch g — f Gg —/ beliebig klein. 
Zur Konstruktion der Funktion g(z) im Falle (4) gehen wir aus von einer 
in Kp_,, mit t) > 0 erklarten viermal stetig differenzierbaren Funktion g* (z) 
und setzen sie ibe: X,_, in K,, hinein konstant in radialer eng fort, wo r 
aus to => t = 2 Tt, noch zu bevthenene ist; d. h. wir bilden g(x) = g*(z) in K, 


=, (2 — 
sie ist auBerhalb J’, viermal stetig differenzierbar und es ist f = 0in R—r<r<R. 
Fir die Differenz g— g la8t sich die Form G abschitzen durch 

9-969-9= =|ow- -g*)dz+4R""*r \ow -g)do+4R"~* +{oa)do+8 (poz) [ow dx, 


o o 


KR ty “R—T “R—t Kr—a1, R 


tT 





*) fir R—rt=r< R. Diese Funktion g(x) iiegt offenbar in 6’; 





wenn wir ®(g) = Py (F; a) + vg? setzen, wo v, die obere Schranke fiir v 
in I’ ist. 

Nun kann man zuniachst rt, und + so wahlen, daB die beiden letzten Terme, 
und g* so bestimmen, daB die beiden ersten Glieder beliebig klein werden. 

In den Fallen (1), (2), (8) haben wir zur Funktion g(z) eine Funktion g (x) 
aus ©’ zu konstruieren, die auBerhalb eines geeigneten [", verschwindet. Zu positiven 
o und rt < o wahlen wir eine Funktion s(r), die in J’, verschwindet, auBerhalb I”, 
den Wert 1 hat. In den Fallen (8) und (1) steige sie im Zwischengebiet 7) —/" in 
radialer Richtung linear von 0 zu 1 an; dann ist 4s = 0 und die Ableitung s 
bleibt fir + — 0 bei festem o beschrankt. 

Nunmehr ersetze man die Funktion g(z) durch die Funktion 


g(x) = (1 —a(r)) g (2), 
die offenbar in G' liegt und auBerhalb I’, verschwindet. Alsdann besteht die Identitat 


(*) 9—-9@9-9= [ed (9) +@te—s4ayg!l de H[emtaingtde, 
r—l, 249 

wenn 2, den Rand von I, bedeutet. Das integral tber [—TJ’,, das wegen 

0 =s=1 und v= 1 nach oben abzuschatzen ist durch 


2 
\ 
(3) | as 9) +09'| az, 
fo 
kann durch Wahl von o beliebig klein gemacht werden; ebenso das Randglied 
durch Wahl von 1 bei festem o, und zwar im Falle (8) wegen der Randbedingung (1) 
S. 688 im Falle (1) wegen der Existenz des Integrals J gdz. 


r 


Im Falle (2) wahle man s(r) ebenso wie bei (1) fir 7 =rs— : linear in r, 


in tr >r So dagegen 7 


a(r) = (P-*pin) *f gwar : (p(n)? f gy (r')dr, 
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wo g(r) die Bedeutung von 8. 688, 689 hat. Dann ist, wie man nachrechnet, 
—As= gs in t=r <a, und bei festem o strebt — s, (t) + p(t) > 1. Zur 
™>0 


Identitat (*) tritt noch das Glied — J r"—"s (r)g?d@, das nach Anhang 2. 3 


(8.711) bei festem o mit r gegen Null strebt; zur Abschatzung (%) tritt wegen 
#ev—sds = s*(v+ go?) S v+ gy [vgl. (2), S. 689] noch das Glied frgdz, 
Ky, 6 
das nach Anhang 2.3 ebenfalls mit o beliebig klein wird. 
(3). Die Abschaétzung von j (4k& a dz (8. 703) ist unrichtig; sie wer~e 
j2—&| Se 


durch die folgende ersetzt. Es gilt 


Ak,» = — | K(n—2z)dy= K(yn—2z)di SC, K(x—é 
aia an! ajith ae az) are eee 
{n—é]<d In-€|< <dVn 





mit C, = (ey | dz, wenn § und « so klein sind, daB K(7—z2z) 2 0 fir 
jel s1 

ja—&| Se |n—&| = 5) n ist, auch fir n = 2. Nun folgt in der Tat, daB 
f(4& sh ae = C2 (K(2') dx =) Ieper. 


lz—SolSe jz’ —@—-Hl| Se j2’"|= 


f\io—sl 


zugleich mit e« und 6 gegen Null strebt. 


(Eingegangen am 19. 10. 1934.) 
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